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数学 奥林匹克 是 对 青少年 极其 有 益 的 一 项 活动 . 它 通过 
科学 与 趣味 相 统一 的 丰富 多 彩 的 题目 ,使 许 许 多 多 的 优秀 学 
生 在 中 学 时 期 就 经 受 了 考验 ,接受 了 各 种 现代 数学 思想 的 震 
陶 , 使 他 们 提高 了 能 力 , 增 长 了 知识 ,开阔 了 眼界 .数学 奥 林 


”匹克 活动 的 广泛 开展 ,不 仅 丰 富 了 中 学 生 的 课外 活动 ,促进 
”了 中 学 数学 教学 的 改革 ,而 且 发 现 和 培养 了 一 大 批 有 才能 的 


”青年 ,这 些 青年 将 成 为 我 国 科 学 界 在 下 个 世纪 赶 超 世 界 先进 


水 平 的 中 坚 力量 . 


数学 竞赛 中 没有 失败 者 .虽然 每 年 参加 中 国 数学 奥 林 匹 


克 的 选手 百 余 人 ,作为 国家 队 出 国 参加 国际 数学 奥林匹克 的 


选手 也 只 有 六 人 ,但 是 ,那些 因为 运气 不 佳 ,培训 不 足 , 见 识 


” ”不 广 或 临场 发 挥 不 理想 等 因素 而 没有 获胜 的 学 生 也 不 是 失 
“ 败 者 .他 们 在 参加 竞赛 及 培训 中 所 培养 起 来 的 求解 难题 的 兴 
时 “ 趣 和 欲望 , 那 种 永 不 满足 , 勇 攀高 峰 的 精神 ,分 析 问 题 的 严密 
时 ”的 还 辑 思维 ,解决 问题 的 灵活 多 样 的 应 变 能 力 以 及 对 现代 数 
” 学 思想 的 理解 和 积累 , 正 是 进行 成 功 的 科学 研究 并 在 将 来 成 
1 为 科学 家 的 必要 条 件 . 因此 说 ,这 远 比 在 一 次 竞赛 中 获胜 更 
， 、，。 为 宝贵 .他 们 中 的 许多 人 进入 大 学 后 成 为 学 习 尖 子 , 有 些 人 
渭 二 正在 攻读 硕士 和 博士 学 位 并 成 为 数学 研究 队伍 中 的 后 起 之 
。 ，， 秀 , 就 是 最 有 力 的 证 明 .即使 对 于 那些 进入 大 学 后 改 学 其 他 











专业 的 学 生 , 他 们 也 将 因 芯 维 敏 捷 , 头 脑 灵 活 , 勇 于 创新 和 具 


有 和 较 强 的 数学 能 力 而 使 自己 终身 受益 .因此 ,数学 奥林匹克 
必 将 继续 下 去 . 

数学 奥林匹克 已 有 一 百 多 年 的 历史 , 且 越 来 越 受 到 重 
视 , 现 在 ,每 年 举办 数学 奥林匹克 的 国家 和 地 区 已 超过 70 
个 .已 有 的 竞赛 题目 成 千 上 万 ,其 中 构思 独特 ,新 络 别 致 . 灵 
活 深 钼 的 题目 有 几 千 道 之 多 ,而 且 还 在 以 每 年 几 百 道 的 速度 
继续 增长 .这 些 题目 散 载 于 国内 外 的 各 种 书籍 与 杂志 之 中 ， 
任何 个 人 手中 的 资料 都 很 不 完整 ,使 用 起 来 极 不 方便 .这 次 
河北 少年 儿童 出 版 社 邀请 国内 数学 奥林匹克 界 的 专家 、 教 授 
和 高 级 教练 员 共 同 精 选 了 国内 外 数学 奥林匹克 的 试题 并 给 
出 精辟 准确 的 解答 ,编写 了 这 大 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 
辞典 .这 是 一 次 很 有 意义 的 壮举 .是 一 项 艰苦 而 又 巨大 的 工 
程 ,是 我 国 数学 奥林匹克 事业 的 一 项 基本 建设 .本 书 的 出 版 ， 


我 国 在 国际 数学 奥林匹克 中 保持 优 和 势 , 立 于 世界 数学 强国 之 
林 . 就 此 我 以 兴奋 的 心情 对 这 套 解 题 大 辞典 的 出 版 表示 热 现 
的 祝贺 ,并 对 在 此 书 编写 过 程 中 付出 辛勤 劳动 的 各 位 作者 和 


”出 版 过 程 中 做 出 多 方面 努力 的 编辑 人 员 及 支持 本 书 出 版 的 
各 位 领导 表示 衷心 的 感谢 . 


近 10 年 来 ,我 国学 生 在 国际 数学 奥林匹克 中 不 断 取得 


好 成 绩 ,我 国 所 提供 的 候选 题 也 接连 被 选 为 试题 ,这 是 值得 


高 兴 的 事情 .但 是 ,我 们 也 应 清醒 地 看 到 ,与 一 些 先 进 国家 相 
比 , 我 国 开展 数学 奥林匹克 和 参加 国际 数学 奥林匹克 的 时 间 


“毕竟 不 长 ,这 方面 的 资料 也 不 很 完全 . 因此 ,这 大 ,辞典 的 内 容 


也 是 不 很 完全 的 .此 外 ,以 后 每 年 新 出 现 的 竞赛 题目 也 要 补 


” 充 进来 .希望 大 家 继续 努力 ,不 断 完善 这 套 大 辞典 的 内 容 ,为 = 
”数学 奥林匹克 事业 做 出 新 贡献 . . 
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1.1 证 明 对 任意 整数 n,ns + 2n5 - mn? 一 2n 能 被 120 整除 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 
[证 1 ne+2n 7 一 2 一 27 间 
=ni(n+2)—- n(n+2) 

n(n +2)(24 — 1) 
n(n+2)(n -1)(nt+1)(n +1) 
n(n+2)(n— 1)(n+1)(n 一 4+5) 
(n—2)(n ~ ln(n t+ 1)(n + 2) 
+S(z ~ 1l)n(n + 1)(n+2). 

上 式 的 第 一 项 为 五 个 连续 整数 相 乘 , 则 必 能 被 5.4.3.2=120 整 
除 ,第 二 项 中 是 四 个 连续 整数 的 乘积 的 5 售 , 因 而 也 能 被 5.4.3.2.1 
= 120 整除 .于 是 原 式 能 被 120 整除 . 

1.2 ”证 明 对 任意 的 正 整数 , 数 (n” 一 n).(58"+4 + 34*12) 能 被 
3804 整除 . 


上 人 
淫 霹 


[I 


(第 一 届 墨 西 哥 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 3804 = 6 . 634. 
(1) 由 于 nm-n=(n-1)n(n+1) 
是 三 个 连续 整数 的 乘积 , 则 
6|1n3—n. ， 
(2) 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 任意 非 负 整数 nw,634 1 S55”+4 二 33 和 
当 mn= 0 时 ， 
54+3 = 625+9 = 634, 
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所 以 634 1 94 了 32. 
假设 n = 上 时 ,有 
z 634 | S314 十 344+2 
那么 , 当 n = 上 +1 时 ， 
SB8(R+1)+4 + 34(k+1)+2 
一 (S4) 。 SBk+4 + 34 , 34k+2 
= (625)- ，S8k+4 | Q2 。34k12 
三 (一 9)2 . S314 十 92 ,34k72 
二 0 (mod 634). 
所 以 634 | 58(t+1)+4 十 34C(k+DD)+2. 


于 是 对 所 有 非 负 整数 x， 
634 | 537+4 十 34272 . 


a 


由 (1),(2) 
6 .634 = 3804 | (n3 — n)(S8"*4 + 342+?). 

1.3 证 明 1.3.5.….1983.1985+2.4.6..… .1984 .1986 

能 被 1987 整除 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 1.3.5. .1983.1985+2.4.6... .1984.1986 
=1.3.5....1983.1985+ (1987 - 1985)(1987 — 1983)… 

(1987 ~ 3){1987 ~ 1) 
1.3.5.....1983.1985+(~1985)(— 1983)… (— 3)(-— 1) 


{| 


+ 1987 的 倍数 

二 1.3.5..….1983. 1985. [1+(- 了 5] +1987 的 倍数 

= 1987 的 倍数 . 
即 1.3.5.…'.1983.1985+2.4.6.……1984.1986 能 被 1987 
1:4 证 明和 数 1.2.3.…… 2000.2001+2002.2003.… .4001 

. 4002 能 被 4003 整除 . 

(第 15 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 】 2002 . 2003 .…. .4001 . 4002 

= (4003 — 2001)(4003 — 2000)…(4003 ~ 2)(4003 — 1) 

= 4003n— 工 . 2 . 3...2000.、 2001. 
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从 而 有  - 
1.2.3.…'2000.2001 + 2002 .2003.… .4002 = 4003n. 


即 所 给 出 的 和 数 能 被 4003 整除 . 

1.5 ”从 自然 数 数列 1,2,3,4,… 中 依次 划 去 3 的 倍数 和 4 的 倍数 ， 
但 是 其 中 凡是 5 的 倍数 均 保 留 ( 例 如 15,20 都 不 划 去 ) , 划 完 以 后 ,再 将 
剩 下 的 数据 依次 写成 数列 :A = 1, 4， = 2, A; = 5, A4 = 7,… 求 
Aiosg 的 值 . 

(理科 实验 班 入 学 数学 复试 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 先 对 不 大 于 100 的 全 体 自 然 数 进行 估计 : 


在 |1,2,3,…,100| 中 3 的 倍数 共 | 2 3 |= 33 个 ， 

第 
在 {1,2,3,…,1001 中 4 的 倍数 共 | 200 | = 25 个 ， - 
在 |1,2,3,…,1001 中 12 的 倍数 共 | 2 





在 |1,2,3,…,100} 中 20 的 倍数 共 


在 11,2,3,…,1001 中 60 的 信 数 共 [ 100 ] = 1 个 ， 


所 以 ,由 容 斥 原理 , 划 好 以 后 剩 下 的 数列 共有 数 
Miw = 100— (33+25)+ (8+6+5)—1= 60( 个 ). 


这 说 明 ,前 100 个 数 中 ,经 过 题 设 的 划 数 剩 下 60 个 , 即 保留 了 ， 


因此 ,要 保留 1988 项 ,至 少 要 有 1988- 二 ~ 3314 项 , 即 至 少 要 对 
1,2,.… ,3315 刘 项 才 有 可 能 得 到 Aioss. 


在 1,2,…,3315 中 ,3 的 倍数 为 335 | - = 1105 个 ,4 的 倍数 为 
335 | = 828 个 , 余 类 推 ， 


M3315 = 3315 一 (5 | 335]): (3 本 上 [3 
3313 


+ (33|)- Een 
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:| 2 
在 |1,2,3,…,100| 中 15 的 信 数 共 | 100 ] = 6 个 ， 
[2 








= 1989. 
由 于 3315 能 被 5 整除 ,3314 不 能 被 3 和 4 整除 , 故 没 有 划 掉 ,于 是 
Alog8 = 3314. 
1.6 ”自然 数 a,5,c,d 都 可 以 被 自然 数 ab - ca 整除 ,证明 
ab—ca=1. 

(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 e=ab- coed. 
由 题 设 , 则 有 a = ae,5b= 尼 , c = Ye, 4 = ie, 其 中 ,8,7y,6 均 


na 


为 目 然 数 ， 
从 而 有 
e=av ~ cd 
= ape2 — yée? 
=(ap8 - 76)e’. 
于 是 e 1 e, 由 于 e 是 自然数 , 则 仅 当 e = 1 时 才 有 e*1e. 即 
ab—cd=1. 


1:7 (1)x,y 均 为 整数 ,者 51 (x + 9y), 求 证 51 (8zx + 7y). 
(2)z,y,z 均 为 整数 , 若 11 1 (7x + 2y 一 5z). 求 证 11 | (3x 一 7y 
+ 12z). 
(中 国 北 京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[证 ] (1) 因为 51 (x + 9y), 所 以 
z S|(2r+18y). 
义 (2rxz+18y) + (87r+7y) = 10z + 25y. 
由 于 5 | (10x + 25y), 所 以 
5 1 (8x+7y). 
(2) 因为 4(3x 一 Ty+ 12z) +3(7r +2y— 5z) 
= 33x ~ 22y + 33z 
= 11(3zr — 2y + 3z2). 
因 11111(3x -2y + 3xz), 
又 由 已 知 ll1 | (7x +2y— 5z), 
于 是 11 | (3x — 7y +'12z). 
1.8 ”证 明 对 于 同样 的 整数 xz 和 y,2x + 3y 和 9x +Sy 能 同时 被 
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17 整除 . 
( 甸 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1894 年 ) 


[证 1] 设 表 达 式 2z + 3y 等 于 某 个 整数 ， 


2T7+3y=&k 中 
、 R 一 3 kR—-y | 
这 时 有 T= y+ © 


因此 , 仅 当 和 二 等 于 某 个 整数 时 ,x 才能 是 整数 ,由 他 = ， 


可 得 
y= k-2s. 
册 由 凶 ， 
r=~ y+s= 3s—k. 
因此 , 仅 当 
T=—-k+3s, y=k-2s (3) 
时 ,整数 zx 和 y 才能 满足 等 式 中 ,这 里 * 是 任意 整数 


及 之 , 当 s 取 任意 整数 时 ,由 可 得 整数 x 和 y, 它 们 满足 等 式 @. 


又 设 
9r+Sy= 1, 由 
其 中 /! 为 某 个 给 定 的 整数 ， 
这 时 同样 可 得 
Z 一 St 一 ，y= 一 9L+21， (5) 
其 中 ! 是 任意 整数 . 


若 表达 式 2z + 3y 是 17 的 倍数 ,由 四 和 图 有 
=n+3s, y= 17n 一 25. 


其 中 ; 为 任意 整数 . 
这 时 有 
9xz 二 9Sy 
=0(— 17n +3s)+S(177 — 25) 
=17(— 4n + s), 


于 是 9x + 5y 也 是 17 的 倍数 . 
同样 ,大 9x + 5y 是 17 的 倍数 ,由 外 和 @ 有 
T=t-1im, y= 0+34m, 
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从 而 可 得 


2 十 3y 
数 =2(5t 一 17m) + 3(— 9 + 34m) 
=17(~-++4m), 
于 是 2z + 3y 也 是 17 的 倍数 . 


[证 2] 设 uw=27x+3y,v= 9r+5y. . 
当 x 和 y 是 整数 时 ,ww 和 w 也 是 整数 . 
于 是 3v— Su = 17x. oh 
当 2x + 3y 能 被 17 整除 时 , 即 w 能 被 17 整除 时 ,由 人 @ 式 ,3v 能 被 
17 整除 ,又 由 3 和 17 互 素 , 则 久 能 被 17 整 除 , 即 9x +5y 能 被 17 整 除 . 
当 9x + 5y 能 被 17 整 除 时 , 即 wv 能 被 17 整 除 ,由 多 式 ,5u 能 被 17 
整除 ,又 由 5$ 和 17 互 素 , 则 w 能 被 17 整除 , 即 2x + 3y 能 被 17 整除 . 
1.9 是否 存在 两 个 不 等 于 0 的 整数 a 和 2 ,其 中 之 一 可 被 它们 的 
和 整除 , 另 一 个 可 被 它们 的 差 整 除 ? 
(列宁 客 勒 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 不 存在 这 样 的 两 个 整数 ， 
否则 , 若 存 在 两 个 非 零 整数 a 和 65, 则 在 1at65| 和 1a 一 5 | 中 必 
有 一 个 既 大 于 1 a | 又 大 于 16b1,( 若 a 和 6b 同 号 , 则 la+6b1>lal， 
la+b1>1451, 千 a 和 6b5 异 号 , 则 |a-bi>}jal,la-bl>15b1)， 
这 个 既 大 于 | a |, 又 大 于 1&5 | 的 数 ,不 可 能 是 | a | 的 约 数 ,也 不 可 能 
是 2 的 约 数 .因此 符合 题 意 的 非 零 整 数 a 和 4 不 存在 . 
1.10 & 与 2 为 正 整 数 ,证 明 
(1 一 1)083 一 7 十 天 一 1)*+ (n+ 1)nt-! 
能 被 n” + 1 整除 . 
(保加利亚 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[证 ] 对 & 施 用 数学 归纳 法 . 
(1) 当 & = 工时， 
(04 一 Ti 一 n+m-t+(a+1)， 
=n’— ne+n3+n n+l 
= (n+ 1)(n*—n+1). 
因而 能 被 n”+ 1 整除 . 
(2) 假设 
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n3+1|(nt-1)(n— n+n—1)*+ (nt+t 1)ne*-!, 


那么 对 并 + 工时， 
(4 Dn -nit no et nt 1) nt 
= (nt Dn n+tno lt n+tnm1)+(n+1)nY 7 
= (ns)n3 n+tan tn n+tno1)+ (n+1)n (7 
nn D+ ntijnt ln- (nxt+1l)nt ln -n+n—1) 
= [nt 1023 一 22+7 1)+(a +1)24 (一 十 人 一 |) 二 
(nt 1)ntt-l(nt— n+n -n+1) 


= [(nt4—1)(mn 3 n+n 1)*+(nt+l)nt i] -n+nm1)+ 


(m7 十 1 ) nt i, 
由 归纳 假设 ,第 一 项 能 被 xs + 1 整除 ,而 第 二 项 显然 能 被 "5 + 1 整 和 
除 ,于 是 


深 队 


ns5+1| (nti)n3 on +n ol + (n+ 1)nt tl, 
即 对 有 + 1 命题 成 立 . 
于 是 对 所 有 自然 数 上 ,命题 成 立 . 
1.11 ”证 明 对 每 个 整数 x+，x* + 5x + 16 不 能 被 169 整除 . 
(意大利 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] ”假定 存在 整数 zx, 使 得 
169 | xz + Sx + 16, 

即 169 | (x — 4)* + 13x. 中 

因为 13 | 13z ,所 以 


13 1 (x -4). 
因为 13 是 素数 ,所 以 
13 1 (x — 4), © 
于 是 169 | (x — 4)*. 
由 人 式 有 
169 | 13>， 
从 而 13 | 工 . G) 
@ 篇 刻 盾 . 


1.12 ”一 串 数 1, 4, 7, 10,…,697,700 的 规律 是 :第 一 个 数 是 1， 
以 后 的 每 一 个 数 等 于 它 前 面 的 一 个 数 加 3, 直到 700 为 止 .将 所 有 这 些 
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数 相 乘 , 试 求 所 得 数 的 尾部 零 的 个 数 . (例如 12003000 的 尾部 零 的 个 数 
是 3). 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 首先 , 求 出 积 中 含有 的 因数 5 的 个 数 . 
数组 中 ,10,25,40,55,… ,700 均 含 有 因数 $. 这 一 组 数 共有 
(700 - 10) 1$+1 = 47 个 . 
这 就 是 说 ,每 一 个 数 各 计 一 个 $, 共 47 个 和. 
但 是 ,其 中 ,25,100,175,…,700 还 含有 第 二 个 因数 ,这些 数 计 有 
(700 - 2$) 二 7$+ 1 = 10 个 . 
因此 ,应 该 再 添上 10 个 5. 
类 似 地 ,250,625 还 含有 第 三 个 因数 5,625 还 含有 第 四 个 因数 5. 这 
样 , 积 中 因数 5 的 个 数 为 
47+10+2+1= 60 个 . 
由 于 积 中 因数 2 的 个 数 多 于 60 个 ,所 以 积 中 尾部 连续 有 60 个 零 . 
1.13 ”将 上 自然数 N 接 写 在 每 一 个 自然 数 的 右面 (例如 ,将 2 接 写 
在 35 的 右面 得 3S2) ,如 果 得 到 的 新 数 都 能 被 N 整除 ,那么 N 称 为 魔术 
数 ,在 小 于 130 的 自然 数 中 ,魔术 数 的 个 数 是 多 少 ? 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 】 任 取 自 然 数 已 , 设 N 为 m 位 的 魔术 数 . 
设 N 接 写 在 P 的 右边 的 数 为 PN , 则 
PN = 也.10”+ N. 
由 题 设 , 若 N 是 魔术 数 , 则 
N | BPN, 
于 是 N|P.10”. 
由 于 P 是 任意 自然 数 , 于 是 只 有 
N | 10™. 
当 m = 1 时 ,N = 1,2,5. 
当 ym = 2 时 ,N = 10,20,25,50. 
当 m = 3, 有 8 N < 130 时 , N = 100,125. 
所 以 小 于 130 的 魔术 数 共 有 9 个 . 
1.14 ”者 干 个 整数 的 和 能 被 6 整除 ,证 明 这 些 数 的 立方 和 也 能 被 
6 整除 . 
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(基辅 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[ 解 ] ”首先 证 明 对 任意 整数 a， 
6|1a3—a. 
事实 上 ， 
a—a=(a—- i)a(at+1) 

是 三 个 连续 整数 之 积 ,因此 它 能 被 3! = 6 整除 . 

假设 ci ,a3,…,a, 为 n 个 整数 , 且 

6lalt+ast+ + a,. 
(dt at ta) (a1+ Gr+ +a,) 


一 (ai 一 a1) 十 (a3 和 a2) 十 十 (ay 本 7 ) 


由 61a3 一 ai， i = 1,2,.…,n 
可 得 61l(ait+a3+ +a3)—- (alt+at+ + a,). 
因而 6l1ait+a3+…+a’. 


1.15 基 里 亚 国 和 达 里 亚 国 的 贫 币 单位 分 别 叫 基 涅 尔 和 达 涅 尔 . 
在 基 里 亚 国 中 ,1 基 涅 尔 可 以 兑换 10 达 涅 尔 , 在 达 里 亚 国 中 ,1 达 涅 尔 可 
以 兑换 10 基 涅 尔 ,一 魔术 师 手中 原来 有 1 达 涅 尔 的 钱 ,他 可 以 自由 往来 
于 这 两 个 国家 ,并 可 随意 在 两 国 兑 换 货币 . 

证 明 任 何 时 候 他 手中 的 两 种 钱 的 数目 都 不 相等 . 

(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 用 (a ,2) 表示 魔术 师 手 中 有 钱 a 基 涅 尔 和 6 达 涅 尔 . 

由 题 意 知 ,如 果 魔 术 师 在 一 国内 用 c 个 该 国货 币 兑 换 另 一 国货 币 ， 
那么 他 手中 的 两 国货 币 的 总 数 就 由 a + 5 增加 到 a + 2 + 9c ,两 种 货币 
之 差 就 由 5 一 a 改变 为 5 -atllc. 反 之 ,如 果 他 在 一 国 用 < 个 (c 为 10 


的 倍数 ) 男 一 国货 币 竞 换 该 国货 币 ,那么 他 手中 的 两 国货 币 总 数 就 由 a 


+ 6 减少 为 a + 6- 匠 <, 而 两 种 货币 之 差 就 由 6 - < 改变 为 5 - e+ 二 <- 


因此 , 如 果 磨 术 师 能 够 由 (al,61) 变 为 (a;,b2), 那么 也 可 以 由 
(a> ,6b,) 变 回 为 (ai ,01). 

由 于 开始 时 ,魔术 师 手 中 的 钱 数 为 (0,1) ,如果 要 变 为 (&,k)(k 关 
0) ,那么 其 中 必 有 一 次 为 在 某国 用 该 国货 币 兑换 另 一 国货 

我 们 考察 反 过 来 将 (&,) 变 回 为 (0,1) 的 过 程 ,那么 其 中 至 少 有 一 
次 为 在 某国 用 另 一 国货 币 兑换 该 国货 币 .于 是 ,在 这 种 由 (&,&) 变 回 为 
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9% 灾 溺 


(0,1) 的 过 程 中 ,两 种 货币 之 差 累 计 应 为 


1 il 11 
kk+ (+ TDs + Tousc2 + + Tuc) = 1. 
其 中 a1,a2,…,a 为 0 或 1, 并 且 不 全 为 0. 
从 而 上 式 化 为 


11(+ 10% 1cy + 10% tes + + 10% co) = 10. 
由 于 此 式 右 端 为 正 整数 , 则 此 式 左 端的 括号 内 也 应 为 正 整数 , 记 为 


m1, 即 有 
llm = 10 





但 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 任何 时 候 魔术 师 手 中 的 两 种 货币 都 不 可 能 相等 . 

1.16 设 a1,az,… ,a 是 自然 数 ,它们 的 和 能 被 30 整除 .证 明 

al + a3+ +an 
能 被 30 整除 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 301a? 一 ea. 由 于 
a —a 

= a(a’— 1)(a: + 1) 

= (a~ 1)a(a+1)(a* -4+5) 

= (a—2)(a—-1)a(a+1)(a+2)+5(a— l)a(a + 1). 

a 一 2, 4a 一 1, a, a +1, a+2 是 连续 五 个 整数 ,它们 的 乘积 能 被 
5! = 120 整除 ,因而 能 被 30 整除 . 

a-1l,a,a+1l 是 连续 三 个 整数 ,它们 的 乘积 能 被 3! = 6 整除 , 因 
而 $5(a 一 1)a(a + 1) 能 被 30 整除 . 

于 是 301a -a. 


从 而 30 | ya a) = 3 Sa,. 
;1 ;= i 
又 由 已 知 30 1 yw ,所 以 
i 
30 1 Das. 
;= 1 


1.17 在 小 于 10000 的 奇 自然 数 中 ,是 使 由 w? 的 后 4 个 数码 组 
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成 的 数 大 于 n 的 奇数 多 ,还 是 使 由 2 的 后 4 个 数码 组 成 的 数 小 于 > 
的 奇数 n 多 ? 
(第 55 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 一 样 多 . 
将 小 于 10000 的 奇 自 然 数 n 分 成 若干 组 ,每 组 两 个 数 (mi ,zz), 且 
?1 十 722 = 10000. 
由 于 HI 十 22 | n? + 73. 
所 以 10000 | n? + n3. (1) 
设 元 的 后 4 个 数码 组 成 的 数 mm ，x 的 后 4 个 数码 组 成 的 数 mm，， 
则 由 中 得 
n+ m2 = 10000. 
由 此 可 得 n| > mi 等 价 于 mx， > nn. 
因此 , 题 中 所 述 的 四 位 数 一 样 多 . 
1.18 ”证 明 如 有 果 w 和 "是 整数 ,wx + uv + ww 能 被 9 整除 ,那么 
和 wv 都 能 被 3 整除 . 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[证 ] 已 知 表达 式 可 化 为 
u +uvtv = (uv) + 3uv. 


因为 91 w+ wv + vw，313uv, 于 是 





31(u— v)’. 
从 而 9 | (uv), 3|1u-wvw. 
于 是 9 | 3uv. 
即 3 | uv. 
所 以 wu 和 w 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 . 
设 31&, 则 由 
3|1u—v, 
必 有 3 | wv. 


于 是 x 和 w 都 能 被 3 整除 . 
1"19 假设 oa,p,c,d 是 整数 ,日 数 ac， & + ad ，b4 都 能 被 某 整 
数 整除 .证 明 数 bc 和 ad 也 都 能 被 整除 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1910 年 ) 
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[证 1] 由 ac, bc + ad， Pd 都 能 被 4 整除 , 且 设 w 有 因子 pr(p 为 


素数 ), 则 有 
数 ac = pA, QW 
y bc +ad = pB, © 
bd = p'C. (3) 
其 中 A ,B,C 是 整数 . 
QDx 句 得 


(be)(ad) = p”’AC. 
因此 ,bc 和 ad 的 分 解 式 中 必 有 一 个 p 的 指数 不 小 于 7 ,不 妨 设 bc = 
piD(t 之 rr 了 D 是 整数 ) 
于 是 太 | be. 
再 由 @ 可 得 p” | ad. 
于 是 和 ad 都 能 被 p” 整除 ,从 而 bc 和 cd 都 能 被 x 整除 . 
[证 2] 考虑 到 等 式 
(bc — ad)* = (be + ad)* ~ 4acbd. 
在 等 式 两 边 同 时 除 以 u* 得 
(=ed) -= (td) 4. 下. 妈 ， 
由 于 ac，bd ，be + ad 都 能 被 x 整除 , 则 
= bc + ad CC bd 


都 是 整数 , 即 


bc 一 ad 

! 一 . 

于 是 tf* = ss — 4pg. 
s*—1 = 4pg, 


(s+1)(s—1)= 4pg. | 
由 于 任意 两 个 整数 的 和 与 它们 的 差 具有 相同 的 奇偶 性 , 以 及 由 
4pg 是 偶数 可 知 s + + 与 ;一 1 必 为 偶数 . 
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于 是 





bc s+ ad s—1 


u 2 ” uu 2 
必 为 整数 , 即 & 和 aa 都 能 被 4 整除 . 
1.20 ”假设 a ,b,c,d 是 使 方程 组 


art+by= m, 








cri+dy= nn. 
对 所 有 的 整数 m,n 都 有 整数 解 的 整数 .证 明 这 时 有 
ad — be =+1. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1942 年 ) 
[证 ] 考虑 方程 组 的 系数 行列 式 





首先 证 明 万 和 0. 
如 果 = 0, 由 题 设 ,显然 a,b,c,d 不 可 能 都 等 于 0 ,不 妨 设 a 过 
0, 则 由 


得 £ = 
设 = 一 , 则 有 c=Aa, d= 0. 
代入 方程 组 可 得 n = Am. 
由 此 得 出 , 仅 当 ”= Xm 时 ,方程 组 才 有 整数 解 , 这 与 mm 入 n 为 任 
意 整 数 相 蔬 盾 , 因 此 必 有 DD 关 0. 
这 时 ,对 给 定 的 m 和 nn, 原 方程 组 有 解 
md 一 nb 


| 一 D 3 
Nd Wc 
J» 一 D * 


对 所 有 的 整数 对 (wi ,nn), 它 们 都 应 该 是 整数 . 
特别 地 , 取 = 1,n=0 及 m= 0,n = 1, 可 以 求 得 





二 1 各 


深 碗 
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地 洋 


因此 可 得 
1yY2 VMIX2 一 pp? 一 方 . 
是 整数 ,于 是 万 应 是 1 的 约 数 , 即 仅 当 
D 二 十 1 ， 
即 ad — bc = 土 1 
时 ,方程 组 对 任意 整数 mx 和 都 有 整数 解 


md 一 nb 


二 D 9 
_ 70 — mc 
一 D 。 


1.21 ”儿童 计数 器 的 三 个 档 上 各 有 十 个 算 
珠 (如 图 ). 将 每 档 算 珠 分 为 左右 两 部 分 (不 许 一 
旁 无 珠 ). 现 在 要 左 方 三 档 中 所 表示 的 三 个 珠 数 
的 乘积 等 于 右 方 三 档 中 所 表示 的 三 个 珠 数 的 乘 
积 . 问 有 多 少 种 分 珠 法 . 

(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] (1) 若 三 档 都 平分 为 两 个 5, 是 一 种 合 于 要 求 的 分 法 . 
5S.5.5=5.5.5. 

(2) 大 有 了 两 档 平 分 为 (5,$) , 则 第 三 档 也 必 分 为 (5,$) ,所 以 仍 是 
(1) 种 的 分 法 . 

(3) 符 有 一 档 分 为 (5,5) , 而 另 两 档 不 是 平分 . 设 这 两 档 的 一 方 为 x 
和 s(r 关 5,s 关 5), 则 男 一 方 相应 为 10 -= r，10 - ,这 时 当 - +s = 
10, 即 





r= 10-s,，s 二 10-r 有 时 ， 
便 构 成 合 于 要 求 的 分 法 ,因为 这 时 
Sr.s= 5(10-r)(10- s). 
取 > 的 方法 有 1,2,3,4,6,7,8,9 共 8 种 ,于 是 (r,s) 共 有 8 组 ,每 组 
的 5,，r，s 排 在 一 方 ,所 以 共有 3， 8 = 24 种 分 珠 法 . 
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(4) 下 面 证 明 , 若 分 珠 中 没有 (5,3) , 则 题目 的 要 求 不 可 能 实现 . 
设 从 上 到 下 左边 三 档 珠 数 依次 为 a ,b,c, 依 题 意 得 
abc =(10- a)(10 ~ 5)(10- ce) 
=1000— 100(a + 6+c)+ 10(ab + bc + ca) 一 apc， 
abc =500— SO(a+b+c)+S(abt+ bc + ca). 
由 于 a,6,c €€ 11,2,3,4,5,6,7,8,9| ,以 及 上 式 右 边 的 每 一 项 都 
是 5 的 倍数 ,从 而 a,5,c 三 数 中 至 少 有 一 个 必定 是 $. 因 此 在 分 珠 中 必 
有 (5,5). 
由 以 上 ,符合 要 求 的 分 珠 法 共有 24 + 1 = 25 种 . 
1*22 ”组 六 甲乙 、 丙 三 种 产品 , 需 用 A、B、C 三 种 零件 .每 件 甲 需 
用 A,B 各 2 个 ;每 件 乙 需 用 B,C 各 1 个 ;每 件 丙 需 用 2 个 A 和 和 1 个 C. 和 
用 库存 的 A .B、C 三 种 零件 ,如 组 装 成 p 件 甲 产品 ,gq 件 乙 产品 和 > 件 一 
丙 产 品 , 则 剩 下 2 个 4A 和 1 个 如 ,但 C 恰 好 用 完 . 试 证 无 论 怎样 改变 产 
品 甲 . 乙 、 丙 的 件数 ,也 不 能 把 库存 的 A 、.B、C 三 种 零件 都 恰好 用 完 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 
[证 1] 对 A,B,C 赋值 : 设 零 件 A 为 1 分 ,零件 B 为 2 分 ,零件 
C 为 4 分 . 则 甲乙 、 丙 三 种 产品 每 件 所 需 的 零件 分 数 之 和 都 是 6. 库存 
三 种 零件 的 总 分 数 之 和 应 是 
6(p+g+r)+2+2. 
但 此 数 不 是 6 的 倍数 . 
因此 ,组 装 成 每 件 都 为 6 分 的 产品 ,库存 的 零件 必 有 剩余 . 
[证 2] ”组装 成 p 件 甲 产 品 ,g 件 乙 产 品 ,> 件 两 产品 共和 需 : 
零件 4A: 2p + 2r 件 ， 
零件 B: 2p + g 件 ， 
零件 C: gg+r 件 . 
因此 ,加 上 剩余 零件 后 ,库存 零件 数 为 :A 有 2p + 2r + 2 件 ,B 有 
2p+g+1 件 ,C 有 g+r 件 . 
如 果 甲 乙 . 丙 的 件数 分 别 改变 成 x ,y,z 件 ,于 是 可 得 方程 组 
| 27 + 2z =2p+2r+2, 


小 多 


2r+y=2p+g+l1l， 
y+z=g+r. 
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3 审 注 


解 之 得 x = + 二 ， y 二 g 一 本 ， 之 二 + 本 
产品 的 件数 应 是 非 负 整数 ,但 解 得 的 z,y,z 都 不 是 整数 ,由 此 说 
明 , 若 要 使 x ,y,z 都 取 整 数值 ,就 不 能 把 库存 的 三 种 零件 都 恰好 用 完 . 
1.23 ”在 三 角形 ABC 中 ,AB = 33, AC = 21, 且 BC = m, 这 里 
m 是 一 个 正 整 数 ,如 果 在 AB 上 可 找到 一 点 D, 在 AC 上 可 找到 一 点 EE 
使 得 AD = DE = EC = nn, 这 里 1 为 一 个 正 整 数 . 问 mz 必须 取 什 么 值 ? 
(瑞典 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 在 公 ADE 中 ， 
AD + DE > AE, 
则 n+n>21—n. 
于 是 7<n<21. 
由 于 全 DEA 是 等 腰 三 角形 ,得 出 
AFE 
2 21—n 


n 2n 


在 全 ABC 中 ,用 余弦 定理 
51 一 212+332 -2.21.33. 











cosA = 


21—n 
2n 


由 此 可 得 


m2 = 2223 一 3 7 1 
n 


于 是 ”是 3 . 7.1] 的 约 数 , 且 满 足 7< ”< 21， 
因而 n = 9 或 = 11. 
当 nn = 9 时 ,可 得 
m’ = 606, 
而 606 不 是 完全 平方 数 . 
当 n = 11 时 ,可 得 
M = 900， m = 30. 
1.24 ”证 明 不 存在 有 七 条 楼 的 多 面体 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 
[证 ] 假设 存在 有 7 条 棱 的 多 面体 M. 
首先 ,多 面体 的 各 面 都 是 三 角形 . 
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事实 上 , 若 多 面体 M 的 某 个 面 P 有 和 多 于 3 条 的 边 ,从 面 P 的 每 个 顶 
点 出 发 的 棱 中 至 少 有 一 条 不 是 P 的 边 ,从 而 多 面体 M 的 棱 不 少 于 8 
条 ,与 已 知 多 面体 M 只 有 7 条 棱 相 矛盾 . 

设 多 面体 M 有 /个 面 , 则 它 的 总 楼 数 应 为 半生 条 .于 是 有 等 式 


f=7, 
3f = 14. (DD 
由 于 3 174, 则 @ 式 不 成 立 . 
于 是 不 存在 有 七 条 棱 的 多 面体 . 
1.25 求 最 大 的 正 整 数 ,使 得 n? + 100 能 被 n + 10 整除 . 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 第 
[ 解 ] 我 们 设法 把 mn? + 100 变形 ,使 之 出 现 n + 10, 为 此 和 
n3 + 100 


n3 + 1000 — 900 
(n+ 10)(n* - 10n + 100) - 900. 


上 


上 


于 是 知 n+ 101n +100. 
则 n + 10 1 900. 
由 于 n + 10 < 900. 


因此 ,为 使 最大, 取 n+ 10 = 900, 则 nn = 890. 
1.26 ” 求 & 的 最 大 值 ,使 31! 可 以 表示 为 上 个 连续 正 整 数 之 和 . 
(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 假设 3 表示 成 连续 有 & 个 正 整数 之 和 ; 

3 = (n+t+1)+ (n+2)+ + (n+k). WD 

其 中 为 非 负 整数 ,k 为 正 整数 . 
我 们 求 满 足 @ 式 的 & 的 最 大 值 . 
3 =nk+ K&D ， 


2:31 =2nk + k(k + 1), 
2.31 =k(2n+k+1). 
显然 k<2n+kt+l1. 
要 使 等 式 右 边 较 小 的 因数 k 尽 可 能 地 大 ,又 必须 使 非 负 , 则 最 大 
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的 可 能 是 
k=2.35, 2n+k+1= 3. 
此 时 可 解 得 n = 121. 
因此 有 


Ean 


3 = 122 + 123 + … + 607. 
所 求 的 最 大 的 有 为 2. 3” = 486. 
1.27。 求 最 大 的 正 整数 ,使 不 等 式 信 < 一 2 < 记 对 惟一 的 一 
个 整数 成立. 





(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] ”将 已 知 不 等 式 变形 为 号 > 《> 号 
即 时 < 各 < 
48n < S56k < 49n. 
于 是 问题 转化 为 求 最 大 的 开 区 间 (48n ,49z ) ,使 这 个 区 间 内 仅 含 
一 个 56 的 整 倍数 . 
由 于 区 间 (48n ,49n ) 的 长 度 为 n , 它 含 有 7 一 1 个 整数 ,如 果 n 一 1 
之 2 56, 那 么 区 间 内 必 含 有 至 少 两 个 56 的 整 倍数 ,于 是 有 
nl<2.56 
n 112. 
当 n = 112 时 ,有 
48 .112 = 56 .96 < 56:97 < 56.98 = 49.112. 
其 中 & = 97 是 满足 已 知 不 等 式 的 惟一 整数 . 
因此 ,nn = 112 为 所 求 . 
1.28 已 知 x,y EN, 试 求 最 大 的 y 值 ,使 得 存在 惟一 的 xz 值 , 满 
足下 列 不 等 式 
证 < 二 < 高 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 夏令 营 ,1987 年 ) 
[ 解 1] ， 因 为 zx,y € N, 则 题 设 的 不 等 式 可 化 为 
8z -9y>0， 
7 一 8y<0. 
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9y 8y 
8 <T< 了 


要 使 区 间 ( 至 , 闻 ) 内 存在 惟一 的 整数 x, 其 充 要 条 件 是 
8 8y _ [91,2 
(1) 车 池 € N, 则 字 = | 守 | + 2, 或 者 
8 8y] _ [9y 
(2) 车 二 g N, 则 | 学 |= c |+ 1. 


设 y= 8ttr,tE€EN,r=0,1,2,…,7. 
由 (1) 有 








即 


所 以 t+r= 14. 
为 使 y 最 大 ,我 们 取 > = 0. 

于 是 t=14, y= 112. 
相应 的 x = 127 是 惟一 的 整数 . 


由 (2) 有 
全 可- [rt 


所 以 可 取 最 大 的 :+ r = 13， 
为 使 y 最 大 , 取 r = 0，+: = 13， 
这 时 > 最 大 为 104, 相 应 的 x = 118. 
由 以 上 可 知 ,所 以 y 的 最 大 值 为 112. 
[ 解 2] 原 不 等 式 变 形 为 





7 7 8 
即 <7 < 


63y < 56x < 64y. 
所 以 问题 转化 为 求 最 大 的 开 区 间 (63y,64y) 使 其 仅 包 含 一 个 56 
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的 整 倍数 ,由 于 区 间 长 度 为 y, 所 以 含有 y - 1 个 整数 . 
如 果 y 一 1 实 2:56, 那 么 区 间 内 必 含 有 至 少 2 个 56 的 整 倍数 . 
所 以 y-1<2.56， 即 y 志 112. 

当 y= 112 时 ,有 

63. 112 = 126. 56 < 127. 56 < 128 .56 = 64. 112, 
其 中 zz = 127, 所 以 y = 112 为 所 求 . 

1.29 “ 求 最 大 的 正 整数 & ,使 得 

1991* | 19901991 ”+ 19921991 
(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 首先 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
设 奇 数 a 3, 对 一 切 正 整数 n ,有 


(1+a)” =1+ Sa"!. 中 
其 中 S, 是 整数 ,日 a fS，. 
对 于 n= 1, 有 
(1 十 @)“ 


=1+ Cla + Cla? + + Ca 
=]1+a’(l+ C+ Ca + + a ?). 
由 于 a 是 奇数 ,所 以 a | C2 ,于 是 
a |lCs+Ciat+. + a, 
从 而 atSi=1+C+.…+a. 
因此 ,对 ”= 1,@ 式 成 立 . 
假设 了 9 式 对 自然 数 ”= ko 成立, 则 
(1+a)* 
=[(1 + a) 
=(1+ Si ar1)2. 
二 ] 十 Sa 了 C2S2 a2%t2 十 .十 SE a htD) 
一 上 十 Se nia’?, 
其 中 Si = Sk, + CS 和 ah + ee + 38 ae 人 
由 归纳 假设 a +S ,因而 a Se ri- 
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从 而 式 对 nn = ko+ 1 成 了 并. 
即 对 一 切 自 然 数 n ,中 式 成 立 . 
类 似 地 ,可 以 证 明 : 
设 奇数 5b 衬 3, 则 对 一 切 正 整 数 ,有 
(5 -1)” =-1+ TT,0"!, 四 
其 中 TT, 是 整数 ,日 5 7. 
利用 由 ,GO 可 知 , 存 在 整数 S 和 了 ,使 得 
1991 fS ,1991 +T,， 
且 1990!991” + 19921991” 
= 下 .199185 + S. 1991'%! 
= 1991!991( 人 下 .19912 + S) 
由 此 ,所 求 的 最 大 的 有 = 1991. 
1.30 “” 求 最 大 自然 数 zx, 使 得 对 每 一 个 自然 数 y>，z 能 整除 
7 + l2y—1. 
(“友谊 标 ” 国际 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 当 y= 1 时 ,7Y + 12y 一 1 = 18, 因 此 
之 | 18. 
从 而 Tr 18. 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 
18177+ 12y—1. 
当 y = 1 时 ,显然 . 
车 y= 时 ,18 | 7*+12k 一 1. 
若 y= 有 &+Ll 时 ， 
7*+l+12(k+1)-1 
=7 .7 +7.128-7-6.128+18 
=7(7* + 12k — 1)—72k+18. 


由 归纳 假设 
18 1 7* + 12k—1, 
又 18 |— 72k + 18. 
于 是 18 174 + 12(k+1)-1. 
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即 y = + 1 时 命题 成 立 . 

从 而 对 所 有 的 自然 数 y， 18 177 + 12y 一 1. 

于 是 最 大 的 自然 数 zx = 18. 

1.31 ” 求 最 大 的 自然 数 , 使 得 3 整除 2 ”+ 1, 其 中 m 为 任意 自 
: (“友谊 杯 ” 国际 数学 竞赛 ,1992 年 ) 

[ 解 ] m= 1 时 ,2 +1= 9. 

由 319 可 知 所 2. 

下 面 证 明 对 任意 正 整数 mm ， 


32123 +1. 
事实 上 23 +1 
=(23)” +1 
=(- 1)» +1 
=0 (mod 9). 
所 以 9123 +1. 


从 而 上 的 最 大 值 为 2. 
1.32 ” 试 找 出 最 小 的 正 整 数 ” ,使 它 的 立方 的 末 三 位 数字 是 888. 
(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 如 果 一 个 正 整 数 的 立方 以 8 结尾 ,那么 这 个 数 本 身 必 以 2 
结尾 , 即 它 可 以 写成 
n 二 10k + 2 (上 为 非 负 整数 ) 


的 形式 ,于 是 
n3 = (10k + 2)3 


=1000& + 600k’* + 120k + 8. 
其 中 120 决定 了 nn 的 十 位 数码 . 
由 于 要 求 n° 的 十 位 数码 是 8, 则 12& 的 个 位 数 应 是 8 , 即 友 的 个 位 
是 4 或 9, 因 此 可 设 
k= 5m +4 (m 为 非 负 整数 ). 
这 时 mn? = [10(Sm + 4)+ 23 
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= 1250007zz3 + 315000m? + 264600n: + 74088. 
为 使 n3 的 百 位 数字 是 8, 必须 使 2646m 的 个 位 是 8, 最 小 的 
m 二 3. 
这 时 k= 5m+4= 19， 
n = 10&+2 = 192. 
可 以 求 出 n? = 7077888, 其 末 三 位 是 888. 
因此 所 求 的 最 小 的 n 为 192. 


[ 解 2] ”由 题 意 有 
1000 | n? — 888. 
所 以 1000 | n? + 112 — 1000, 
1000 | n3 + 112. 第 
所 以 是 偶数 , 设 n = 2k, 则 
1000 18&3 + 112 = 8(k? + 14). 
这 就 需要 125 | &3 + 14. | 


首先 必须 5 1 &” + 14, 因 此 上 的 个 位 数字 是 6 或 1. 
于 是 可 设 &= 5m + 1 (mm 为 非 负 整数 ) 
R33+14=(5m+1)+14 
=125m? + 75m* + 15m + 15 
=5(25m’? + 15m’* + 3n + 3). 
为 使 ”125 | &” + 14, 只 须 
25 | 15m* + 3n1 + 3. 
从 而 15m* + 3m + 3 的 个 位 是 0 或 5, 由 于 
lSm + 3m+3= 3m(S5m+1)+3. 
m(5m + 11) 一定 为 偶数 ,所 以 3m(5m + 1) 的 个 位 数 一 定 为 2. 
从 而 wn1(5m + 1) 的 个 位 一 定 是 4, 此 时 m 的 个 位 一 定 是 4 或 9. 
为 此 设 mm = 5t + 4,(i 为 非 负 整数 ). 
lS5m*: + 3m+3 
=15(5t +4) + 3(5t + 4)+3 
=15.251*+40.15:+16.15+15:+15 
=15.251*+24.25t:+15:+15.17 
为 使 25 | 15m* + 3m + 3, 只 须 
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23 11Sz + 13 .17， 


即 S13t +51. 
数 取 最 小 的 1 = 3. 
于 是 m= St+4=19, k= Sm+1 = 9%. 
从 而 n = 2k = 192. 


1.33 ” 求 使 2* + 1 能 被 3 整除 的 一 切 自 然 数 4. 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1898 年 ) 
[ 解 ] 由 2” 一 (1)”= 3[2” 一 2”?+… + (1)*!]. 
为 方便 计 , 记 2” -222++(-1) = A, 则 A 是 整数 ,于 是 
2"7—(—1)"= 3A. 
2*+1=3A+t+1+(— 1)". 
因此 , 当 生 仅 当 ”是 奇数 时 ， 
312”"+1. 
1:34 设 al = 1, as =3, 且 对 所 有 的 正 整数 ，， 
Qn42 = (+3)al=--(a+2)a，. 
求 所 有 使 a, 可 被 11 整除 的 n 的 值 . 
(第 7 届 书 尔 于 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 : z 
at2 = (n+ 3)arr — (n+ 2)a,, 
Ani2 一 Catl >= (n+ 2)(art1 — an). 
记 bitl 二 Qn41 一 44; 则 有 
bt = (n+ 1)b,. 


由 此 易 得 b, = nl!. 
从 而 nl! 一 Ch Un-ls 
(na 一 1)1=ao-l 一 Con-2， 


21 一 aa 一 Ql1. 
诸 式 相 加 ,再 利用 ac = 1 可 得 
an 二 11+21i+.…+nl. 
通过 计算 可 得 
a4=1+21+3!1+4! = 33. 
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所 以 11 | a4. 
ag = 1+2!+3!+:…+8! = 46233. 
所 以 11 1 asg. : 
又 nn 宇 10 时 ， 
a =ag+ (91 + 101)+ 11!1+ 12!+*…+n! 
=ag+ 91 .11+11!+121t+…+nl. 

所 以 ll 1a, (n 之 10). 

于 是 , 当 n = 4,n=8,n 之 10 时 ,11 | a,. 

1.35 如 果 a <65<c<a<e 是 连续 的 正 整数 ,b+c+4d 是 完 
全 平方 数 ,a + b+ c+ d +e 是 完全 立方 数 ,那么 c 的 最 小 值 是 多 少 ? 

(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因为 a,5,c,d,e 是 连续 的 正 整 数 , 所 以 有 
bi+cti+d = 3c, 
at+bi+ct+dadti+e= Sc, 

由 于 + c+4q 是 完全 平方 数 ,a + b+c +d +e 是 完全 立方 数 , 所 

以 可 设 
3c = mr”, QQ) 
Sc = 73. OD) 

由 四 得 31m， 进而 31c. 

由 四 得 51n， 进而 5 1c. 

再 由 四 得 3 入 1c. 

于 是 25 .27 |. 

又 c 之 23.27 = 675. 

因此 c 的 最 小 值 是 675. 

1.36 ”公共 汽车 票 的 号 码 是 六 位 数 , 如 果 号 码 的 前 三 位 数码 之 和 
等 于 后 三 位 数码 之 和 , 则 称 有 这 个 号 码 的 票 是 “幸运 ”的 .证 明 所 有 幸 
运 票 的 号 码 之 和 能 被 13 整除 . 

(第 5 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] ”如果 某 个 幸运 票 的 号 码 为 A, 由 于 A 是 一 个 六 位 号 码 ,由 
题 设 , 则 

A = 999999 - A 
也 是 位 运 票 的 号 但 . 
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印 


从 而 
则 
即 


于 是 A+A’ = 999999 = 13 .37. 999. 

即 131A+A- 

于 是 所 有 幸运 票 的 号 码 之 和 能 被 13 整除 . 

1.37 ”证 明 对 所 有 的 正 整数 ,分 数 忆 十 汪 一 不 可 约 . 


(第 1 届 墨 西 哥 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[证 |] 设 (n? 十 天 一 工 ， n*+2n) = da, 则 


din*+n-1, CT+272. 
于 是 d | (n+2n)-—-(n*+n— 1), 
Gd | 7 十 二 
进而 d | (n + 1)”, 
dln?+2n+1, 
di (n+2nt+1)- (n+2n), 
a | 1. 
于 是 d=1, (n+n-l,n +2n)=1. 


因此 ， 分 数 生 二 2 一 1 2 不 可 约 . 


1.38 个 扣 不 相等 的 自然 数 4 a.… 
1 


: N) ,求证 二 + 工 +…+ 工 一 2.5 
dl 2 Un 


,an 都 能 整除 10*(k € 


(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 


[证 ] 因为 a, | 10£*, i = 1,2,.…,n. 
则 ai = 2395 (下 5i ENUI 


1 1 1 1 
CE 


式 中 互 不 相同 的 某 一 项 .所 以 
工 工 1 
ul 2 n 


0})). 
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1.39 ”十进制 纯 循环 小 数 是 指 小 数 0.ala>…ai， 站 
始 出 现 重 复 的 上 个 数字 . 例如 :0.243243243… = 议 . 混 循 环 小 数 


0.651…bwal…ai ,是 指 最 终 出 现 循环 ,但 不 能 化 为 一 个 纯 循 环 小 数 , 例 

1 第 
88- 一 
如 果 一 个 混 循环 小 数 表 为 既 约 分 数 也 ,求证 分 母 g 必 可 被 2 或 5 | 基 
整除 ,或 同时 被 它们 整除 ， 


如 0.011363636.… = 


(第 17 届 美国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] ”把 混 循 环 小 数 
0.b1 bb, aa, (ni 2 1,b, A ar) 





化 成 分 数 得 
pp (104 1)6b,, 十 CQ 
q (10* = 1). 10 
上 式 又 可 改写 为 
2- 10%p1. bn 二 (ai bn) 
10 '(10* 一 7 . 
此 式 右边 的 分 母 中 含有 因数 10, 但 在 分 子 中 ,由 于 a 关 5 , 则 
10 tal ap — bil":b,,. 
所 以 分 子 不 能 被 10 整除 . 


因此 分 子 p 中 不 能 同时 含有 因数 2 及 因数 5. 

如 采 分 子 中 不 含 因数 2 也 不 含 因数 5. 那么 10 1 g, 即 分 母 同 时 被 2 
和 5 整除 ;如 果 分 子 中 含有 因数 2, 则 必 有 51g ,如果 分 子 中 含有 因数 5， 
则 必 有 2 | gq ,此 时 分 母 g 必 可 被 2 或 5 整除 . 

1.40 已 知 一 个 62 位 数 可 被 7 整除 , 现 将 它 的 末 位 数字 移 到 开 
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头 , 证 明 所 得 到 的 数 能 被 7 整除 . 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 ] 设 原 来 的 数 A = 1l0a + 5. 
则 将 它 的 末 位 数字 移 到 开头 得 到 的 数 为 
B= 10% b+a. 


因为 10B— A = (10° ~ 1)6. 
由 于 ”10%" ~-1= (10)* 一 1 = 999999M .其 中 M 是 整数 . 
且 7 | 999999， 
- 则 7110B - A. 
又 因为 714, 则 7110B. 


由 于 (7,10) = 1, 则 71B. 

1.41 zx,y,z 是 两 两 不 相等 的 整数 .证 明 (xz 一 y)”+ (y 一 xz)”+ 
(zx) 能 被 5(y - z)(z 一 +)(x 一 y) 整除. 

(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 z+-y= wu,y-xz= wv, 则 
ZzZ—Xx=—(u+ wv). 
(ut vu = + Sulv + 10u3v + 10u2v3 4+ Suvt + wv 
从 而 
号 一 (十 区 入 
三 一 Sam(z + 2uv + uv + v3) 
=— Suv[(u? + v3)+2uv(u + v)] 
=— Suv(u + v)(u + uv + vw), 
于 是 有 
(rz—- y+(y- xz) +(x) 

= 0 
= 5(r—- yy—-z)(z—- rx)(r + y+ -XxXy— WW — zx). 

因而 (x 一 y+(y--z)3+(z 一 +) 能 被 5(x - y)(y— z)(z— 
ZX) 整除 . 

1.42 。 证明 对 任意 整数 %， 蕊 + 分 + 3 是 整数 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 


3 


; A 
[证 ] 设 N= + 了 本 + 


iy 


本 
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N= n(n 1)(n 4) Sn A | + 三 
= m+ 2 Dunt+ Dts n= Datnt 
由 于 n 一 2，n 一 1]，nn， +1 和 7+2 是 五 个 连续 整数 , 必 有 
1 一 2)(2 ~ ln(n+1)(n+2 
一 个 能 被 5 整除 ,因此 亿 二 2)( 二 at 二 (二 2 是 整数 
又 由 于 nn 一 1,n 和 nn +1 是 三 个 连续 整数 ,所 以 , 必 有 一 个 能 被 3 整 
(n—-lDn(n+l 
除 ,因此 人 二 也 (二 十 也 是 整数 


于 是 ,对 任意 整数 ”， 


1 3 7n 
N=- s+3+15 
是 整数 . 
1.43 ”证 明 如 果 xz,y,z 是 不 同 的 整数 ,而 n 是 非 负 整数 ,那么 
x + ad 


(x ~ y)(xr— 2z) ‘(yzx)(y-z2) (zx)(z-y) 
是 整数 . 
( 氏 牙 利 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 1] 已 知 的 表达 式 可 化 为 


-二 1” + = 
(rz—-y)(r-z) (y-r)(y-z) (z~ 7x)(z—y) 
TY Yt 四 
(x 一 y)ZC 一 zi 一 二 ) 
当 nn = 0 时 ,9 式 的 分 子 变 为 0, 因 而 是 整数 . 
当 n 是 自然 数 时 ,由 于 
TT- y=-(y~2z)—-(z— Zz), 
则 QD 式 的 分 子 化 为 
(Tz — (yz)+ (yy — x)(z— rt). © 
当 nn = 1 时 ,名 式 变 为 0, 因 而 是 整数 . 
当 交 关 2 时 , 则 @ 式 化 为 
(x — 2)(y— Zz)+ (yy — 2 )(z— 7) 
= (x zy— zz) + xr ++ re + el yl 
yz _ Ze _ zx 
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一 (x 2)(y _ z)(x y)[ (x 十 3 十 …, 十 ry 十 yy ) 
十 xz( 3 十 …: 十 yy) 十 十 z+ 2]. 
” 笋 从 而 只 式 的 分 子 与 分 母 中 的 (x 一 z)(y 一 z)(x 一 y) 可 以 约 去 ,QD 


中 式 成 为 整 系数 多 项 式 .于 是 当 n 之 2 时 , 原 式 为 整数 


由 以 上 ,对 非 负 整数 ”, 原 式 为 整数 . 
[证 2] 设 
已 (zyyyz) 


2 
(Ty)r-z) (y-x)(y-z) (z~- x)(z—y) 
我 们 只 要 证 明 P, (x,y,z) 对 非 负 整数 ”是 整 系数 多 项 式 即 可 . 

对 n 施用 数学 归纳 法 ， 

当 nn = 0 时 ,Po(x,y,zx) = 0, 结 论 是 正确 的 . 

假设 ”= 时 ,Pi(x,y,z) 是 关于 x,y,z 的 整 系数 多 项 式 . 则 
Peitzy yz) — zPi(x,y,z) 


lk 四 +1 一 之 
(xz-y)(r-z) (y-r)(y-— 2z) 
_ -yy 

= 


= A y+ pl 
于 是 有 
PCzyyyz) = zP(xr,y,z) + (x il+ Ty 十 … 十 1). 

因此 Piri(x,y,z) 是 整 系数 多 项 式 . 

从 而 对 非 负 整数 wx， P,(x,y,z) 是 整 系数 多 项 式 ,因而 对 整数 
zyyz， P,(xz,y,z) 是 整数 . 

1:44 设 m 和 是 自然 数 .证 明 如 果 对 于 某 些 非 负 整数 ki,k,, 
hs 数 241 + 242 +… 十 2 能 被 2” -1 整除 ,那么 % 之 mm. : 

(第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 ] 我们 从 能 被 2”- 工整 除 的 , 形 如 24 + 22 + … + 25 的 数 
中 选取 有 最 小 的 的 那些 数 .再 从 所 得 的 数 中 选取 1 ++… + 最 
小 的 一 个 数 , 上 | ,k;,… ,上 ,两 两 不 等 . 

如 果实 mm 不成立, 即 坟 之 滩 , 则 k; 夺 mm-l1. 

2 和 + 2 和 二 2 2 + 2 +2 
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=2” 一 2 
<2”—1. 
此 时 24 + 242 二，… + 24%, 不 能 被 2” -1 整除 ,出 现 矛 盾 . 
因此 ?7 之 六 ， 
1.45 (1) 设 a,m,n, 是 自然 数 ，a > 1. 证 明 如 果 om + 1 能 被 
a” + 1 整除 ,那么 mm 能 被 整除 . (2) 设 a,b,m,n 是 上 自然数, 同时 a 和 
6 互 素 , 且 a > 1. 证 明 如 果 a”+ 6b” 能 被 a” + ww" 整除 ,那么 mm 能 被 7 
整除 . 
(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 注意 到 (1) 是 (2) 的 特例 , 即 (2) 中 6 = 1 的 情形 ,所 以 我 们 


只 证 明 (2). 
命题 一 : 阁 a”+bla+t+B,Ca,b)=1, 则 a”+ 6 | at "be ". 
命题 二 :车 a”+ ba-b,(a,b)=1, 则 a"+b”|ar ”+b ”. 和 


这 两 个 命题 容易 由 (a ,5b5) = 1 以 及 下 面 的 两 个 恒等式 得 到 . 
a* 十 pe 一 CQk ma 十 b") b"(at™” tn), 
at pb/ 一 a "(a” 十 b”) Beat 十 br ). 

设 m= ng+r, 0 之 r<n. 


则 由 命题 一 ,二 可 知 

a"+o" ia’ tt{(— 1)%". QD) 
这 是 因为 > 可 以 从 nm 减 去 ng 得 到 . 
由 于 0la +(- 1)%’ <a"+b, 


因此 要 满足 式 , 必 须 = 0 及 og 是 奇数 . 

这 就 得 到 = ng,; 妈 nn|m. 

1.46 ”把 整数 从 0 到 1985 按 递增 顺序 写成 一 行 ,然后 把 每 对 相 邻 
数 之 和 写成 新 的 第 二 行 , 再 把 第 二 行 中 每 对 相 邻 数 之 和 写成 第 三 行 , 依 
此 类 推 ,直到 只 剩 一 个 数 不 再 产生 新 的 行为 止 .证 明 此 数 能 被 1985 整 

(第 11 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 】 由 于 从 0 到 1985 按 递增 顺序 写成 一 行 构成 等 差 数列 ,我 们 
可 以 证 明 ,如 果 第 ” 行 是 等 差 数列 ,那么 第 zx +2 行 也 是 等 差 数 列 , 这 可 
由 题目 中 对 各 行 数 定义 直接 得 出 . 
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考察 上 述 的 第 ” 行 ,第 ”+ 1 行 和 第 ”+ 2 行 : 


才 a atd a+2d at3d a+4d 
NN 
类 2a+d 2a+3d 2a +5d 2at7d 


AA、 人/ 


4(atd) 4(at+2d) 4(a+8d) 


可 以 发 现 , 除 首尾 两 项 外 ,其 余 各 项 第 n + 2 行 都 比 第 行 元 素 扩 
大 了 4 售 . 

由 以 上 还 可 知 第 2 行 包含 1985 个 数 ,其 公差 是 2, 即 

1,， 3, 5, *…,， 3967, 3969. 

它 的 中 间 项 即 第 993 项 是 1985. : 

第 4 行 也 是 等 差 数列 , 它 有 1983 个 数 ,其 公差 是 8, 即 

12,20,28,… 
它 的 中 间 项 即 第 992 项 是 4. 1985. z 
”由 此 类 推 可 得 最 后 一 行 即 第 1986 行 恰 为 1985 的 倍数 , 即 为 


4 3 .1985 = 21984 . 1985. 


1-47 设 x*-x+a 能 整除 z+ z+ 90, 试 确定 正 整 数 a 的 
值 . 
(第 24 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 令 x*+x+90= (rx -x+a)g(x), 其 中 a 为 整数 ， 
g(x) 是 整 系数 多 项 式 . 
令 工 = 一 1,0,1, 则 
(a +2)g(-1) = 88, 
je = 90， 
ag(1) = 92. 
由 @ ,人 )， 


的 提 日 


‘alg(1) - g(0)] = 2， 
于 是 a | 2. 
因此 a 二 1 或 2. 
但 当 a = 1 时 ,由 全 得 
3g(— 1) = 88. 
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这 是 不 可 能 的 . 


故 只 能 有 a = 2. 
当 a = 2 时 ,有 


T+rx+90= (x -r+2)(rll+rit or 3r mr +5r + 
7z5 -3z4-17z — 1ix’ +23r +45). 
1.48 有 和 多少 个 实数 a ,使 得 x* + ax + 6a = 0 只 有 整数 解 . 
(第 9 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 方 程 x*+ ar+6a =0 有 整数 解 xr,n(m 声 nn), 则 有 


m+n 二 一 a， 

mn = 0a . 
于 是 有 —6(m+n)= man. 
印 (m +6)(n +6) = 36. 
因为 36=1.36=2.18=3.12=4.9=6.6. 章 


深 潍 


所 以 满足 x 过 nn 的 解 (m,n) 有 
(- 42, —7),(—24, -8),(- 18, ~ 9),(— 15, — 10)， 
(— 12, — 12),(— 5,30),(— 4,12),(— 3,6),(— 2,3),(0,0). 
对 应 的 a =- (m + n) 的 值 为 
49, 32, 27, 25, 24,—25,—8,—3,—1,， 0. 
共 10 个 . 
1.49 ” 试 找 出 这 样 的 a 值 ,它们 使 得 方程 xz? -ax + 9a = 0 的 根 
是 整数 . 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 Xx1,X2 是 方程 
zar+9a=0 
的 整数 根 ,于 是 由 韦 达 定理 得 
XI+ XxX =a, 
XIX) = 9a. 
于 是 Ziz2 = 9(x1 + x2). 
XiX2 9X1 9xr2 + 81 =.81, 
(x1 -Or -9)= 81. 
注意 到 ,对 81 有 如 下 6 种 形式 的 因数 分 解 
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81=1:.81=(-1).(-81)=3.27 
= (-3).(-27)=9.:9=(-9).:.(-9). 
因而 可 知 
a= rxi+x= (xl 一 9)+(zr 一 9)+18 
可 得 下 面 6 个 数 
+82+18， +30+18， 土 18+18. 
即 a = 100, -64，48, -12，36， 0. 
于 是 当 a 取 上 述 6 个 整数 值 时 ,已 知 方程 有 整数 根 . 
1.50 & 是 什么 整数 时 ,方程 
(k*— 1)zx*—6(3k—-1)r+72=0 
有 两 个 不 相等 的 正 整 数 根 . 
(中 国 青海 省 西宁 市 初中 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 于 已 知 方程 和 两 个 不 相等 的 正 整 数 根 , 则 
k* -1 关 0， 上 关 + 1. 
A = 6(3k 1) -4.72(k*—1)= [6(k — 3)]. 
由 求 根 公 式 得 


本 


Kan 


_ 6(3k -1)+6(k- 3) 
2(& — 1) ’ 


__12 __6_ 
+ 


车 使 zi ,xz 均 为 正 整数 , 则 + 1 是 12 的 正 约 数 , 且 k& 有 一 1 是 6 的 
正 约 数 , 即 





k+1= 1,2,3,4,6,12， 
k—-1= 1,2,3,6. 
所 以 k=2, 3. 
当 = 3 时 ,x| = x = 3, 是 二 相等 正 整数 根 . 
因此 , 当 = 2 时 ,zl = 4， x2 = 6 符合 本 题 要 求 . 
1*51 在 测验 练习 中 ,对 左 端 为 具有 整 系数 的 zx 的 10 次 多 项 式 和 
右 端 为 0 的 方程 ,一 位 学 生 写 出 的 解 为 x = 李 . 他 的 邻 座 看 了 一 下 他 的 
练习 本 ,只 看 到 多 项 式 的 前 两 项 :1975xr 和 1974xz? ,立刻 说 答案 不 正 
确 . 为 什么 他 这 样 说 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
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[ 解 ] ”由 题 设 ,10 次 方程 为 
1975SzH + 1974z? + agzs+…+azr+ao= 0, 


其 中 ag ,a7,…, ao 均 为 整数 . 
车 x = 术 是 方程 的 根 , 则 有 


1975 高 +1974* 油 +ae* 高 +…+al* 子 +a0 一 0 
即 1975+7 .1974 =- (asg 7 + 十 ao 7"). 
1975 + 7.1974 =-72(ag+a 7+…+ao 7). 
由 于 72 +1975 + 7 . 1974, 


7 Fag+tar7T+ + ao* 7). 
于 是 上 面 的 等 式 不 成 立 , 即 x = 让 不 是 原 方程 的 根 ， 


所 以 = 二 不 正确 ， 


1:52 设 PUz)= ak +ag ie + 十 CIT 二 ao0 式 中 各 系 
数 ai(i 一 0,1,2,.…,k) 都 是 整数 . 今 设 有 四 个 不 同 整 数 A] 4 
使 P(x)(i = 1,2,3,4) 都 等 于 2, 试 证 明 对 于 任何 整数 zx， P(x) 决 
不 等 于 1,3,5,7,9 中 的 任何 一 个 . 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] 由 题 设 ,xj,x2,7x3,zx4 是 P(x) 一 2 的 四 个 不 同 的 根 ,因此 ， 

P(x) -2= (x -r(x rr X37 — x4) Q(X). 

其 中 Q(x) 为 一 整 系数 多 项 式 或 为 一 整数 . 

无 论 x 等 于 什么 整数 , 则 x 一 Xl， XT 一 X22， 一 X73， 一 XX4， 
Q(z) 都 是 整数 , 旦 由 于 zj,zz,z3,z4 是 四 个 不 同 整 数 , 则 zx - zi， Tx 
— X22; XT XT AX4 也 不 相等 . 

车 P(x) 等 于 1,3,5,7,9 中 的 任何 一 个 , 则 

P(x) -2=—1,1,3,5,7. 
中 的 任何 一 个 . 

但 -1，1，3，5，7 中 任何 一 个 都 不 能 分 解 为 四 个 不 同 因数 
的 乘积 .所 以 P(x) 不 可 能 等 于 1,3,5,7,9 中 的 任何 一 个 . 

1.53 ”证 明 如 果 当 自 变 数 x 取 任 意 整数 值 时 ,二 次 三 项 式 az” + 
bx + c 总 取 整 数值 ,那么 2a ,a + 5 及 c 都 是 整数 ,并 且 反 过 来 也 正确 . 
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3 机 油 


(波兰 数学 竞赛 ,1956 年 ) 

[证 ] “ 当 >~ 取 整数 时 ,ar2 + br +c 取 整数 . 

记 f(x) = ar + br +c, 于 是 f(0) = c 是 整数 . 

f(1) = a+ b+c 是 整数 ,又 因为 c 是 整数 ,所 以 f(1) 一 f(0)= a 
+ 5 是 整数 . 

又 ”2a = f(2) -2(a+6b) 一 c, 由 f(2),a +6 及 c 是 整数 , 则 2a 
也 是 整数 . 

反 过 来 , 当 2a， a +b 及 c 是 整数 时 ， 


:art+artbrti+c 


ar“ + bric= ar 
二 ar(rt-1)+(at+b)xr+i+e 


=24 :ED + (atb)rte 


由 于 zz 和 xz -1 必 为 一 奇数 一 偶数 ,所 以 下 太一 是 整数 ,于 是 当 


zx 是 整数 时 ,ax* + bx + c 总 取 整 数值 . 

1.54 已 知 对 于 任何 整数 z, 三 项 式 az + br +c 的 值 都 是 整数 ， 
试问 : 

(1) 是 否 在 系数 ac ,b,c 中 至 少 有 一 个 是 整数 ? 

(2) 是 否 ae ,6,c 都 一 定 是 整数 . 

(乌克兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 已 知 ,对 任何 整数 z, 均 有 
az2+pr+cEZ. 
特别 地 , 取 = 0, 则 c E Z. 
即 在 系数 a,5,c 中 至 少 有 一 个 是 整数 


(2) 由 于 对 任何 整数 x, 乘 积 z(z+1) 是 偶数 ,于 是 zz 1) 一 定 


为 整数 ,从 而 三 项 式 


zx? 十 方 x 十 但 
对 任何 整数 x ,都 是 整数 . 
即 a ,b,c 不 一 定 都 是 整数 . 
1.55 ”证 明 如 果 当 z 取 三 个 不 同 的 整数 值 时 ,关于 变量 x 的 整 系 
数 多 项 式 的 值 的 绝对 值 都 是 1 ,那么 这 个 多 项 式 没 有 整数 根 . 
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(波兰 数学 竞赛 ,1967 年 ) 
[证 ] 设 f(x) 是 整 系数 多 项 式 ,并 是 
{fla) [=| f(6) 1=1 fl(e)1= 1, 人 
这 里 ,0,c 是 三 个 不 相等 的 整数 . 
假定 多 项 式 有 整数 根 zo, 那 么 对 任何 x 


f(z) = (x — xo)p(r), © 
这 里 g(x) 是 整 系数 多 项 式 . 
由 全,@O 可 知 


(aa 一 rojelay1=1e 一 zolloc) 1 = 上 
因为 | pla) | 是 整数 ,所 以 | a - ro1 是 正 整数 ,并 且 1a - zol1 是 
1 的 约 数 ,所 以 
|ea 一 .zol = 上. 
同 理 可 证 12- .rol=1，hHc 一 zl1=1. 
由 于 1 只 有 两 个 约 数 + 1 和 ~ 1 ,所 以 三 个 数 ae 一 xo，b xo， 
c ~ 2z0 中 必 有 两 个 相等 ,从 而 a,b 和 c 中 也 必 有 两 个 相等 ,这 与 题 设 的 
cap，c 都 互 不 相等 相 了 矛盾 . 
因此 , f(x) 不 可 能 有 整数 根 . 
1:56 当 x =-1，x=0，xz=1，Xx = 2 时 ,多 项 式 
P(x)=ar +br +crt+a 
取 整 数值 .求证 对 于 所 有 的 整数 xz ,这 个 多 项 式 取 整数 值 . 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 考虑 恒等式 
P(z)= ar3+prz+czr 二 + 过 


(rz—- Dr(xr+1) 一 
= 66a: 和 +126 TE D+ (atbte)rtd. 


由 于 P(0) = 4，P(1)==a+t+b+c+4d 是 整数 , 则 4 是 整数 ,a 
二 上 十 Cc 是 整数 . 

P(-1)=20-(a+po+c)+d 是 整数 . 则 26 是 整数 . 

P(2) = 6a +26+2(at+b5b+c)+4d 是 整数 . 则 6a 是 整数 . 

又 因为 全 一 上 (二 中， Zz 一 都 是 整数 ,于 是 


一 -一 _ _ 
P(x) = 64a: (<— Lzx(z+D zer tl +26° TE D(at+b+or+a 
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对 任意 的 整数 x ,都 是 整数 . 
1.57 ”证 明 不 存在 整数 a ,b,c ,4d ,使 得 表达 式 
ar 二 br 二 cr 十 地， 
当 .r = 19 时 ,信和 为 1, 当 x = 62 时 , 值 为 2. 
(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 P(z) = ari+ bxr*+crtad. 
若 存 在 满足 题目 要 求 的 整数 a ,b,c,d, 则 


3 不 浴 


P(19)=a.19+6b.19+c.19+d=1, OQ) 
P(62)= av. 623+0.62:+c 62+w = 2. OD) 
中 -得 


a(623 - 193) + 0(62 — 19%) + ce(62— 19)=1, 

Bp 43[a(62* + 62 .19+19)+8(62+ 19) +c] = 1. 

此 式 的 左边 是 43 的 倍数 ,显然 不 能 等 于 1. 

因而 满足 题目 要 求 的 整数 a ,6,c,d 不 存在 . 

1.58 ”求证 任何 整 系数 多 项 式 P(x) 都 不 能 同时 满足 下 述 二 等 
式 : P(7) = 5, P(15) = 9. 

(前 苏联 大 学 生 数 学 竞赛 ,1976 年 ) 
[证 】 设 P(xr)= Qt + QT | +…+az+eao 其 中 cai， 


…, a, 都 是 整数 . 若 
P(7) = 3$，P(I5) = 9 中 
则 an Ta 7 二 二 al 7+a 二 3， 
ar lS" +aiv 1 + 二 al 15+ao=9. 
二 式 相 减 得 


an(15* — 7") + a 151 71) + + a(15 -7)=4. 

由 于 IS—-7=8115—7, k= 1,2,.…,n. 
则 上 式 左边 能 被 8 整除 ,而 右边 等 于 4 不 能 被 8 整除 .因而 中 式 二 式 不 
能 同时 满足 . 

1.:59 (1) f(x) 是 一 元 四 次 整 系数 多 项 式 , 即 

f(x) = caxt + C33 十 Co 并 ”十 Cl 十 cn0， 

其 中 coyclycayc3,c4 均 为 整数 ,求证 < ,5 为 整数 , 旦 wa > 5, 则 a 一 5b 能 
整除 f(a) - f(65). 

(2) 甲乙 二 人 在 教室 里 做 作业 。 
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甲 问 乙 :你 做 完了 几 道 题 ? 
乙 回答 说 :我 做 完 的 题目 数 是 一 个 正 整 数 , 而 且 是 一 个 一 元 四 次 
整 系数 多 项 式 的 根 , 你 猜 一 猜 ?” 
于 是 , 甲 试 着 用 7 代 人 多 项 式 ,得 值 77, 这 时 乙 说 :我 做 的 题目 数 
比 7 多 .” 
甲 说 :好 ,我 再 用 大 一 点 的 整数 试 一 试 .” 于 是 甲 又 用 B 代 人 多 项 
式 , 其 值 为 85. 
乙 看 了 又 说 :“ 我 做 的 题目 比 B 还 多 . 后 来 甲 经 过 思考 和 计算 , 终 
于 求 出 了 乙 做 的 题目 数 . 
试 根 据 对 话 , 求 乙 完成 的 题目 数 . 
(中 国 河北 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] (1)f(a)— f(65) 
= (caat+ca3a s+ ca + erat+co) — (cabt + eb + co0? 章 
+ cib + co) 
= ca(at—b)+cea -bh)+ce(a—- b)+c(a—-b). 
因为 a-bla-， kkEN, 则 
a-blfla)- f(6). 
(2) 设 乙 所 说 的 一 元 四 次 整 系数 多 项 式 为 F(z), 乙 做 的 题目 数 为 


浅 聘 


依 题 意 有 
f(7)=77, f(B)= 85, f(A)=0. 
且 7<B<A. 
利用 (1) 的 结果 有 


A-71fA)- f(7)=-77, WD 
A-BI/f(A)- f/f(B)=- 85. 
B-71fB)- 7) = 8. (3 

由 名 知 A-7= 1,7,11,77. 

从 而 A=8, 14, 18, 84. 

由 他) 知 B-7=1, 2, 4, 8&8. 

从 而 B= 8,9,11,15. 

考虑 A,B 不 同 取 值 的 组 合 , 仅 当 A = 14,B = 9 时 ,满足 

A-B|- 85. 
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所 以 A = 14, 即 乙 做 了 14 道 题 . 
1:60 设 a,b,c,qd 为 不 同 整 数 ,使 得 
(rtr—-a)(x—-b)(r-c)(r—-d)-4=0 
有 一 个 整数 根 > ,证明 4r =a+b+ctd. 
(第 7 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1947 年 ) 
[证 ] 因为 是 方程 的 整数 根 , 故 
(r—-a)(r—-b)(r~c)(r-d)=4. 
因为 a,5,c,d 是 四 个 不 同 的 整数 ,所 以 ra，rr~b，r-c， 
r 4d 也 是 四 个 不 同 的 整数 , 且 它 们 又 是 4 的 四 个 不 同 的 约 数 . 
4 个 不 同 约 数 的 乘积 为 4 的 约 数 集合 只 有 
上 ,一 1，2,， -21 
因而 (r-a)+(r-6b)+(r-c)+(r-d) 
=1-1+2~2=0, 
即 4r=at+p+c+id. 
1.61 已 知 有 整 系数 al,a,,…,a, 的 多 项 式 
f(r)= +t ar + a + +a r+a, 
又 已 知 存在 四 个 不 同 的 整数 a ,5 ,c,d ,使 得 
fla) = f(6) = Fc) = f(d) = 5, 
证 明 没 有 整数 ,使 得 f(k) = 8. 


i 


(第 2 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1970 年 ) 
[证 ] 因为 x+ = a,b,c,d 时, 均 有 f(x) = 5, 所 以 多 项 式 f(x) 


一 5 有 四 个 整数 根 a ,b,c,d. 
于 是 ,对 所 有 实数 x ,有 
f(z) -SS=(r-a)(r- br -ce)(r -dQ(r). 
其 中 Q(z) = x 4+ bz 二 十 让 县 站, 4 为 整数 . 
假设 存在 整数 ,使 FE) = 8, 则 有 
FRR)-S= (k~a)(k—b)(k-c)(k— dQ(k). 
即 (khk—a)lk— pb)(k -ck ~- dQ) = 3. 
由 于 a,6b,c,d 互 不 相同 , 则 ~a，k 上 -5b5，k 上 kk-c，k-d 是 3 
的 四 个 不 同 约 数 ,而 3 的 四 个 不 同 约 数 为 + 1, - 1, + 3, - 3, 于 是 有 
(+ 1)(— 1D)(+3)(- 3)Q(k) = 3. 
9Q(k) = 3. 
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由 于 Q(&) 是 整数 ,这 是 不 可 能 的 . 

所 以 不 存在 整数 上 ,使 FAR) = 8. 

1.62  P(z) 为 整 系数 多 项 式 .求证 如 果 Q(x) = P(x)+12 至 少 
有 六 个 不 同 的 整数 根 , 则 P(z) 无 整数 根 . 

(奥地利 一 波兰 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 Q(x) 有 六 个 不 同 的 整数 根 al ,a;,,… ,as, 则 

P(xz) 一 (x 一 ai)(x 一 C2)》 (人 一 C6)QI(Cz) — 12, 
其 中 Qi(z) 为 整 系数 多 项 式 . 
假设 P(x) 有 整数 根 x , 则 
(ma)(m—- a) (mm -ad)Qi(m) -12=0. 
其 中 Qi(m ) 为 整数 .从 而 有 
12= (一 am 一 az — a6)QIi(m) 
由 a1,a2,… ,a6 是 互 不 相同 的 整数 , 则 x 一 al, mm 一 a2，…， 1m 一 
as 互 不 相等 .注意 到 同一 绝对 值 的 数 至 多 有 2 个 .因此 有 
12 宇 lI m -alllm-al…|m-agel 
宇 17 » 22 , 37 
= 36. 

出 现 蔬 盾 . 

于 是 P(x) 无 整数 根 . 

1.63 已 知 多 项 式 f(x) = aox”"+alr 1+ 十 a,-1X++ a 中， 
系数 ao,al,… ,a, 篆 为 整数 ,并 且 f(2) 和 f(3) 能 被 6 整除 .求证 /(5) 
也 能 被 6 整除 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] f(2) = 6C0 2 十 al 22 十 二 Qi “2 二 Cn (1) 

f(3) = a0:37+ar: 3 t+ +a,1*3+ a,: 节 
因为 ”61 f(2), 则 2 1 f(2). 


于 是 ,由 中 式 2 1 cv: 
又 因为 61 f(3), 则 3 | f(3). 
于 是 ,由 @ 式 31 a,. 


由 于 (2,3) = 1, 则 ”61a,. 
f(5) = ao0(2+ 3)” + al(2+3)” I + + a2(2+3)+a,1(2 
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9 由 六 


+ 3)+a,+ a,— Qan. 
按 二 项 式 定理 展开 ,并 由 外. 包 有 
f(5) = F(2)+ 3) -at+ao(Cl22 1 .3+C727 7 .3+ 
CD 34 C23 
+ C32 372) + + a,_ C12 .3. 
于 是 f(5) 能 被 6 整除 . 
1.64 ”已 知 对 任何 整数 月 关 27, 数 a 一 k" 都 能 被 27 -整除 . 
试 求 a. 
(第 27 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 记 27-& 有 = mr, 则 k= 27 一 mm. 





2 — 1964 
27— 上 上 
a — (27 — xm ) i%4 
人 
- “二 思 一 十 Clo6s271%3 C3?oc 4271962 7 十 .一 万 1963. 
由 于 上 式 中 从 第 二 项 起 都 是 整数 , 因此 必须 对 任何 整数 bi， 
71964 
4 二 “一 都 是 整数 
因此 a = 271201 


1.65 ”a,b 及 nn 是 固定 的 自然 数 , 且 对 任何 自然 数 k(k 关 5),a 一 

k" 能 被 b 一 上 整除 .证 明 a = pb". 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] ”由 恒等式 
k”— b= (k— bk I+k" “b+.+ bob"!) 

可 得 k-blk"—b". 

由 已 知 k-blk"—a, 
于 是 有 

k-b|l(k”— 06)—-(k"—a). 

即 k—-bla-b”. 

由 于 & 是 不 等 于 4 的 任意 自然 数 , 则 有 & -4 为 任意 不 等 于 零 的 整 
数 , 为 使 a - b” 是 任意 不 为 零 的 整数 的 倍数 , 仅 当 a 6" = 0.， 

即 ae = br. 
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1.66 ” 设 六 为 大 于 2 的 正 奇数 , 求 使 258 整除 me” - 1 的 最 小 目 
然 数 7. _ 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 记 n 为 n = 2’;g, 其 中 为 奇数 , 则 

17” 一] 
一 77724 一 ] 
一 (m2 )4 —1] 
一 (m2 一 1)[ Cm? ye 十 (m2 )9-2 十 二 712 + ] 

.= (zj — 1)A. 

其 中 A 为 奇数 ,于 是 和 
21989 | p17 — 1€ 208 | m2 —1. 一 

因此 可 设 4 = 2 

(1) 若 正 奇数 = 2*p + 1, 其 中 p 为 奇数 ,kk > 1. 

我 们 用 数学 归纳 法 证明 :对 所 有 自然 数 ; 

2:+k | m2 一 1, 但 2+*+! tm? — 1. 


深 吹 


m2:—1=(2tp+1) -1 
= 2*p7 + 2*+1y, 
=2*tt1( 2 1 pe 十 户 ) . 
所 以 Dtl 1 pn 1 2£1? tm 一 工 
假设 = 上 时， 
24+1 | m2 一 1， 2*+i+! tm? 一 1. 
则 =z+l 时 ， 
m2 — 1 =(m? )? —1 


= (m2 一 DD) (Cm + 1). 


由 于 mm + 1 为 偶数 , 则 2 | m2 +1,22 tm? +1. 
于 是 


ttl 十 | 
Dtitl pn? 一 1，2402 fm 一 1 
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于 是 对 所 有 上 自然数 ;， 


Dts | pm 一 1,24+s+1 Yo ~ 1. 


雪 
论 (2) 车 正 奇数 m = 2 她 - 1, 其 中 p 为 奇数 & > 1. 
卷 同样 可 以 证 明 ,对 所 有 上 自然 数 *， 
D+k p22 _ 1 ， Dtk+l Fr -1. 
于 是 由 21989 | 2 — 1 
可 得 1989 之 s+ 此， 
: 5 之 1989 -上 
即 & 及 1989 时 ,最 小 的 指数 ， = 21%89~*. 
k > 1989 时 ， n=20=1. 


1*67 ”证 明 大 于 (W3 + 1)* 的 下 一 个 整数 能 被 2"! 整除 . 
(第 6 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 , 1946 年 ) 
[证 ] 我 们 首先 证 明 , 大 于 (V3 + 1)*” 的 下 一 个 整数 是 
(1+V3)22 + (一 VY3)27. 
事实 上 ,由 二 项 式 定理 ,对 每 个 正 整数 ,都 有 整数 4, 和 B, ,使 得 
(1 +Y3)” = A, + B,y3, 


(1 ~—Y3)*”* = A, — B, v3 


成 立 . 

从 而 (1 +Y3)2* + (1 — v3) = 2A, 
是 整数 . 

由 于 I11~y31<1. 

则 0< (1-3)22 < 1 


于 是 (1+Y3)*”+ (1 一 V3)* 是 大 于 (1 +YV3)* 的 下 一 个 整数 . 
于 是 问题 变 为 证 明 2A, 能 被 2*+! 整除 , 即 变 为 证 明 A, 能 被 2" 整 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ,对 所 有 的 正 整数 nx， A, 和 B, 都 能 被 2” 
当 n = 1 时 ,(1 +Y3)?=4+2Y3, 即 Al =4， BI = 2 能 被 2( 整 
假设 命题 对 n = & 时 成 立 , 即 
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24 | At, 2*1B,. 
Apri + BY3 = (1 + V3)2 + 
= (1 +Y3)*(1 + V3)* 
= (4+2Y3)(A, + By3) 
= (4A; + 6B,) + (2A, + 4B; ) v3. 
所 议 Ai = 4A, +6B;, B11 = 24A + 4B,. 
于 是 2 | Ajpyi, 24 | Bori. 
从 而 命题 对 = 上 + 1 成立. 
由 以 上 , 均 有 2”1A,，2”1B,,， neEnN. 
从 而 2"+1 | 2A, = (1+V3)22 + (1 — V3)". 
1.68 ”求证 是 正 整 数 时 ,大 于 (3 + V5)*” 的 最 小 整数 能 被 22+1 和 
整除 . 
(中 国 江苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[证 ] 设 x=3+vS ww =3-vy5. 则 ,oo 是 二 次 方程 
zx2-6z+4=0 的 两 个 根 . 
令 了 = uw + vw. 


开演 


由 u =6u—-4, v=6v-4. 
可 得 Wu” 一 6u”! _ 422 2 ， 

ww 一 6w-! 4 2. 
于 是 T, = 6T,.1 -4T,2, n= 2,3," 
从 而 工 , 是 整数 . 


由 于 0 过 3--Y5 过 1, 则 
0< (3 -V5)"” < |. 
于 是 工 = (3+Y5)"+(3~Y5)” 是 大 于 (3+V5)" 的 最 小 整 


由 此 ,命题 转化 为 证 明 2”*! | T,,. 
Tz, = (3 +Y5)" + (3- V5) 

= (14+6V5)" + (14 - 6V5)” 

= 2"[(7+3V5)” + (7— 3Y5)"]. 
于 是 2” | 了，. 
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Ton41 一 (3 二 VS)2zn+l 十 (3 一 VS)2n+l 
= 2"{(3 +Y5){(7 + 3Y5)” + (3 —Y5)(7— 3v5)”]. 


和 所 以 2* | Tour. D 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 2"*! | T，， 
当 n = 0 时 ， 


T, = 2,20+L = 2, 
所 以 201 | 了 .0. 
即 = 0 时 ,2"*! | Ta 成立. 
假设 n = 上 时 ,有 2*+! | Ty, 那么 n = 有 +1 时， 
Tacg+1) = OF2r+tt 一 4 了 了 
= 606 了 一 4 了 1) 一 4 了 
= 327 2 一 24 了 1， 
由 四 ,2 1T21 及 2 | Tyy. 


从 而 2 | 24T2 244 | 32T,,. 
妈 2 | Taper): 

从 而 对 nn =k+1，2"11 | 古 ,, 成 立 . 

本 题 得 证 . 


1.69 设 mm 是 一 个 奇 自然 数 , 且 m 不 能 被 3 整除 .证 明 4”- (2 
+ VY2)” 的 整数 部 分 可 被 112 整除 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] ”由 二 项 式 定理 可 知 (2 + Y2)”+ (2 - Y2)” 是 整数 . 
从 而 4” 一 (2+Y2)”* = M+ (2 -V2)”, 
其 中 m 是 整数 . 
又 因为 0< (2 二 vV2)”< 1， 
记 了 =[4”- (2+V2)7”], 即 了 是 42 - (2+V2)2 的 整数 部 分 ， 
则 
T= 472 一 2+Vy2) 上 (2 一 V2)2 
因为 112 = 16 7, 我 们 先 证 明 16 1 工 
当 m = 工时 ， 
1 = 4” = |(2+V2)” + (2 ~ V2)"| 
= 4~- (2+V2)— (2 -2) 
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=0 


汪 0 (mod 16) 
当 m 实 2 时 ,由 m 是 奇数 ,是 mm 不 能 被 3 整除, 则 xx 衬 5. 
于 是 4”*" 汪 0 (mod 16) 


(2 + 2)” 十 (2 — V2)™ 
一 2.27m 二 2。 C2 2™2(/2)? 十 2 。 C4,2™-4(Y2) 十 .…. 


三 0 (mod 16) 

所 以 [ 志 0 (mod 16). 

于 是 16 | 工 

直面 再 证 7 1 了 . 

因为 m 是 一 个 不 能 被 3 整除 的 奇 自然 数 , 所 以 m = 6&+1 或 

Gk+S. 和 
若 ?77 一 0&R 十 上 . 


因为 4 二 1] (mod 7). 

(2+V2)6=26+23(15.22+1S$.2+1)+23V2(6.22+20.2+6) 
=1+7(ae+pvV2) (a,b € 2). 

(2-V2)6=1+7(a-pv2) (a,b € 72). 

”所 以 

[= 4 ~ |(2 + V2)(2 + V3) + (2 — V2)(2 V2) 

二 4 12+Vv2)[1+7(c+dyv2)]+(2-V2)[1+7(c - dv2)]) 

二 4 一 4 (c,d € 2). 


浠 的 


0 (mod 7). 
所 以 m= 6k+1 时 ，71|I. 
着 m= 6k+5. 


1 = 4%' 5 — |(2 +Y2)5(2 + V2)* + (2 — V2)5(2 ~ V2) 
=4- 2+Y2)-I[1+7(c+dV2)+(2-vV2)-IT1+7(c 
dvV2)] 
二 2 
二 0 (mod7)7， 
所 以 m= 6k+5 时 ，711. 
于 是 对 不 能 被 3 整除 的 奇 自然 数 mm， 7 | 本 . 
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又 因为 (7,16) = 1, 所 以 11211. 
1.70 ”一 个 整数 数列 定义 如 下 : 
ago=0，ail=1，aw=2a +a > (nm > 1). 
证 明 当 且 仅 当 2* | nn 时 ， 2* | a,. 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 
[证 1] 由 初始 条 件 


Sw 


ag = 0,， ai=1 
及 递 推 关 系 
dy = 2a, +a > (n> 1) 
不 难 推出 通 项 公式 
,2 LU+Y2)" -2)" 
” 2V2 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 本 题 . 


(1)k= 1 时 , 设 21n, 即 n=2:1, :EN. 


2 +2 ~ 1 2) 
有 2V5 


_ (3+2Y2)’ ~ (3 一 2Y2) 
2V2 


= 方 [CH 25 + C373(23) + …] 


=CI31 .2+ C3 .24 + C53 27 +: 
显然 2 | az,. 
又 a; = 2al1+ ao 二 2, 则 4+a;, 妇 2* + 4a;. 
于 是 , 当 且 仅 当 2 | nn 时 .2 | a,. 
(2) 假设 n = 24m(k > 1,m 是 奇数 ) 时 ,结论 成 立 , 即 
2 ja, 有 BB2*+!+ a,. 
我 们 证 明 当 nn = 2*? mw 时 ，2*1t1 a, 且 24?2+a,. 


= (1 + YD) (1 -3)2 
n 2 V5 


_ [(1 + V3)2™ ? _ [4 fm | 
2V2 
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_ [(1 + V3)2 _ (1 - 2"] 
2V2 


.Er (1- V2) ™”] 
由 归纳 假设 
| LV) (1 2) 
2V2 
4 AL+YD) "(1 
2k+! + 7 万 . 
下 面 考察 
(1 +V2)2* + (0 V3)2™. 
为 方便 计 , 令 1 = 2*m, 则 
M.= (1 +V2): + (1 -2): 
= 2(1 + C22 + C422 + …), 


于 是 z 21M. 
又 1 + C22 + C422 + … 是 奇数 ， 
所 以 22 + AI. 


因此 2411a， 且 2*1? fa,. 

于 是 对 n = 2**!m ,结论 成 立 ， 

因此 对 所 有 的 自然 数 & ,结论 成 立 . 

Bh 2* | n€2* 1 a,. 

[证 2] 由 于 

(1 +V2)" = A, +Y2B,, A,, B,€N. 
则 (1 -V2)" = A, -v2B,. 


由 证 1 (1 + VY2)" - (1 -v2)" 


4 7 万 ， 
则 a, = B,. 
Dx 名 得 A -2B2 = (- 1)". 
于 是 ,A, 恒 为 奇数 . 
当 7 为 奇数 时 ,2B2 = A%+1 三 2 (mod 4). 
所 以 B, 是 奇数 . 
设 = 2*(21 + 1). 
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我 们 证 明 2 | B,， 县 2 了 吾 . 
当 & = 0 时 ,nn 为 奇数 ,上 面 已 证 明 B, 是 奇数 ,此 时 结论 成 立 . 


数 假设 结论 对 上 成 立 , 则 由 于 
y (1 + V2)% = (A, +V25) = A,, + V2B,,, 
所 以 B, = 2A,B,. 
由 于 4, 是 奇数 ， 2* | B, 且 2**+!1 +4 B,， 
则 24 | B,, ,BH 2*1* +B,,. 
于 是 结论 对 上 + 1 成立 . 
从 而 对 一 切 & E NN， 


2* a, 且 24 fa 


1.71 证 明 所 有 形 如 一 的 数 之 和 不 是 整数 ,其 中 m,n 是 自然 
数 , 且 1 和 所 到 乏 迄 1986. 
(第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] ”在 集合 M = 11,2,…,1985,1986} 中 ,能 被 3 整除 的 数 只 
有 两 个 : 729 = 3 ， 1458 = 2 . 36. 
辽 去 这 卫 个 数 ， AM 中 的 其 余 1984 个 数 均 不 能 被 3 整除 . 


设 所 有 形 如 -一 - 的 数 之 和 (m,n E 11,2,…19861) 为 S, 则 


| | 
S = a1 7 + 729. 1458- 


其 中 心 不 能 被 3 整除 ,因而 





由 于 分 子 不 能 被 3 整除 ,所 以 S 不 是 整数 . 
1:72 ”证 明 存 在 能 被 5 整除 且 在 其 中 不 包含 数字 0 的 数 . 
(第 1 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 首先 注意 到 5% 的 个 位 数 不 是 0, 而 是 5. 

假设 5 中 从 个 位 数 起 第 位 是 0, 而 从 个 位 起 到 第 一 1 位 各 位 
数字 都 不 是 0. 

考察 S1000 。 10*-i 与 S1000 的 和 . 

这 个 数 的 第 上 位 已 不 是 0, 并 且 从 个 位 数 起 到 第 点 位 的 各 位 数码 都 
不 是 0, 又 有 
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S1000 | S1000 » 10*-1 十 S1000 


重复 这 个 过 程 , 可 以 得 到 后 1000 个 数码 都 不 等 于 0 的 数 .我 们 留 下 
这 1000 个 数码 ,去 掉 其 余 所 有 的 数码 ,这 样 得 到 的 数 显然 能 被 So 整 
除 ,这 个 数 即 符合 要 求 . 
1.73 ”证 明 当 且 仅 当 m - ”可 被 也 整除 时 4 - 4" 可 被 34+1 整 
除 . 试 对 (1)k = 1,2,3; (2) 任何 自然 数 & 讨 论 问题 ,其 中 和 EN 
EN 且 > 7 
(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 


[证 ] ”首先 证 明 43“ - 1 恰 能 够 被 34+1 整除 ,其 中 和 a 是 自然 
数 , 且 3+ eae. 

我 们 用 数学 归纳 法 . 

(1)k=1 时 ,4°**-1=64*-1= 63(64"!1+.…+64+1). 

由 于 64" -+…+64+1=a 天 0 (mod3), 则 43 -1L 恰 能 被 
9 一 31+1 整除 . 

k=2 时 ,4 -1=(42 -1)[(4)s + 十 和 +1]. 

由 于 4 -1=643-1=63(642+64+1), 则 4? -1 恰 能 被 27 
二 32+1 整除 . 

k=3 时 ,4 一 1= (4 1)[(4")" + +4”+1]. 

由 于 4 一 1= (4 -1)[(4)*+4 +1], 

而 4” 1 恰 能 被 3 整除 ,(43)* + 4 ”+1 恰 能 被 3 整除 , 则 42 一 1 
恰 能 被 81 = 3311 整除 . 

(2) 假设 2" 1 恰 能 被 31! 整除 , 则 

43 a |- (43 “3 _] 
=(43° -1)[(43°)? + 4 +1]. 

由 归纳 假设 知 (43“)? + 43 + 1 恰 能 被 3 整除 ,所 以 ”43 "。-1 恰 
能 被 34+! .3 = 3%**+0+! 整除 . 

于 是 对 有 + 1 命题 成 立 . 

由 于 4” 一 4” = 4”(4”* 一 1), 则 由 上 面 的 结论 , 当 且 仪 当 mm 一 
能 被 3* 整除 时 ,4” - 42 能 被 34+1 整除 . 

1.74 设 fx) = aoz+at 1! 十 … 十 a, 是 一 个 n 次 多 项 式 ， 
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且 ao+a+…+a= 0. 


证 明 fx) 必 能 被 


雪 +i i+…+xrxti+l 
#| 整除 . 
(中 国安 徽 省 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 因为 ao + al+…+a=0. 
所 以 有 


f(z) = (aom +at + 十 an) 一 (ao+al+ + a) 
= ao(z -1)+az -1)+-.…+ai(rx—1) 
= (x 1)aox 十 十 之 十 1)+al(ze +…+x 
+ 1) + 十 ax-1] 
fr) = (zt 一 1)[ao(z2 + 十 达 十 1) 二 十 ai] 
由 于 x 一 1= (rl)(xi+Ai+.+r+1). 
所 以 ” f(x") 能 被 + !1+… 二 +1 整 除 . 
1*75 ”证 明 对 任意 的 自然 数 ”, 数 4, = 5* + 2.3*-!+1 能 被 8 
整除 . 
(多 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1912 年 ) 
[证 1] 用 数学 归纳 法 . : 
(1) 当 n= 1 时 ， Al = 51+2.311+1= 8 能 被 8 整除 . 
(2) 假设 A = 5* + 2. 3*-!1+ 1 能 被 8 整除 . 
下 面 我 们 证 明 A ,| 能 被 8 整除 . 
Arrl = S51+2.3+1 
= $5.5+3.2.3!+l 
=5.5+5.2.31l+5-2.2.3:-1—4 
= 5S(5*+2.3 1l+1)—4(3!+1) 
由 归纳 假设 ,8 | 5* + 2 . 3*-1+1， 
又 对 于 自然 数 上 ,2 | 34-1 + 1, 所 以 


8 | 4(3*71 + 1). 
因而 8 1 Aryl. 
综合 (1) ,(2) ,对 任意 的 自然 数 ,总 有 

81A,. 
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[证 2] 当 为 奇数 时 ， 
A, = (5"+3")— (3"!— 1). 
由 于 5”+3”= (3+3)(3 1! 5" 3+ +3") 
= 8(5”"!— 5" ?3+ +3"). 
则 815”+3". 
又 n 一 1 为 偶数 , 设 n 一 1 = 2m, 则 
3 1=3"-1=9"-1= (8+1)”-1= 8M. 
其 中 M 是 整数 , 则 8 1 3”! 一 1. 
于 是 8 1 A,. 
当 n 为 偶数 时 ,n 一 1 为 奇数 ， 
A, = 5(5” 1! +3”) — (3*—1). 
设 n = 2m, 则 
37-1=3”—-1= (8+1)”-1=8M, 
其 中 M 为 整数 ,从 而 8 1 3” 一 1. 
又 815S" 1+32 ,所 以 
8 | A,. 
于 是 对 任意 自然 数 ， 8 | 4A,. 
1.76 ”证 明 对 每 个 自然 数 n， 1 +22 + 二 不 能 被 ?2 
+ 2 整除 . 
(第 21 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 当 % = 1 时 ,3+1'%7=1. 
当 n 实 2 时 , 设 a, = 11987 + 21987 十 … 十 71987 . 则 
2a， 一 11987 十 21987 十 .十 nn 1987 十 11987 十 十 213287 十 11587 
一 2+ (nt + 2987) +[(n — 1)!987 + 31987] + 十 (71987 
+ 21%87). 
由 于 对 每 一 个 有 = 2,3,*… 
n+2| ki + (n+2— k)7. 
于 是 2a, 生 2 (mod n + 2). 
所 以 a, 不 能 被 n + 2 整除 . 
1.77 证 明 11%33 + 219%83 + … + 19831983 能 够 被 1+2+3+… 
+ 1983 整除 . 
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(第 46 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] ”可 以 证 明 一 般 的 结论 : 
S=1”+2”+ 十 mn” (nn 为 奇数 ) 
能 够 被 1+2+…+n = + 整除 ， 


因为 n 是 奇数 , 则 
nilk"+(n~k)”, k=1,2,.…,n-1. 


a 


于 是 有 / 
2S= [1*+(n -1)”l+[2*+(n -2)"]+.…+[(n -1)”+1"] 
+ 2n”, 
即 2S 能 被 ”整除 ， 
同 理 
2S = [12+7x2 jj+[22+(z 一 1)2 + +[ Ca 一 1)72 +22| + 人 [me 
十 12]， 


即 2S 能 被 n + 1 整除 ， 
因为 n 和 nn + 1 互 素 ,所 以 2S 能 被 n(n + 1) 整除 . 


又 因为 n(n + 1) 是 偶数 , 则 S 能 被 Ra 二) 整除 ， 

特别 地 ,对 ”= 1983 也 成 立 . 

1.78 “” 试 证 2 的 每 个 正 整 数 寡 都 有 一 个 倍数 ,使 其 数字 (在 十 进 

” 制 中 ) 均 不 为 0. 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1990 年 ) 

[证 1] 首先 约定 ,所 谓 某 数 的 第 ! 位 数字 一 律 指 从 右 向 左 数 得 
的 第 / 个 数码 . 

对 任何 RE N， 令 NI = 24. 

由 5+2* 知 ,Ni 的 个 位 数码 不 为 0, 即 第 1 位 数码 不 为 0. 

大 Ni 的 各 位 数码 都 不 为 0, 则 本 题 得 证 . 

右 不 然 , 设 Ni 的 前 m -1 位 数码 均 不 为 0, 而 第 mx 位 数码 为 0(m 
宇 2), 今 

N, = (1 + 10™7)2* = (1 + 10771)N,. 

则 Na 的 前 m 位 数码 均 不 为 0. 如 果 需 要 ,再 对 N; 进行 类 似 地 处 

理 , 每 一 次 至 少 增加 一 个 非 零 数 码 , 故 经 过 有 限 次 后 , 定 能 得 到 一 个 数 
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N,, 它 的 前 位 数码 均 不 为 0, 且 2 | N,. 

不 妨 设 N. 有 ga > 位 数码 ,并 把 N, 写作 

N = 了 104 + 了 7， 

这 里 7 为 一 个 位 数码 的 自然 数 . 

因为 24 | N,, 2* | 104， 

所 以 2* | n, 且 nn 的 各 位 数码 不 为 0. 

这 时 n 即 为 所 求 . 

[证 2] 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 命题 : 

对 任意 EN ,存在 仅 含 1 和 2 的 一 个， 位 数 mm ,使 得 2* | nm,. 

显然 这 是 比 本 题 更 强 的 结论 . 

(1) 当 =1 时 ， 取 m! = 2 即 可 . 第 

(2) 假设 & = t 时 ,命题 成 立 , 即 存在 zz 为 仅 含 数码 1 和 2 的 z 上 位 _ 
数 , 目 2! | xm,. 

设 m, = 2'g, 这 里 9 为 正 整 数 . 

考察 下 面 的 两 个 数 

712 十 10 = 2'(g + 5), 
m:+2.:10= 2(g+2.57). 

当 9 为 奇数 时 ， 221 1 mm, + 107， 

当 g 为 偶数 时 ， 2 | p+ 2.107. 

取 其 中 能 被 2 整除 的 数 为 mm,, ,注意 到 @ 和 @ 中 的 数 分 别 相 
当 于 在 m, 的 前 面 添加 1 和 2, 因 此 m+ 仍 为 仅 含 1 和 2 的 1+ 1 位 数 ， 
且 27 | my. 

所 以 命题 对 & = 1 + 1 成立. 

综 上 所 述 , 对 所 有 上 E N ,命题 成 立 , 从 而 原 题 成 立 、 

1.79 ”决定 所 有 正 整 数 对 (m,n), 使 得 

1 十 x + 二 
能 被 1+z+xz+…+z2 整 除 . 
(第 6 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


[ 解 ] 由 于 1 二 rx" 十 ron 十 …… 十 人 一 2 一 
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多 项 式 十 x” 二 7 十 十 2 能 被 1 ++ 文 二 了 2 十 十 整除 


就 等 价 于 
数 . zentbr 1 rl . 
TT i UW 
者 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 
对 于 所 有 的 正 整 数 mx 和 nn, 都 有 
at 一 上 | 交合 ~ ]， 
rm™ lr "tr 一 1 


因此 ,为 使 中 是 整 系数 多 项 式 ,只 要 zz 和 -1 和 x"-1 没 x 一 
1 以 外 的 公 因 式 就 可 以 .事实 上 ,如 果 刀 人 -1 和 习 -1 有 有 过- 工 以 外 


的 公 因 式 , 则 z-1=0 和 巡 -1=0 有 除 1 以 外 的 公共 根 ,但 
m+l)rn _ _ 
zw+Dn -1 = 0 无 重 根 , 故 (一 1(zx 一 上 不 是 整 系数 多 项 式 . 
(zz 一 zz” 一) 


故 满足 题目 要 求 的 充分 必要 条 件 是 m+ 1 与 n 互 素 . 
1.80 ”在 正 整数 集 上 定义 一 个 隙 数 f(n) 如 下 : 当 为 偶数 时 


fl(n) = 了 ;7 为 奇数 时 了 (nn) ~ n+3. 
(1) 证 明 对 任何 一 个 正 整 数 mx， ,数列 


a0 = m, al= flao), …., dn 一 flan-1), 
中 总 有 一 项 为 1 或 3. 
(2) 在 全 部 正 整数 中 ,哪些 m 使 上 述 数 列 必 然 出 现 3? 哪 些 m 使 上 
述 数 列 必然 出 现 1? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] (1) 若 数列 中 的 某 一 项 ak > 3, 则 QA+1 或 ak+2 肯 小 于 ax 
这 是 因为 , 当 oa 为 偶数 时 ， 


at+l = ae) = 2 < Qk， 
当 ax 为 奇数 时 ， ajp41 = f(ar) = a + 3 为 偶数 ， 


a (au) ae+3 
ai2 = f(ag+1) = 0 = 一 5 < ak: 


不 妨 设 Uk+] < dk. 
若 仍 有 CA+1 > 3， 同 理 ， Uk+2 或 Qk+3 必 小 于 C++ ,如 此 继续 下 去 . 
由 于 we 是 有 限 的 ,所 以 必 有 某 个 at 委 3. 
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- 再 注意 到 Uk+l 是 正 整数 ,所 以 必 有 
Ar+] 一 1]， 2 或 3. 
铬 akl = 1 或 3, 则 结论 已 得 证 . 
在 aiti = 2, 则 ap;2 = (Cai = 全 = 1 ,结论 亦 得 证 . 
(2) 若 ao = m 是 3 的 倍数 , 设 m = 3k(k 为 正 整数 ). 则 
1 = 人 k 为 偶数 ， 
Ul 一 


f(3k) = 3k + 3， 上 为 奇数 . 
即 ci 仍 是 3 的 倍数 . 
由 此 又 推 得 a， = f(ai) 是 3 的 倍数 ,由 此 继续 下 去 ,可 知 数列 的 所 





有 项 都 是 3 的 倍数 ,这 样 , 在 此 数列 中 不 会 出 现 1, 于 是 由 (1) 可 知 ,此 数 第 
列 必 出 现 3. 。 


藻 ag = nm 不 是 3 的 倍数 ， 

设 m= 3k+1, 则 

(3(2/ +1)+1 
2 





= 37 +2, 当 太 = 2!4+1 时 ， 


(3&+H)+3=3R+1l)+1， 当天 为 偶数 时 . 

则 a 不 是 3 的 倍数 . 

设 m1 = 3k + 2, 辣 理 可 证 ai 不 是 3 的 倍数 . 

如 此 继续 下 去 可 知 , 当 ao = m 不 是 3 的 倍数 时 ,数列 的 所 有 项 都 
不 是 3 的 倍数 ,再 由 (1) ,此 数列 必 出 现 1. 

1.81 给 定 mmz +1 个 正 整 数 4, as,, …, a,,+1, 且 

O<al<a 人 < dtl. 

证 明 存 在 m + 1 个 数 ,使 它们 中 没有 一 个 数 能 够 被 男 一 个 数 整除 ， 
或 者 存在 n + 工 个 数 ,使 得 依 小 大 顺序 排 成 序列 , 除 最 前 面 的 一 个 数 之 
外 ,每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整除 . 

(第 27 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1966 年 ) 
[证 ] 对 任何 一 个 数 a; ,我 们 都 可 以 构造 一 个 整除 链 


Li 一 Ui, 人 Ud; ， 
a 


使 得 除 a; 外 ,每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整除 ,a; 宇 1, 称 a; 为 这 个 整除 
链 的 长 度 . 


ul 一 
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次 这 潍 


所 有 这 种 从 a; 开始 的 整除 链 中 ,使 a; 最 大 的 ,我 们 称 之 为 从 a; 开 
始 的 最 大 整除 链 , 其 长 度 记 为 A(i). 

如 果 存 在 某 个 i, 使 A(i) 守 n+1, 那 么 从 a; 开始 的 最 大 整除 链 长 
实 n+ 1, 取 其 前 面 的 n+ 工 个 数 , 则 这 + 1 工 个 数 中 , 除 前 面 的 一 个 数 
之 外 ,每 个 数 都 能 被 它 前 面 的 数 整 除 . 

如 果 对 每 一 个 ?2， A( 站 之 nn， 即 A(1),A(2),-…,A(mnt1) 


都 只 能 取 1,2,…,n 中 的 值 ,因此 至 少 有 | ze. 十 |+ 1 个 相同 , 设 
A(i1) = A(i2) = A(i3) = = A(i,1) = k,l kn). 

则 a ,ai ai ,这 m+ 1 个 数 中 没有 一 个 能 被 另 一 个 整除 
这 是 因为 ,车 w 能 被 整除 ,那么 从 a 开始 的 最 大 整除 链 长 ， 
在 它 的 前 面 加 上 一 个 数 a; , 则 得 到 从 w 开始 的 一 条 整除 链 , 长 度 为 & 
+ 1, 那 么 a; 开始 的 最 大 整除 链 长 之 k +1, 与 A(i1) = 矛盾 .这 时 ， 


ai ,qi ，,…,ai 是 符合 要 求 的 mw + 1 个 数 . 


1.82 设 n 是 不 小 于 3 的 自然 数 ,以 f(n) 表示 不 是 n 的 因数 的 
最 小 自然 数 (例如 f(12) = 5). 如果 f(xn) 宇 3, 又 可 作 f(f(n)). 类 似 
地 ,如 果 f(f(n)) 宇 3, 又 可 作 f( Ff( f(n))) 等 等 .如 果 
(fl%f(n)%))= 2 
kT 


就 把 叫做 的 “长 度 ”. 
如 果 用 4 表示 的 长 度 , 试 对 任意 的 自然 数 n(n 实 3), 求 2 ,并 证 
明 你 的 结论 . 
(第 3 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1988 年 ) 
注 :中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 即 中 国 数学 奥林匹克 . 
[ 解 1] (1) 当 ?2 为 奇数 时 , F(z) = 2. 所 以 1 = 1. 
(2) 我 们 指出 ,对 任意 n 实 3, 都 有 
fl(n) = py. Q@ 
其 中 p 为 质数 而 k 为 正 整 数 . 
实际 上 ,者 中 不成立 , 设 
f(n) = phi ph phy. © 
其 中 pi ,…p,, 为 互 不 相同 的 质数 ,而 有 ,… ,kk 为 下 整数 , 且 m > 1. 
则 由 @ 知 .存在 两 个 互 质 的 且 均 大 于 1 的 自然 数 a 和 六 ,使 
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f(n) = ab. 
显然 ， a< fl(n), b < fln). 
既然 f(n) 是 不 能 整除 n 的 最 小 自然 数 ,所 以 有 a1ln,bln. 
从 而 由 (a,5b5)= 1 得 ab5in, 即 
f(n)1n. 
出 现 了 矛盾 ,从 而 证 明了 由 成立. 
(3) 由 也 知 , 若 p 为 奇数 , 则 f(f(n)) = 2, 即 


i, = 2. 
若 户 =2， 县 之 2, 则 
f(f(n)) = 3， 
f(f(f(n))) = 2. 
即 /三 3. 
(4) 对 于 自然 数 ”, 知 存在 正 整 数 & 2, 使 得 
jln, j=2,3,.…,， 2*—1. 
且 2 +1 n. 
则 f(n) = 2*. 
此 时 /= 3. 
大 n 为 偶数 且 不 属于 上 述 情 况 , 则 i, = 2. 
于 是 l; = 1,2,3. 
[ 解 2] 设 fln)=m=2 .b(n 之 3，m 宇 2， 为 正 奇数 ， 
a 为 非 负 整数 ). 
由 题 设 ， m+ n， 
又 因为 (2* ,5) = 1, 所 以 
2<+n 或 b+n. 
而 2 之 mpm. 
由 m 是 不 是 的 约 数 的 最 小 自然 数 . 
所 以 f(n)= 2 或 f(n)= 56. 


(1)f(n) = 2 时 ， 

备 a=1， 则 Fa)=2，2 =1. 

若 a >1， 则 了 (fn)) = 3， f(f(f(n))) = 2, 即 
1, = 3. 

(2) 12) = 5 时 f(f(n)) = f(5) = 2, 即 
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1, = 2. 
于 是 /= 1,2,3. 
1.83 ” 试 求 出 所 有 的 整数 a,5,c, 其 中 1 过 a < 5 < c, 且 使 得 
(a—1)(6b ~ 1)(c-1) 
是 abc 一 1 的 约 数 . . 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 1] 由 题 设 有 a 宇 2，5 守 3，c 宇 4. 


al_ 1 1 
因为 人 
bp-1_, 工 、2 
C 一 1] -1 3 
C = 工人 下， 
三 式 相 乘 得 
(a—1D)(b—1)(c—-1) 1 2 3_ 1 
Cpc 之 了 3 4 4 
abc 一 
Cs= TaD De 则 
Cpc — 1 abc 
(a lb- Ca- Do- D4 
由 题 设 ,s 应 为 正 整数 ,因而 = 1,2,3. 
(1) 大 s= 1, 即 
(a—1)(bp-1)(c-1)= cp 一 1， 
at+b+c=abt+bc+aea. (人 


但 由 a < ag，0<p，c<cz, 则 
at+ob+c< abp+bc+ea. 
与 中 式 了 矛盾, 所以; 关 1. 
(2) 铬 s = 2, 即 
2(a -1 一 lc-l)=ao -1<up © 
由 ap - 1 是 偶数 知 a ,b,c 均 为 奇数 . 
青 由 c>56>a>1 得 a 宇 3，b 守 5，c 守 7. 
否 5b 之 7， 则 c 守 9, 从 而 有 
l(a- D(b—-D(c-1) .2 6 8 32 


abc 3 7 9 3 
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2(a -1)(6 — 1)(c~1) > abc. 
与 @ 式 矛盾 . 
所 以 只 能 有 65 = 5，a = 3, 代 和 人 加 得 
16(c—1)= 193c 一 虐 ， 


c= 15. 
由 a=3, b=5, c= 15. ) 
(3) 若 s = 3, 即 
3(a—- 1)(6 -1)(c- 1)= abkc—-1< ac. 3) 


若 a 实 3, 则 5 宇 4, c 之 5, 从 而 
Ca- DE-D(c-1) 2. 3.4_2、 


abc 3 4 5 5 序 ， 
3(a—1)(b—- DD)(c-1)> abc. 
与 @ 式 了 矛盾 .所 以 只 能 有 a = 2. 若 6 之 5, 则 
(a DE-DEe-D ol.4.5. 
”2 3 6 


他 





1 
3 
3(a — 1)(b -1)(c—-1)> abc. 
仍 与 图 式 矛 盾 . 所 以 5 只 能 为 3,4. 
车 5b = 3, 由 名 式 有 
6(c—-1)= 6c-1. 
此 方程 无 解 . 
若 =4, 由 思 式 
9(c -1)= 8c—1, 
解 得 c= 8. 
a =2, b=4, c= 8. 
综合 以 上 讨论 ,得 到 两 组 解 
a = 3, fa = 2, 
| b= 4， 
c= 15. c= 8. 
[ 解 2] 今 x+=a-l1, y=6b-1, z=c-1, 则 由 1< ea 
<6<r 知 ，zryy,z 均 为 正 整 数 , 且 x<y< zx. 
abc—-1=(x+1)(y+1)(z+1)-—1 
=Ty+ ryt+ y+ zrti+rtyt+e. 
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由 题 设 xryz 是 tyz + xy+ 类 二 zr+ 工 十 y+ 的 约 数 , 即 
TYE|I ry+ w+ ericrityt+z. 


妆 (1) 车 z 宇 3, 则 y 之 4,z 之 5, 因 而 
XTXy+ Yt r+ 工 十 Yi 十 之 
TYz 
llilililid 
n Yy z XxXy yw xz 
1 1 1 1 1 ， 
S31t41513.414.5+153.3 
_ 39 
= 60< 1 
从 而 ZJ ryt+ + zrti+rt+ y+. 


于 是 z+ 过 2. 
(2) 当 z = 1 时 ,本 题 转化 为 


W|Iy+2(y+z)+1, 


即 12(y+ xz)+1. 
于 是 y 为 奇数 . " 
YE2(y+z)+14z-1. 
从 而 y 达 4. 
又 yy>7z=1 及 yy 是 奇数 ,所 以 y= 3. 
此 时 XY = 3z, 


(r+1)(y+1)(z+1)—-1= 8z+7. 
于 是 3z | 8z + 7, 即 
3z | 9z+ (7— z). 
由 3z 是 7 一 xz 的 约 数 及 z> > 3 知 ， 之 二 了 . 
从 而 z=1，y=3，z=7, 即 
a=2, b=4, c=8. 
(3) 当 工 = 2 时 ,本 题 转化 为 
2yz 1 3(y+ z)+ y+2 
大 y 和 > 均 为 奇数 或 一 为 奇数 一 为 偶数 , 则 3(y + z)+ yz +2 为 
奇数 ,不 是 2yz 的 倍数 ,所 以 y 和 > 均 为 偶数 . 
所 以 y 宇 4,z 宇 y+ 2. 
由 2y 3y+3z+t+yww+2 
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+3z+3z—6+2 


= y+6z—4 
< yz+ Oz, 
可 得 yz < 60z,y < 6. 
于 是 y = 4. 此 时 有 
8z | 7z + 14, 
即 8z | 8z + (14 ~ z). 
于 是 z= 14. 


从 而 =2，y=4，xz=14, 即 
a=3, b=5, c= 15. 
综合 以 上 ,所 求 的 正 整数 a ,b,c 有 两 组 : 
f° 二 2， | = 3， 
b = 4， b= 3， 
c 一 8. C 三 19. 
1.:84 设 Fz)= 习 +Sz 1+3, 其 中 四 是 一 个 大 于 1 的 整数 . 
求证 : f(x) 不 能 表示 为 两 个 多 项 式 的 乘积 ,其 中 每 一 个 多 项 式 都 具有 
整数 系数 ,而 县 它们 的 次 数 都 不 低 于 一 次 . 
(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 1] 假设 f(x) 可 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 之 积 
f(r) = glx): hlr). QD 


深远 


其 中 gz) = Paxi(e, = 1), plz) = Do = 1),，p,g 
EN, ao,a1,,ap 141,060,01,,b,1 € z. 
首先 证 明 p 和 4g 均 不 小 于 2. 
硅 不 然 ,不 妨 设 p = 1, 则 
fr)= (r+ ao)h(r). 
由 于 aop = 3, 则 有 
a0 = 土 1， 60 = 土 3. 
区 f(x) 有 根 土 1 或 土 3. 
我 们 计算 Al) ,APA- 1),f(3),f(- 3) 的 值 . 
f(1)=1+5+3=9¥0, 
f(-—1)=(-1)"*+5(—1)"!+3 
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=(-1) 4+3 尖 0， 
f(3) =3"2+S .3 +3 尖 0， 
f(~3)=(-3)”"+5(- 3)"”!+3 
=(-3)”!.2+3 关 0. 
所 以 土 1, 土 3 不 可 能 是 f(x) 的 根 . 
于 是 p,g 均 不 小 于 2. 
设 2 夺 pg 人 nn-2. 
由 aopo = 3, 不 妨 设 ao = 3， bo = 1. 
设 a1,42,…,ap-i 中 不 能 被 3 整除 的 系数 中 下 标 最 小 的 为 a; , 即 有 
k<p, 有 88 


SE 机 此 


31a，31a，31c 1，3+ as © 
考察 中 中 两 边 x* 的 系数 ,有 
0 = aibo + aribl + + aood,, 
印 ap =— (arib1 + + aob,). 
由 31ai(i = 0,1,…,k& 一 1) 可 知 31a4, 导 出 矛盾 . 
于 是 ,对 所 有 a 夺 i pp-1，31a;， 而 a,=1. 
考察 x? 的 系数 , 则 有 
0 =1+an-1p + + aob;s 
= (mod 3). 

出 现 了 矛盾. 

所 以 f(x) 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

[证 2] 假设 f(x) 可 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 之 积 , 设 

. f(x) = g(x): h(xr). 

由 于 f(x) 的 首 项 系数 是 1, 则 整 系数 多 项 式 g(xz) 和 h(x) 的 首 项 
系数 都 是 1. 

由 于 

g(0)4(0) = f(0) = 3. 
其 中 g(0) € Z，4(0) € 2Z, 则 
1 g(0) 1= 1 或 14(0) 1=1. 

不 妨 设 1g(0) 1= 1, 且 设 g(zx) 有 个 根 a1 ;ay,… ,a 过), 则 

由 韦 达 定理 知 
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| aia2 mag |!= 1,， 中 
又 ww 为 f(x) 的 根 , 得 
gar + Sar-l+3=0, 
a? l(a; + 5) =— 3, 








Ia lw+SlI=3. 他 
由 名 得 
去 点 
Tie+tsiiel"” =3= || 1a+t5i. 
i= 1 fi 一 1 
设 1w+Sl= minila +5ll, 则 
HE 
las + 5 | 3. 
又 因为 SS=1S+ag 一 ae| 
< 妇 | 一 ai+iakg 十 |， 
则 la lI 之 5 -1 a +5 1 之 2. 
故 由 由 知 
k 之 2. 
设 1oll= mn [a;|, 则 
li 和 上 -1 
| ol lla liao 1 | 
1 1 
-Toei 全 2 
从 而 ja ! 声 一， 
DE-1 
1 \ 
at5l<lalt5<5+(#) <6 
2 1 1 
| al | | < 2 < 2 
所 以 lart+5llall” tt< 3. 
导致 与 四 了 矛盾. 


所 以 乒 z) 不 能 分 解 为 两 个 整 系 数 多 项 式 的 乘积 . 


1.85 ”证 明 存 在 正 整 数 ,满足 2”% | 1989” 一 1. 并 求 出 具有 上 


述 性 质 的 最 小 下 整数 mm . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 





汲 碗 
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[证 ] 车 = 2 ,其 中 为 奇数 ,有 旦 nn > 工 则 
1989”™ ~ 1 
= (1989? ~ 1)(19892 -DD + 19892 ("2 + .+1) 
上 式 的 第 二 个 因 式 是 奇数 ,所 以 
21990 | 1989” — 1€321% | 19892 — 1. 


由 于 19892 -1 可 分 解 为 


(1989” + 1)(19892 ”+ 1)…(1989 + 1)(1989 — 1), 
其 中 每 一 个 因 式 都 是 偶数 ,但 只 有 最 后 一 项 是 4 的 倍数 , 且 不 是 8 的 信 
数 , 所 以 


让 泛 


24+2 ‖ 19892 -1. 
其 中 ,记号 pw 表示 pr 1m 县 pt! Ym. 
因而 所 求 m 的 最 小 值 为 

F1990-2 -一 21988 
1.86 ”能 否 找 到 100 个 互 不 相同 的 自然 数 ,使 得 其 中 任意 $ 个 数 
的 乘积 都 可 被 这 5 个 数 的 和 整除 ? 
(列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 可 以 找到 . 
首先 ,我 们 任 取 5 个 自然数 a,6b,c,d,e. 
然后 ,再 找 一 个 整数 xz ,使 


(at+b+c+dte)ir. 


构造 5 个 新 数 
ar, bx, CX, dr, er. 
于 是 有 
(ar+bri+crt+adrt+er)larbr'cr' dr er. 
这 是 因为 


Cr。 上 rr Cr er 


二 。-3 。 .| 
abcde ~ XxX” (ar+brt+cr+ dr+ er) atbtitcradate’ 


而 一 一 一 一 一 是 整数 . 


a+p+cti+d+t+e 


因而 ,为 了 得 到 所 要 求 的 100 个 自然 数 ,可 以 先 任 取 100 个 互 不 相 
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同 的 自然 数 , 求 出 其 中 每 $ 个 数 的 和 , 共 得 到 Cio 个 和 数 ,再 找 出 一 个 
能 被 这 Cioo 个 和 数 中 的 每 一 个 都 能 整除 的 自然 数 zx( 例 如 ,将 z 取 作 这 
Cioo 个 和 数 之 积 ) ,然后 用 xz 去 乘 原来 的 100 个 数 中 的 每 一 个 ,于 是 得 
到 的 100 个 新 数 即 为 所 求 . 
1.87 ”证 明 对 任意 m,n € 六， 


(nt+k+1i)! 
Om, ,1+ > 1)” nl(n+k) 


都 能 被 m ! 整 除 ， 但 对 某 些 自然 数 m,n ,Sn 不 能 被 m1(n + 1) 整除 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 对 m 用 数学 归纳 法 证 明 


| 
Opn 一 《一 1 )™ + + . 人) 


(1) 当 ji = 1 时， 
S, ,=1- (n + 2)1! 


ni(n+t+1) 
=1— (n+ 2) 
(n+ 1)! 


7 1 
即 mm = 工时 ,GD 式 成 立 . 
(2) 假设 对 mm ,中 式 成 立 ,那么 对 mm + 1 
Stl ;+ (一 1)”*! a + n+ 2): 


nl(n+t m+1) 


rn ])m*1 (+m)l(nt+ m+2) 
n 1 


nl 
= (DT 二 各 站 ‘[(nt+m+2)-1] 
m+l (n+m+1)! 
=(- 1) Mat m+ 1 
所 以 对 wi + 1， a@ 式 成 立 . 
因此 对 所 有 n1 € N， Qa 式 成 立 . 


由 于 C%,, 是 自然 数 , 则 
S,, 1 (一 1)™” (nt 1)! 
nN, 


。777 | 


一 《一 ”Co MT 1 ! 
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所 二 


| 小 





因而 S,，, 能 被 mx ! 整 除 . 
当 nw=2， m= 二 3 时 ， 
S,,, = S32 =— 60 
能 被 m1 = 3! = 6 整除 ,但 不 能 被 m1(n + 1) =3!2+1) = 18 整 除 . 
1*88 ” 试 确定 使 a6*+65b5+7 整除 a?5+a+b 的 全 部 正 整 数 对 
(a,b). 


3 尝 


(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 

[ 解 ] 设 正 整数 对 (a ,65) 满 足 ab*+b+7la2bt+a+b 
则 有 ab*+b+7la(ab +b6+7)-b(alb+t+at+b) 

即 ab*+b+7|7a -人 

(1) 当 7a 一 p=0, 即 712 时 ， 

设 5=7k, 则 7a=7282,a=7&2 ,此 时 有 

ab+Q+Bb= 开 (ab 十 已 十 7). 
故 (a,5)= (7k&*,7&) 是 题目 的 解 . 
(2) 当 7a -六 >0 时 ,有 7a--b 之 ab?+b+7， 
7a>ab 02<7, 知 65=1 或 2. 

若 52=1, 则 a+8|a*+at+1. 

设 a+8=4, 则 a*+a+l =(u-8)*?+(u—-8)+1 

=u’ ~—15u+59, 

由 ulu* 一 15u+59, 得 uj59， 

于 是 w=19 或 57, 得 4=11 或 49. 

此 时 又 得 到 二 组 解 (a ,5)=(11,1) 或 (49,1). 

若 5=2, 则 4a +917a 一 4. 

由 于 4a +9 生 7c -4<2(4z +9), 不 等 式 对 正 整 数 a 不 成 立 . 

综 上 , 解 为 

(a;0)=(74 7) (11,1),(49,1). AGE N. 

189 是否 存 在 这 样 的 由 正 整数 构成 的 数列 :其 中 每 个 正 整数 都 
恰好 出 现 一 次 ,并 且 对 任何 =1,2,3,… ,数列 中 前 有 项 之 和 都 可 被 
整除 ? 

(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 】 我 们 证 明 这 样 的 数列 是 存在 的 . 

取 a1=1. 假 设 已 取 定 了 数列 中 的 前 nn 项 :a1,a;,…,a,. 设 ow 是 








没有 被 取 人 的 最 小 正 整数 , M 是 已 经 被 取信 的 最 大 自然 数 . 
记 Si= >a. 且 设 ayri=m[(n+2)'-1]-S,， an+2= 
i=1 


其 中 上 是 使 得 a, ;> M 成 立 的 足够 大 的 正 整 数 . 

于 是 有 S41=S,t+a,ri=m[(n+2)‘—1] 

能 被 n +1 整除 . 

且 S12 二 Sit1t+anr2=m(n++2)' 能 被 xn +2 整除. 

只 要 继续 这 样 做 下 去 ,就 可 使 每 一 个 自然 数 都 在 我 们 的 构造 的 数 
列 中 出 现 , 且 都 刚好 出 现 一 次 . 

1.90 ” 试 证 对 于 任何 正 整 数 a > 1, 都 存在 严格 递增 的 正 整 数 序 


列 dl ,4a2,4a3"…, 使 得 对 任何 k 宇 1 ,和 和 数 af 十 a3s 二 …* 十 Qi 都 能 被 和 数 和 
al1+ a 二 …+as 整除 . 章 


(第 21 届 全 俊 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[证 ] 对 于 给 定 的 正 整数 ai >1. 

由 于 ai+o=(az 一 aaz+al)+2at， 
所 以 ,只 要 取 a; ,使 a,=2af 一 al, 就 有 al + as=2af， 

从 而 alt+as|(a; -al)(a2+al)+2a1, 

即 ay+a|af+as$. 

且 满 足 a;=2af 一 al>af>al. 

假设 已 取 定 cl ,as,… ,a, 满足 题目 要 求 , 记 

A;=af+as+.…+afs, B;=al+a;+*…+a,;, 

则 对 i=1,2,…,n, 有 B,|A. 

由 于 Asri=A,tanri=Ast(artt- B,)(arttt B,)+ Bs 

=(a+1—B,)B,rit A,+B 

于 是 ,只 要 取 a4i 使 B+asti= B+1= A,+B%, 即 取 a,+1= A, 
+ Bi-B,, 就 有 B,+1|A,+1. 

且 由 于 1<al<as<…<a,, 则 a,41=A,+B;-B,>A,>a;> 


于 是 对 n + 1 命题 也 成 立 . 
从 而 对 所 有 正 整 数 & 有 ,Bi | A 成 立 . 
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1.91 求 所 有 大 于 3 的 自然 数 ,使 得 1+ C+ C2 + C3 整除 2200 
(第 13 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 因为 2 是 素数 .所 以 本 题 等 价 于 求 自然 数 n>>3, 使 
1+C,+Ci+tC%=2(kEN, S2000). 
1+ CI CH C3 =1+nt+ sl + nnn-2) 
nt+1)(n’~n+6 
6 
有 (n+1)(n*~n+6)=3xX2tt+!. 
作 代 换 m =n+1, 得 
m(m:—3m+8)=3x2t+1. OD 
下 面 对 2 分 类 讨论 . 
(1) 着 =2:(m >4,s 宇 3), 则 
m’—3m+8=3x2'(1E€EN). 
如 果 * 之 4, 那 么 mm 一 3m +8=3xXx2'==8(mod 16). 
由 此 可 知 , 上 =3, 从 而 
m3m+8=24, 即 mm(m —3)=16. 
这 不 可 能 . 
所 以 只 有 ss=3,m=8, 即 n=7. 
(2) 者 m=3Xx2*(m>>4,4 之 1), 则 
m3m+8=2"(vEN) 


nl 


如 果 4 宇 4, 则 
mm’ ~ 3m+8=2*=8(mod 16),， 
由 此 可 知 ,v=3. 故 m(m 一 3)=0. 这 也 不 可 能 . 
义 u=1 和 w=2 时 , 即 m=3x2 和 m=3x2 时， 
都 不 能 使 m 一 3m +8=27 成立. 
当 二 3X23=24 时 ,可 求 出 n=23. 
1 + C+ C3+ C3=64=2|22000, 
县 1+ Cl + C53+ C3 =21|2200%. 
故 本 题 答案 为 n =7 和 n= 23. 
1'92 设 S=11,2,…,501|. 求 最 小 自然 数 &, 使 S 的 任 一 & 元 子 
集中 都 存在 两 个 不 同 的 数 v 和 ,满足 (4 二 bp)|ab. 
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(第 11 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 设 有 a,bES 满足 条 件 (a + 65)|ab. 

记 c=(a,5b), 于 是 a= cai,b= cbi， 
其 中 aocEN, 且 (al po)=1 因 而 有 c(al+pb)=(a+pb)|ap= 
c“a1pi， 

(al+b1)|cabi. 

由 (a1,651)=1 可 知 (a1+61,a1)=1,(alt+61,601)=1, 
故 有 (al+ bi) le. 

由 aES,oES, 则 af+2 委 99， 且 c(ai+b) 委 99. 

从 而 有 3 委 ai + bl 所 9， 

由 此 可 知 ,S 中 满足 条 件 (a + 65)|ab 的 不 同 数 对 共有 23 对 : 

当 a1+6b1=3 时 ,(a,6)=(6,3),(12,6),(18,9),(24,12),(30, 
15),(36,18),(42,21),(48,24); 章 
当 al+61=4 时 ,(a,6)= (12,4),(24,8),(36,12), (48,16); 

当 al+ b=5 时, (a,65)= (20,5),(40,10),(15,10),(30,20), 
(45,30); 

当 al+6b1=6 时 ,(a ,6b)= (30,6); 

当 aj+b1=7 时 ,(a,6)={(42,7),(35,14),(28,21); 

当 ay+b1=8 时 ,(a ,65)= (40,24); 

当 al+61=9 时 ,(a,b)= (45,36). 

令 M=16,12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48) , 则 |M|=12 是 
上 述 23 个 数 对 中 的 每 一 对 都 至 少 包含 M 中 的 1 个 元 素 . 

因此 ,者 令 T= S~M, 则 | 工 | =38 且 工 中 任何 两 数 都 不 满足 题 
中 要 求 .可 见 ,所 求 的 最 小 自然 数 之 39. 

注意 ,下 列 12 个 满足 题 中 要 求 的 数 对 直 不 相交 

‘6,3),(12,4),(20,5),(42,7), (24,8), (18,9), (40, 10), (35, 

14),(30,15),(48,16),(28,21),(45,36). 
对 于 S 中 的 任 一 39 元 子 集 R, 它 只 比 S 少 11 个 元 素 ,而 这 11 个 元 素 
至 少 属于 上 述 12 个 数 对 中 的 11 对 ,从 而 必 有 上 述 12 对 中 的 1 对 属于 
R. 


综 上 可 知 , 所 求 的 最 小 自然 数 = 39. 
1*93 证明 对 任意 n€N,n 之 2, 存 在 一 个 由 ”个 整数 构成 的 集 
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合 S ,使 得 对 S 中 的 任意 两 个 不 同 的 数 a 和 65, 均 有 (a 一 5)*iab. 
(第 27 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[证 ] 我 们 对 n 施用 数学 归纳 法 . 
当 w=2 时 , 取 Ss=11,21, 则 有 (1 一 2)*|1x2, 因 此 ,n==2 时 , 命 
题 成 也. 
假设 n = 时 命题 成 立 , 即 存在 含有 个 元 素 的 集合 S = | a， 
a2，,… ,Qa 满足 条 件 , 对 任意 1i<j 二 , 均 有 (a; 一 a;)?*|ana,. 
记 A=ala2…ay ;考虑 如 下 +1 个 数 
A,A+al,A+a;,",A+a,. 
由 于 [(A+a)-(A+t+a)]= (a;- a;)’, 
(Ata)(At+a)=A’*+A(a;+a;)+ aia;. 
由 归纳 假设 及 A 的 定义 ,有 
(a; ~ a;)*|aia,;, 
aaj|A*+Al(a;ta)+aia,, 
因此 [(A+ta)-(Ata)]|l(Ata)(A+a,). 
男 一 方面 ,[(A+a)-A]=a?a?l(A+a):A 
于 是 Si=l4,4+a4+a 4+ai 满 足 题 设 要 求 . 
所 以 ,n= 上 +1 时 命题 成 立 . 
从 而 ,对 n 宇 2,n EN ,命题 成 立 . 
1'94 ” 求 所 有 的 由 四 个 正 整数 a,b,c,ad 组 成 的 数组 ,使 数组 中 
任意 三 个 数 的 乘积 除 以 剩 下 的 一 个 数 的 余数 都 是 1. 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考 试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 a ,5，,c,d 都 不 小 于 2, 且 两 两 互 素 . 
这 是 因为 ,由 题 意 ,有 &cd = ka + 1， 
显然 a 宇 2, 否 则 ,着 a=1, 则 bcd 除 以 a 的 余数 是 0, 与 题 意 矛 盾 . 
同时 ,a 与 5,c,d 中 的 任意 一 个 都 互 素 . 
同 理 有 5b 宇 2,c 之 2,d 之 2, 且 a,6,c,d 两 两 互 素 . 
不 妨 设 2<a<b<c<d. 
由 于 albed~1,blacd -1,clabd -1,dlabc -1, 
从 而 有 
a | bcd — 1+ abc + abd + acd, 
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bl|acd -1+apc + abd + aca ， 
cl|abd — 1+ abc + acd + bcd, 
d | abc — + abd + acd + bcd. 
由 a ,5,c,d 两 两 互 素 , 则 有 
abcd | abc + abd + acd + Ad — 1, 
即 存在 正 整数 1 ,有 
abc + abd + acd + bed = tabcd + 1. 


1 1 ,1 4 
+ 山 


1 

人 
从 而 < 半 声 < =2 (*“ a>2). 
于 是 1:=1. a=2 或 a=3. 
当 4a=3 时 ,b 守 4,c 宇 5,d 宇 6. 





1 1 1 1-1l ,1 1， 上 
则 + t+ti 人 +4+F+6<1 # 
此 式 与 QO 式 及 1 =1 矛盾 . 
所 以 必 有 a = 二 2. 这 时 中 式 化 为 
A ,1 工 
lt+34 21 teta 
1 1 1 1 ,13 

故 2 td bolas © 
因而 2 
由 于 a=2,(a,5)=1,65<6, 则 5=3 或 6=5. 
当 4=2,6 i 由 (a,c)=1,(a,d)=1,c 守 7,d 守 9. 


1 111l,i ,11l 
这 时 有 去 + + 二 < 本 + 本 + 全 < 计 ， 
与 @ 式 矛盾 , 妈 pz 
于 是 5=3.c>5,d 二 7. 


中式 又 化 为 
| 11 
lg 721+31t ty 
1 1， 1L 2 
履 ca 6+6a< ee: 3 
从 而 所 > 志 ,c<12. 
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由 a=2 知 < 是 奇数 , 则 c 所 11. 
由 @ 式 可 求 出 d= 和 @ 


d 宇 7,d 是 正 整 数 ， 则 一 > > 是 正 整 数 ， 考虑 到 c 委 11 , 则 1 委 c - 6 委 


5, 从 而 只 能 有 c 一 6= | 或。 6- S$. 
即 c=7 或 c=11. 
当 c=7 时 ,由 @ 式 d=41， 
当 c=11 时 ,由 BW 式 4=13.， 
于 是 所 求 的 四 个 数 (a ,65,c,q)=(2,3,7,11) 或 (2,3,11,13). 
1.95 ”任意 给 定 h =2’(r 是 非 负 整数 ). 求 满足 以 下 条 件 的 所 有 
自然 数 有 :对 每 个 这 样 的 & ,存在 奇 自然 数 m >>1 和 自然 数 ” ,使 得 


7 一 i +1 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1998 年 ) 
[ 解 】 对 于 A=27" ,约定 将 满足 题目 条 件 的 所 有 的 & 的 集合 记 为 & 
(h). 
我 们 下 面 证 明 :k(h)= 12’*5t|s,tE€EN,2ttl. 
先 证 明 下 面 的 事实 : 


让 潍 








m=1(mod 4)=>27 | wl 
这 个 事实 是 显然 的 ,这 是 因为 


l (2 十 DCm + 1):..…(m*+1)(m+1). 





由 于 六 三 1(0mod 4), 则 m2 + 1 尘 2 (mod 4) ， 

其 中 =0,1,…,r 一 1. 
因此 ,2"| 加 一! ! 271pe 1 -1 即 2r| z- ml 
(1) 宪 证 明基 22.244 网 rr Ek) 


事实 上 ,存在 芭 =2%+1,n=m 一 1, 使 得 2”| m1 本 . 


zj 一] m? 一 1 mr” 1 2 —1 | 
由 于 k Dr+tsy pA Fs or "(m1 古人 萤 目 然 数 ,所 以 
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kim—1. 


A wm_— |] 


又 nn -mT 三 -1 (mod ni), 


所 以 mn 厂 二 1. 
(2) 再 证 明 ; 对 于 21i,k=2"*'tEk(h). 
事实 上 ,存在 m =4t*+1,n =2i ,使 得 
nl ”1 
k = 
me -1 


- 1 
=(n 7 三 -1 (mod ni), 





f 
二 


天 





所 以 km-lm|ln 二 

(3) 用 有 反 证 法 证 明 : 对 于 0<02, ,21 ,2 Ek(h). 

右 对 &=24 ,有 m,n 满足 题目 中 的 要 求 ,显然 m 与 n 互 素 . 

在 m 的 所 有 素 因 数 中 , 取 以 下 表示 中 指数 a 最 小 的 一 个 素数 p;p 
=2%b + 1,216. 

易 见 2“<|m-1. 


一 方面 ,由 pln 


A 


ml 一 


有 (nT Jo 1 (mod p). (※) 
另 一 方面 ,因为 2*| 关 一 1,24+217 一 1 所 以 有 











hl je nl! 
(7 ) -加 mz) =(m) el (mod p) (※ 类 ) 
(※) 与 (※※) 予 盾 . 由 (1),(2),(3), 对 于 有 =2’, 有 
R(R)= {12 |s,t EN,2tri. 
1"96 ” 设 zi 和 <z 是 互 素 的 正 整 数 ,对 7 之 2, 定 义 zx,;1 = 
Trrn-2+1. 
(1) 对 每 个 正 整 数 i >>1, 求 证 :存在 正 整 数 ; >> i, 使 得 zi 整除 xz; 
(2)zxi 是 否 必定 整除 起 ,这 里 正 整数 ) >1? 
(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1) 正 整数 i>1. 设 pp 是 x; 的 一 个 素 约 数 , 对 于 任 一 正 整数 
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1 深 





a 


n ,引信 一 列 非 负 整数 wu ,0 守 w 亿 pp 一 1, 使 得 
un 三 Xx, (mod p). 由 
显然 Untiunun-1t+l (mod p). © 
因为 0<<w-_! 志 p 一 1,0 志 人 态 p 一 1 和 -1, un 全 是 整数 , 则 不 
同 的 有 序 非 负 整 数 对 (wu -1, wu) 只 有 有 限 个 ,而 当 nn 之 2,n 取 遍 全 部 不 
小 于 2 的 正 整数 时 ,(xw ,xy ) 有 无 限 多 对 ,因此 ,一 定 存在 正 整数 &， 
1,2<&</ ,使 得 
(了 -1 Ug) (uu). 
即 有 只- 二 21 了 二 
再 利用 外 ,又 有 +1 三 w+! (mod p). 
而 O01yutl 人 pp-1, 
则 Ugtl™ Ut+ti- 
因此 ,在 除去 有 限 多 个 ui, ww,…, -2 之 后 , 易 知 数列 | ww | 2 这 
& 一 1 是 周期 变化 的 , 设 周 期 为 ;. 
由 于 pix;, ui;x;(mod p), 于 是 
u; 二 0. 二 ) 
下 面 证 明 ,存在 某 个 正 整数 &, ,使 得 ”4;,; ,==0. 
我 们 用 反 证 法 . 
假设 对 于 正 整数 j ,x+ 天 0. 
考虑 第 一 .第 二 周期 序列 Uer UE+rl? rs Up+s—!1 
及 RATreetEA5ATIT9 EAI 1 
有 Up = + ER+TL 二 STRd+ST 二 2 且 | uk+t!, 
ar 中 没有 一 对 数 相 同 ,也 无 一 数 为 0, 由 国 式 ,有 kk 宇 i+1> 
2 
由 后 式 ,有 wus-it 二 Wr-1=uw+s 1 -luwut! (mod 
p). 
因为 = ww;, 关 0, 则 1 和 ww,wwr ,入 pp 一 1. 
pp 是 一 个 素数 , 则 有 .ui 三 wy, (mod p). 
于 是 HR- HRts-l. 
这 与 4 ,uk+1，… ,Uk+s-1| 是 第 一 个 周期 序列 相 子 盾 . 
所 以 x+rio 二 0. 
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对 于 固定 的 z>1， 
由 wiri 三 Wi-1ui+1 (mod p) 
及 时, 可 得 zi+1 三 1. 
同 理 zi+kAp+1l 二 工 . 
由 ui= uitkpp=0 及 Url—= uitkp+1™ 1 
利用 信和 得 Uit+2™ Uitkpt+29 Uir3™ Uitkpt3s** 
显然 ,对 于 所 有 正 整数 1, 有 ui+ js 二 0. 由 
利用 和 @, 有 pl zt. 
对 应 于 x; 的 不 同 的 素 约 数 ,用 m 表示 相应 的 全 部 &, 的 最 小 公信 
数 ,那么 ,对 于 所 有 正 整 数 / ,x;; ,整除 xz; 的 每 个 素 约 数 . 
用 上 表示 xx; 的 素 约 数 分 解 式 中 每 个 素 约 数 的 最 高 指数 ,选择 正 整 
数 / ,使 得 j=i+ im>ti, 则 x 整除 x;. 
(2) 结 论 不 一 定 正确 ,下 面 举 一 个 反例 . 
取 zi=22,z?=9,(22,9)=1， 
22=2X16 有 2 个 素 约 数 . 
取 p=2. 由 久 式 可 求 得 
ul=0,u2=1,u3=1,uw4=0,us=1,u6=1,u7=0,ug=1,u=!1 
这 是 一 个 以 3 为 周期 的 序列 ,其 中 一 个 周期 序列 是 10,1,11. 
再 取 p=11, 由 @ 有 
ul =0,u2 =9,u3 =1,u4 =10, 
us =0,ue =1,u7 =1,usg =2, 
ug =3,u10=7,4u1 =0,uD=1,…: 
从 第 5 个 数 起 ,以 6 为 周期 ,其 中 一 个 周期 序列 为 10,1,1,2,3,71. 
对 于 任意 正 整数 n >>1,u, =0, 当 且 仅 当 w 圭 ! (mod 3) ,而 wx， = 
0, 当 是 仅 当 nn 三 5(mod 6). 
而 对 于 任意 正 整数 ,i ,不 会 有 3k+1=6l+5, 因 此 不 存在 x,(j 
1), 人 它 既 能 被 2 整除 ,又 能 被 11 整除 . 
所 以 ,对 任意 正 整数 ) >1, zihz , 故 不 会 有 了 | 了 


97 。 求 最 大 整数 ,使 (2 一 2)-(%+ 了 是 整 数 . 


(第 17 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 设 & 上 是 22 -1 的 一 个 素 约 数 . 即 有 |27 一 1. 
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所 以 ,& 必 为 n 一 2 或 n+1 的 约 数 ， 

kln-2 或 kln+1. | 

若 kln 一 2, 则 kl(2n 一 1)--(n-2)=n+1， 
车 jin+1, 则 kl(2n-1)-(n+1)=n-2. 
所 以 kln-2 且 kln+1. 

从 而 又 有 kl(n+1) 一 (n 一 2), 即 &|3， 
所 以 2 -1 是 3 的 逢 . 


设 2n 一 1=3 i, 则 n= 





2 
ar _ (于 





2 
271 一 | 3 
33(3 |! _ 1)2(351 十 1) 
8.3: 
所 以 “上 魏 3. 


当 上 =3 时 ,2 一 1=27, 得 n= 14. 


一 2) (+1) 12°:15 
此 时 ， 27 一 1 一 27 是 整数 . 
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2:1 有 27 个 国家 参加 的 一 次 国际 会 议 , 每 个 国家 有 两 名 代表 . 
求证 :不 可 能 将 54 位 代表 安排 在 一 张 圆 桌 的 周围 就 坐 ,使 得 任 一 国 的 
两 位 代表 之 间 都 来 有 9 个人. 

(前 南斯拉夫 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[证 ] 将 S4 个 座位 按 逆 时 针 编 号 为 

1, 2, 3, …, 53, 54. 

如 果 满 足 要 求 的 排 法 存在 ,由 于 任 一 国 的 两 位 代表 之 间 都 夹 有 9 
个 人 , 则 不 妨 设 

1 和 11 是 同一 国 的 代表 ， 

于 是 

11 和 21 不 是 同一 国 的 代表 ， 

21 和 31 是 同一 国 的 代表 ， 

31 和 41 不 是 间 一 国 的 代表 ， 

41 和 51 是 同一 国 的 代表 ， 

51 和 61(= 7) 不 是 同一 国 的 代表 ， 

7 和 17 是 同一 国 的 代表 ， 

因 以 上 ,20k + 1 和 20k + 11 是 同一 国 的 代表 .车 20k + 1 与 20k+ 
11 大 于 54, 则 取 它 们 被 54 除 的 余数 为 号 码 的 位 置 . 

特别 地 ,& = 13 时 ,261 和 271 是 同一 国 的 代表 ,然而 

261 三 45 (mod 54), 
271 三 1 (mod 54), 
则 1 各 45 是 同一 国 的 代表 ,与 1 和 11 是 同一 国 的 代表 了 矛盾. 
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于 是 ,不 可 能 得 到 任 一 国 的 两 位 代表 之 则 都 夹 有 9 个 人 的 排 法 . 
2.2 假设 4,4,c,d 是 四 个 整数 ,证 明 差 
pa, cc-a, d-a, d—c, dd-b, cc-b 
的 乘积 能 被 12 整除 . 


ex 南光 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1925 年 ) 

[证 j] 设 p=(b-a)(c-a)(d -a)(qd -cec)(d -bb)(e -2b), 

大 四 个 整数 a ,b,c,d 被 4 除 , 有 两 个 数 的 余数 相等 ,不 妨 设 a 和 6。 
对 4 同 余 , 则 41b-a. 

从 而 41p. 

大 四 个 整数 a ,b,c,d 被 4 除 的 余数 都 不 相同 , 则 这 四 个 数 必 为 两 
个 奇数 ,两 个 偶数 , 设 a 和 6 为 奇数 ,c 和 a 为 偶数 , 则 

215—-a, 21d- a. 


从 而 41p. 

行 四 个 整数 a,5,c ,qd 被 3 除 , 则 必 有 两 数 对 3 同 余 , 设 a 和 0 对 3 
同 余 , 则 31b—a, 
于 是 31p. 

又 因为 (3， 4) = 1, 
则 、 3.:4=121|p. 


2.3 ”证 明 当 且 仪 当 指 数 ”不 能 被 4 整除 时 ,1” + 2*+3”+4* 能 
被 5 整除 ,其 中 nn 是 正 整数 . 
《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1901 年 ) 

[证 ] 不 难 验 证 14=!1 二 1 (mod 5), 

24=16 二 1 (mod 5), 

3 =81 二 1 {mod 5), 

4 = 256 二 1 (mod 5), 
假设 n = 4k+r,，r=0,1,2,3. 


由 以 上 ae 三 (modS)，a = 1,2,3,4. 
则 44 = (mod 5). 
a” 一 dtr = a (mod 5) 


由 此 可 得 
S, = 1” 十 人 十 37 二 4? 
= + 27+3’+4" (mod 5$). 
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当 r = 0,1,2,3, 依 次 有 
当 y= 0 时 ， S, 三 4 圭 4 (mod 5), 

当 r =1 时 ，S,; 三 10 三 0 (mod 5)， 

当 y=2 时 ， SS, 三 30 二 0 (mod 5)， 

当 y=3 有 时， S, 三 100 圭 0 (mod 5). 

因此 , 当 且 仅 当 ”不 能 被 4 整除 时 , S, 能 被 5 整除 . 

2.4 证 明 n3+ 广 ?+ 方 n -1 对 任何 正 整数 ”都 是 整数 ,并 

且 用 3 除 时 余 2. 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1956 年 ) 

[证 ] 原 式 可 化 为 


n> 十 3 2+ 工 ，_1 


2” 2 
2n +3n+tn_] 
n(n+t+1)(2n+1) 

= 7 -1 
2n(2n + 1)(2n + 2) 

_ 2n et 271 十 2 3 


由 于 2n,2n + 1,2n +2 是 三 个 连续 整数 , 则 这 三 个 数 中 必 有 一 个 
是 3 的 倍数 ,从 而 乘积 





2n(2n + 1)(2n + 2) 
一 定 能 被 3 整除 ,又 
2n{(2n 十 人 + 2) _ nln DG, + 1) 


一 定 是 整数 , 且 由 3 和 8 互 素 , 则 
2n(2n + 1)(2n + 2) 
8 


是 3 的 倍数 ,于 是 
113 十 2 十 六 一 ] 
对 任何 正 整数 ”都 是 整数 ,并 且 用 3 除 时 余 2. 
2.5 ”假设 a,5,c,ad 和 mm 是 这 样 的 整数 ,使 


ami+ bm:*+cm+d 
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能 被 5 整除 , 且 数 dz 不 能 被 $ 整除 . 
证 明 总 可 以 找到 这 样 的 整数 ”使 得 
ads3+cn2+ep+a 
也 能 被 5 整除 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1900 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 yy 不 可 能 被 5 整除. 
事实 上 ,如 果 mm 能 被 5 整除 ,那么 由 
Slam +bm +cm+d 
可 得 5 1 4d, 与 题 设 5+4 矛盾 
于 是 m 只 能 写成 m = 5k + +r， = 1,2,3,4 的 形式 . 
注意 到 1.1 汪 1 (mod 5), 
2.3 三 1 (mod 5), 
4.'4 汪 1 (mod 5). 
于 是 当 w 取 5k+1，5k+2，5k+3， 5k+4 时 ,相应 的 有 取 
St 上 +1，Sr+3，Sr+2，S$S+4, 则 必 有 
mn 1 (mod 5), 
SIlmni. 
设 A=am +bm +cm+d, 
B= dni+cn*+bnt+a. 
从 A,B 中 消去 4a, 得 


An ?~ B= (mn-l[alm n+mm+l)+ on(mt 1)+ cn’*]. 


于 是 5|1An—B. 
再 由 S51A, 
可 得 SI1B= dn +cn*+bn+a. 


2:6 ” 任 给 一 个 正 整数 N ,如 248, 我 们 总 可 以 用 1984 的 四 个 数码 
经 过 适当 交换 得 到 一 个 四 位 数 aiazaiao, 如 8194, 恰 使 得 7 1 (248 + 
8194) .请 你 证 明 对 任 给 的 一 个 自然 数 N ,总 存在 一 个 适当 交换 1984 的 
数码 所 得 的 四 位 数 a3a>alao ,使 得 7|I(N+ a3Q2a140). 
(中 国 北 京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1984 年 ) 


[证 ] 由 于 1498 = 214 .7 + 0， OD 
1849 = 264 .7+1, @) 
1948 = 278 . 7 + 2， 人 
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1984 = 283 .7 +3， 
1894 = 270 .7 +4， 
1489 = 212 .7 + 5, 
9148 = 1306 .7+6 
对 任 给 自然 数 N, 设 N 被 7 除 , 则 有 
N= 7m+r (0r < 7). 
(1) 若 r = 0, 则 选 43aza1ao = 1498, 则 有 
71(N+1498), 即 71(N+asazala0). 
(2) 若 0<r<7, 则 0<7-r<7. 可 以 从 @ 一 @@ 式 中 选取 相应 
的 余数 为 7 - r 的 四 位 数 为 asazaiao, 这 个 数 可 写 为 


U3d2d1Q0 三 7p + (7 一 r) 


HOO 


N+ a3aQ1a0 和 
= (Tm+r)+7p+(7-—r) 司 训 
= 7(m+p+1). 余 


因此 ,存在 a3a2a1a0, 使 得 
71 (N+ a3ara1a0). 
综合 (1),(2) 可 得 ,对 任 给 的 一 个 自然 数 N ,总 存在 适当 交换 1984 
的 数码 得 到 的 一 个 四 位 数 a3a2alao ,使 得 7 | (N + asazala0). 
2.7 ”证 明 对 于 任何 整数 守 0,2%*! + 35t+1 + 55 +1 能 被 7 整 
除 ， 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 ] 设 原 式 为 M, 则 
AM 一 2.2%+3.36 二 So 十] 
= 2.64*+3.729*+15625*+1 
= 2[(7.9+1)* -1]+3[(7.104+1)*—1] 
+[(7.2232+1) -1]+7. 
由 于 (7a + 1 六 三 1 (mod 7), 则 
71(7a + 1)*—1. 
于 是 7 | AM 
2.8 19712 + 197227 + 197323 能 被 3 整除 吗 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
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[ 解 ] 1971 三 0 (mod 3) ,所 以 
1971* 汪 0 (mod 3). 

又 1972 三 1 (mod 3), 所 以 
19722 圭 1*’ (mod 3), 
1973 圭 2 (mod 3)， 
197323 三 22 (mod 3). 


让 六 


于 是 有 
197126 + 1972* + 19733 二 223+1 (mod 3). 
又 23=44 三 1 (mod 3), 所 以 
243 +1 三 2 (mod 3). 
因此 ,197126 + 19722 + 19733 不 能 被 3 整除 . 
2.9 ”能 否 把 1,2,…,1980 这 1980 个 数 分 成 四 组 ,使 得 第 二 组 各 
数 的 和 比 第 一 组 各 数 的 和 多 10, 第 三 组 各 数 的 和 比 第 二 组 各 数 的 和 多 
10 ,第 四 组 各 数 的 和 比 第 三 组 各 数 的 和 多 10? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 1,2,…,1980 这 1980 个 数 的 和 为 工 , 第 一 组 所 有 数 的 和 
为 S$, 则 
T= S++({(S+10)+(S+20)+(S + 30) 
一 49+60 
=0 (mod 4). OD 
另 一 方面 ,对 这 1980 个 数 直接 求 和 有 
T=1+2+3+:… + 1980 
_ 1980 . 1981 
2 


= 990 . 198] 
二 2 (mod 4). 人 
中式 与 包 式 予 盾 . 
因此 ,不 能 把 1,2,…,1980 这 1980 个 数 ,按照 题 意 要 求 分 成 四 部 
分 . 
2.10 在 已 知 数列 1,4,8,10,16,19,21,25,30,43 中 , 相 邻 若干 数 
之 和 能 被 11 整除 的 数组 共有 多 少 组 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
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[ 解 ] 记 该 数列 各 对 应 项 为 a;,i = 1,2,…,10. 并 记 
Sp = al+ a2+ "十 ay. 
由 此 可 计算 数列 Sj ,Ss;,…, Sjo 为 
1,5,13,23,39,58,79,104,134,177. 
它们 被 11 除 的 余数 依次 为 
1,5,2,1,6,3,2,5,2,1. 
由 此 可 得 
SI 三 S14 (mod 11), 
Si 三 Si (mod 11)， 
9S4 = Syo (mod 11), 
SS, Sg (mod 11), 
S; 涯 $S; (mod 11), 
Sy 三 So (mod 11), 
Ss3 三 Sg (mod 11). 
由 于 Si 一 SR >7) 是 数列 1a;| 的 相 邻 项 之 和 , 并且 当 5; 二 
S;(mod 11) 时 ,11 | Si 一 S ,于 是 符合 题目 要 求 的 数组 共有 7 组 . 
2.11 有 三 堆 石 子 的 个 数 分 别 为 19 ,8,9. 现 进行 如 下 操作 :每 次 
从 三 让 中 的 任意 两 淮 中 分 别 到 出 1 个 石子 ,然后 把 这 2 个 石子 都 加 到 男 
一 堆 上 去 .试问 ;能 否 经 过 若干 次 这 样 的 操作 使 得 
(1) 三 堆 的 石子 数 分 别 为 2,12,22; 
(2) 三 堆 的 石子 数 均 为 12. 
如 能 达到 要 求 ,请 用 最 小 的 操作 次 数 完成 它 , 如 不 能 达到 ,说 明理 
由 . 
(中 国 广州 .重庆 洛阳、 福州 武汉 初中 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] (1) 能 达到 . 
因为 原来 最 少 的 一 堆 8 个 石子 ,要 使 它 变 为 2, 至少 要 经 过 6 次 操 
作 , 事 实 上 ,6 次 可 以 成 功 ， 
(19,8,9) — (21,7,8) — (23,6,7,) —> (22,5,9) — (24,4,8) -> 
(23,3,10) ~— (22,2,12). 
(2) 不 能 达到 . 
由 于 每 次 操作 后 ,每 堆 石 子 数 或 者 减 1 ,或 者 加 2 ,不 妨 写 为 
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(ca,pc) 一 (CC 一 TD 一 1c+2). 

车 a,5,c 被 3 除 的 余数 均 不 相等 , 设 为 0,1,2, 则 操作 后 得 到 的 三 
个 数 a 一 1,5 一 1,c + 2 被 3 除 的 余数 为 2,0,1. 

于 是 ,每 次 操作 之 后 ,不 改变 三 个 数 被 3 除 的 余数 互 不 相等 的 关系 . 

由 于 开始 给 出 的 石子 数 为 19,8,9, 它 们 被 3 除 的 余数 为 1,2,0, 而 
阁 变 成 12,12,12, 则 它们 被 3 除 的 余数 都 为 0, 因 此 不 论 如 何 操作 ,都 不 
能 使 三 堆 石 子 数 均 为 12. 

2.12 有 1987 片 玻璃 片 ,每 片上 涂 有 红 、 黄 、 蓝 三 色 之 一 ,进行 下 
列 操作 :将 不 同 颜 色 的 两 块 玻璃 片 擦 净 , 然 后 涂 上 第 三 种 颜色 (例如 将 
一 抉 蓝 玻 璃 和 红 玻 璃 片上 的 红色 与 蓝 色 擦 掉 , 然后 在 两 片上 涂 上 黄 
色 ). 证 明 

(1) 无 论 开始 时 , 红 、 黄 、 蓝 玻璃 片 各 有 和 多少 片 ,总 可 以 经 过 有 限 次 
操作 而 使 所 有 玻璃 片 涂 有 同一 种 颜色 ; 

(2) 最 后 变 成 娜 一 种 颜色 ,与 操作 顺序 无 关 . 

(第 2 届 中 国 东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[证 ] 设 红 片 .黄片 和 蓝 片 的 数目 分 别 为 xyz 则 zy, 被 3 
除 的 余数 必 有 两 个 是 相等 的 . 

事实 上 ,不 妨 设 x=3atl,， y=36+2,， z=3c,， a,b,c 
为 整数 ,又 


让 六 


T+ y+z= 3(at+b+c+1) A1987. 
若 x,y,z 被 3 除 的 余数 都 相同 ， 也 导致 子 盾 . 
假设 y 和 z 被 3 除 同 余 , 设 
T=atm, y=60+n, z=3c+n. 

并 不 妨 设 cC 之 六 

若 c = 5, 则 本 题 得 证 . 

奋 c > 5, 取 黄片 35 + nn, 蓝 片 36 二 . 按 规则 操作 得 红 片 数 为 3a 
+ 66+ m +221 ,黄片 数 为 0, 蓝 片 数 为 3(c 一 6). 

接着 ,各 取 1 红 片 ,1 蓝 片 ,产生 2 黄片 ;再 各 取 2 黄片 ,2 蓝 片 ,产生 
4 片 红 片 ,这 时 黄片 仍 为 零 ,而 蓝 片 减少 了 3 片 , 即 蓝 片 为 3(c -5 -1)， 
如 果 c -5 -1 = 0 本 题 得 证 ， 个 见 类 似 再 操作 & 次 ,直至 c- 总 -1- 
& = 0. 

最 后 ,所 有 玻璃 片 都 涂 上 了 红色 . 
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最 后 产生 1987 片 红 片 是 因为 红 片 数 除 以 3 的 余数 与 蓝 片 .黄片 除 
以 3 的 余数 不 同 ,不 论 如何 操 作 , 都 不 可 能 改变 三 者 的 余数 之 间 的 关 
系 , 即 两 个 相等 而 异 于 第 三 个 , 故 最 后 变 成 哪 一 种 颜色 ,与 操作 顺序 无 
关 . 

2.13 “” 表 甲 是 一 个 英文 字母 电子 显示 盘 , 每 一 次 操作 可 以 使 某 一 
行 4 个 字母 同时 改变 ,或 者 使 某 一 列 4 个 字母 同时 改变 ,改变 的 规则 是 ， 
按照 英文 字母 表 的 顺序 ,每 个 英文 字母 变 成 它 的 下 一 -个 字母 ( 即 A 变 
成 B,B 变 成 C，… ,最 后 字母 Z 变 成 A). 





表 甲 表 乙 


问 :能 否 经 过 若干 次 操作 ,使 表 甲 变 成 表 乙 ?如 果 能 ,请 写 出 变化 

过 程 ,如 果 不 能 ,说 明理 由 . 
(第 4 届 祖 冲 之 杯 初中 数学 慷 请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 】 为 方便 计 , 将 表 中 的 英文 字母 用 它 在 字母 表 中 的 序号 代替 
( 即 A 用 1 代替 ,B 用 2 代 兰 ,…,Z 用 26 代 替 ), 这 样 表 甲 与 表 乙 就 相当 
于 两 个 4x 4 的 数 表 ,而 每 一 次 操作 就 相当 于 使 数 表 中 某 一 行 或 某 一 列 
的 每 一 个 数 被 26 除 时 的 余数 加 1( 因 为 共有 26 个 字母 .Z 是 26, 其 被 26 
除 时 的 余数 为 0, 也 可 看 作 26). 

我 们 只 要 证 明 表 甲 的 左上 角 的 4 个 字母 永远 变 不 成 表 乙 的 左上 角 
的 4 个 字母 就 可 以 了 . 


为 此 考察 2 x 2 数 表 { “ 外, 记 


k=(at+d)-(b+ce). 


wnt (0 ee (7 


( 4 1 或 (“1 | 或 不 变 这 时 ,变化 后 的 2x2 表 中 
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的 上 值 是 不 变 的 , 即 不 论 进行 多 少 次 操作 ,2 x 2 表 的 值 是 一 个 不 变 


量 . 

表 甲 左上 角 | 一 有 是 (» 6), 其 中 的 k= 45 - 35 = 10， 
表 乙 左上 角 | 是 (gs | 其 中 的 & = 16 - 10 = 6, 两 者 不 
同 , 表 甲 不 能 变 成 表 乙 . 


2.14 ”在 黑板 上 写 上 三 个 整数 ,然后 将 其 中 一 个 擦 去 , 换 上 其 他 
两 数 之 和 与 1 的 差 , 将 这 个 过 程 重 复 知 干 次 之 后 , 得 到 (17,1967， 
1983) . 问 :一 开始 在 黑板 上 写 出 的 三 个 数 能 和 否 是 : 

(1)(2,2,2); 

(2)(3,3,3). 

(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 我 们 进行 倒 推 : 

1983 = 1967 + 17 - 1， 
1967 = 1951 + 17 - 1 ， 
于 是 (17 ,1967 ,1951) ~— (17,1967,1983). 


又 1951 = 1935 + 17~1, 
即 (17,1935,1951) —> (17,1967,1951). 
由 此 可 得 
1983 = 1967 + 17 -1 


195S1 + 2.17-2 
1935+3.17-3. 


I 


| 


如 此 倒 推 下 去 ,由 于 
1983 = 31 + 122 . 17 - 122, 
1967 = 15 + 122 . 17 — 122. 
所 以 经 过 123 次 变换 ,有 
(17,1967,1983) <— (17,15,31). 
继续 这 种 变换 有 
(17,15,31) <— (17,15,3) <— (13,15,3) <— (13,11,3) < (9,11,3) 
< (9,7,3) < (7,5,3) <— (5,3,3) < (3,3,3). 
于 是 ,在 一 开始 ,黑板 上 可 能 写 (3,3,3) 而 不 可 能 写 (2,2,2). 
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2.15 ”在 黑板 上 写 上 数 1,2,3,…,1986,1987, 每 一 步 是 从 写 出 的 
数 中 擦 去 某 些 数 , 而 代替 它们 , 写 上 它们 的 和 除 以 7 的 余数 ,若干 步 之 
后 ,在 黑板 上 剩 下 两 个 数 ,其 中 之 一 是 987, 剩 下 的 第 二 个 数 是 什么 ? 

(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,每 一 步 中 保留 着 写 出 的 数 的 和 除 以 7 的 余数 . 

设 剩 下 的 数 为 x , 则 x + 987 等 于 和 

1l+2+..…+ 1986 + 1987 = 1987 . 7. 142 
除 以 7 的 余数 , 即 等 于 0. 

由 于 987 能 被 7 整除 , 则 x 也 能 被 7 整除 . 

又 因为 数 987 不 是 除 以 7 的 余数 ,所 以 x 是 被 7 除 的 余数 , 即 满足 
0 过 x 之 6, 所 以 

二 0. 

2.16 是 否 能 够 将 自然 数 1,2,… ,64 分 别 填 人 8 x 8 的 国际 象棋 
棋盘 的 64 个 方 格 内 ,使 得 形 如 图 的 任意 四 个 格 ( 方 向 可 以 任意 转 置 ) 内 余 
的 数 之 和 能 被 5 整除 . 


访 11 种 


(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 若 能 按 要 求 填 人 64 个 数 ,如 图 , 则 
Slat+b+ct+e, 
Siadt+b+t+cte, 








所 以 有 Sla-d.' 
同 理 可 证 
3id—-c, Sla-b, $if-e. 
又 Slat+bt+dte, 
Slatd+gt+f. 
所 以 有 S51(bp-g)+(e-f). 
因为 51e 一 了 ,所 以 
3 1 一 三. 


于 是 所 有 上 白 格 中 的 数 被 5 除 的 余数 相同 , 设 为 rj, 所 有 黑 格 中 的 数 
外 Q 5 除 的 余数 相同 , 设 为 ~:. 

因此 ,在 64 个 格子 中 所 填 的 数 被 5 除 的 余数 只 有 两 个 +; 和 7,. 而 
1,2,…,64 被 5 除 的 余数 有 5 个 .产生 矛盾. 

因此 ,不 能 有 满足 题目 要 求 的 填 数 法 . 
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2.17 甲乙 丙丁 四 人 分 别 按 下 面 的 要 求 作 一 个 解 为 zj,zaz 的 
一 元 二 次 方程 x-*+ pr+gq= 0. 

甲 ;: 记 ,q ,Xl, 2 都 取 被 3 除 余 1 的 整数 ; 

乙 :p,9,ZX1,X2 都 取 被 3 除 余 2 的 整数 ; 

再 :p,g 取 被 3 除 余 1 的 整数 ,xz ,x 取 被 3 除 余 2 的 整数 ; 

丁 :pp,9 取 被 3 除 余 2 的 整数 ,zi ,zz 取 被 3 除 余 1 的 整数 . 

问 :甲乙 两 本 是 否 能 按 上 述 要 求 各 自作 出 方程 , 老 可 以 作出 ,请 
你 写 出 一 个 这 样 的 方程 ,车 不 能 作出 ,请 你 说 明理 由 . 

(中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 若 x1 和 > 都 取 形 如 3n + 1 的 整数 , 设 zi = = 371 十 1 一 
3n2 + 1, 这 里 nn| 和 ns 是 整数 . 

由 韦 达 定理 

p=-[(3nt+1)+(3n2+1))] =-3(n+ n+1)+1, 

gq = (3n1 +1)(3n2 +1) = 3(3n1ns + nr + ns)+1. 
即 p 和 4 也 都 是 形 如 3n + 1 的 整数 ,而 不 能 为 形 如 3n + 2 的 整数 . 

所 以 丁 不 能 作出 方程 ,而 里 可 以 作出 方程 . 比如 Xi = 二 1,x2 二 1, 则 
户 =-2,9 = 1, 方 程 x? -~ 2x +1 = 0 即 合 于 对 甲 的 要 求 . 

者 zt 和 za 都 取 形 如 3n + 2 的 整数 . 设 zi = 32 +2， X27 = 3n2 
+ 2, 这 里 ny 和 7?; 是 整数 . 

由 韦 达 定理 

p=-[(3nx+2)+ (3n +2)] =— 3(n1 + n; +2)+2, 

gq = (3n1 +2){(3nz + 2) = 3(3n1n2 + 2n1 +2n,+ 1)+1. 

于 是 , 当 zf 和 zz 为 形 如 3n + 2 的 整数 时 ,zp 为 形 如 3x + 2 的 数 ， 
9 为 形 如 3n + 1 的 数 , 因 此 , 乙 和 丙 作 不 出 符合 所 要 求 的 方程 . 


2.18 ”对 于 任意 的 整数 n 之 1, 证 明 数 列 2.22,22 ,22 ,… 自 某 项 
起 ,各 项 对 同 余 . 


nt 


” (第 20 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 1] 为 方便 计 , 令 ao = 1， mw =2%*!, kEN. 
显然 , 当 i 过 j 时 ， 
Qi | aj. 


由 于 在 QO’, Gy 这 nn 十 1 个 数 中 , 必 有 两 个 数 对 模 n 同 余 , 因 
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Ci = Qi (mod n). 
车 自然 数 ; 宇 ;, 则 有 
-1-1 之 1/-2-1 之 0， 


Qj-i-l | Qs-i-1， 


所 以 Uji-—i~l | ai 
因此 Qj—i-l | Qs i ~ Qs-i-1, 
即 有 Dj-i-l -1| Di -il 一 于. 
此 式 又 可 化 为 
ai- 一 | “A —1. 
所 以 Ui-i 0 | Hs-itl YY Hs-i: 
又 有 F970 1 | 29-it1 04- 一 1 
QH i 一 1 
即 EN 
ds—i+l , Ditl 人 一 | 一 1 
al 2%-; 0 一 1 
人 4 一 f 昌 DU it] 一 上 Us—i+l 








— Ws—it+2 时 Ws—i+l 稳 N 


Qj-itl ~ 1 


重复 上 述 过 程 ,可 得 


Qi 一 a 
从 而 ast1 a, = kla;— a;)=0 (mod n ). 
其 中 为 自然 数 . 
取 = j,;j + 1,… 则 得 
dj SS ajtl SE Qj42 (mod 7 ). 
所 以 日 第 7 项 起 ,每 一 项 w 都 对 模 n 同 余 . 
[证 2] 用 数学 归纳 法 . 
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余 





1 浴 





a 


当 nn = 1 时 ,要 证 的 结论 显然 成 立 . 
对 于 x > 1, 假 设 对 于 所 有 小 于 n 的 自然 数 ,要 证 的 结论 成 立 . 
令 n = 2*g, 其 中 g 为 奇数 . : 
如 果 gq = 1, 则 要 证 的 结论 也 显然 成 立 . 
不 妨 设 g 是 大 于 1 的 奇数 , 记 

ao = Ya( = 2%,， i1=0,1,2,..…. 
由 于 2: 半 0 (mod g),， 0 三 1 三 gl1. 


所 以 存在 0 过 i < ;< g 1, 使 得 
‘三 2 (mod g), 
即 dd12 -2 =2202 — 1). 
于 是 qq12 一 一 1. 
记 = 二 7 一 7i, 则 


1 和 ”< gg 所 1, 且 
2' 三 1 (mod 9g). 
由 归纳 假设 ,存在 自然 数 i ,使 得 
Qi = 0 (mod r)， 对 所 有 i 之 六， 


于 是 Qa; = 0 + rh. 
从 而 对 任何 i 之 ,有 
ditl = 2 
=2%, , (27 
三 2 


一 ii+1 (mod gq). 
又 显然 存在 i,, 使 得 当 ;i 污 i; 时 ,2* | ai; 


今 z0 = max(zl + 1,17,). 
则 对 于 任何 i,j 之 io, 都 有 
a; = a; (mod 2*g ) ， 
即 Qi = 0 (mod nn ). 


于 是 对 于 n ,要 证 的 结果 也 成 立 . 
因此 ,对 所 有 自然 数 ,命题 成 立 . 


2.19 ” 设 集 合 A = 10,1,2,3,4,5,6!. 设 f:A 一 A 是 A 到 A 上 的 
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函数 ,对 于 zzE 4. 把 z- f(i) 被 7 除 所 得 的 余数 记 作 4d,(0 志 a; < 7)， 
如 果 ado,di,d2,d;3,d4,ds,dse 两 两 不 同 , 则 称 f 是 A 到 A 上 的 万 国 数 . 
(1) 判断 下 面 两 个 A 到 A 上 的 函数 户 , 记 是 不 是 D 函数 : 





(2) 设 f 是 4 到 A 上 的 DD 函数 ,d; 表示 i - f(i) 被 7 除 所 得 的 余 
数 (0 委 d <7), 令 Fi) = qdj,i€ 有 A, 证 明 下 也 是 A 到 A 上 的 D 函数 . 
(3) 证 明 所 有 A 到 A 上 的 不 同 的 D 函数 的 个 数 是 奇数 ， 
(理科 实验 班 入 学 数学 复试 ,1987 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 定义 列 出 下 表 





因为 d; 两 两 不 等 ,所 以 f, 是 D 函数， 
(2) 由 题 设 ,f 是 A 到 A 上 的 函数 , 且 
F(i) = di， 
则 0 F(i) <7. 
所 以 下 是 A 到 A 上 的 函数 . 
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又 i f(7i) = 7k; + qi;, 所 以 


i 一 i 一 i 一 F(i) 二 Tk; + f(2). 
站 因为 f(i)(i = 0,1,…,6) 两 两 不 同 ,所 以 下 是 A 到 A 上 的 DD 函数 . 
(3) 由 于 A 是 有 限 集合 ,所 以 A 到 A 上 的 函数 数目 为 有 限 个 ,因此 
从 A 到 A 上 的 DD 函数 也 是 有 限 个 . 


由 (2) 知 ,对 于 每 一 个 A 到 A 上 的 DD 函数 了 一定 有 一 个 A 到 A 上 
的 DD 函数 下 ,关键 在 于 下 关 了 的 有 多 少 个 ?F = f 的 有 多少 个 ? 

首先 计算 满足 下 关 f 的 DD 函数 的 数目 . 

设 f 是 A 到 A 上 的 DD 函数,F(i) = d(i), 即 下 是 按 (2) 得 到 的 万 
函数 ,对 于 下 用 同样 的 方法 可 以 得 到 一 个 DD 隐 数 G, 即 G(i) 是 i- 
F(i) 被 7 除 的 余数 ,由 (2) 知 ,i 一 下 (i) 被 7 除 的 余数 就 是 f(i) ,所 以 

GD = f/f(i), 0<i<6. 

这 就 是 说 ,从 下 出 发 得 到 函数 G, 而 G 就 是 f, 因 此 满足 FF 关 了 
的 DD 尔 数 是 两 两 配对 的 . 

所 以 ,下 关 了 f 的 DD 函数 数目 为 偶数 . 

下 面 央 求 下 = 了 的 函数 的 数目 . 

设 F(7?) = f( 让 ,又 F(i) = 4;, 则 

i— f(i) = 7k, +d,; = 7k,+ f(i). 
fi) = 一 全 ， 0 雪 FG) < 7. 
下 面 求 A(z). 
i = 0 时 ， 
f(0) = 5 = 一 ko. 
因为 0 二 - 六 to < 7, 所 以 
-2<ko 所 0. 

ko=0 或 ko =-1. 

ko 二 0 时 ， f(0) = 0. 

ko =- 1 时 ， 7(0) = 十 不 是 整数 

所 以 ko = 0， F(0) = 0. 

1 = 工时， 


一 7 有 1 -7k 
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所 以 k1 二 -1 或 Ai= 
kil 时 ,f(D) = 二 仿生 = 4 


ki = 0 时 ， f(1) = 六 不 是 整数 . 
所 以 Ri 一 一 ]， f(1) = 4. 


i 二 2 时 ,由 
0 过“ 和 <1， 
得 &2 二 一 1 或 ,= 0. 
=0 时 ，f(2) = 和 人 =1 
k2 = - 1 时 ， f(2) = 二 不 是 整数 昌 


所 以 有 &，= 0， f(2)= 1. 
同 法 可 求 f(3) = 5， (4) = 2，f(5) = 6， f(6)= 3. 
由 以 上 可 得 下 表 . 











所 以 经 验证 , f(i) = F(i) = qd; 为 D 函数 , 且 是 惟一 一 个 下 = 
的 DD 函数 . 

于 是 A 到 A 上 的 万 函数 个 数 为 奇数 . 

2.20 ” 设 n 是 奇数 . 试 证 存在 2x 个 整数 ai ,a2,…,ay;b1,62，…， 
,使 得 对 任意 一 个 整数 有 GO<R< 2), 下列 32 个 数 a; 二 ait1， ai++ 
b;,b;: + b+k.(i=1,2,…,n; 其 中 a,,! = al， btj;= 60, 0<J< 
n) 被 3n 除 所 得 的 余数 互 不 相同 . z : 

(第 8 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1993 年 ) 

[证 ] 设 a=3i-2，6;=3i-3 (i= 1,2,…,n), 则 有 
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中 尝 


Qi; + Qi+l =37 一 2+3(i+1)-2 


=6(i ~-1)+5 圭 2 (mod 3)， 中 
a;+ 6b;, =31—-2+3i1—3 

=6(0 -1)+1 王 1 (mod 3), © 
b+ ore =37—3+3(:+k)-3 

=6(i—-1)+3&k0 (mod 3), G) 


， 由 此 可 见 ,名 ,@,@ 三 组 数 对 模 3 不 同 余 ,因此 对 模 3x 也 不 同 余 ， 
亦 即 任何 来 自 不 同 组 的 两 个 数 被 3n 除 所 得 的 余数 不 相同 . 
下 证 同一 组 内 任何 两 数 对 模 3n 不 同 余 . 
事实 上 , 若 同一 组 内 有 两 数 对 模 3 同 余 , 即 存在 p,g，1 志 p<g 
二) ,使 得 
6(p—-1)+r 三 6(g ~1)+r (mod 3n), 
其 中 x = 1,2 或 3k, 则 
6(p—-1)=6(g—-1) (mod 3n), 


6p =6g (mod 3n ) ， 
2p = 2g (mod n ), 
2(p—-g) 三 0 (mod n). 


因为 n 是 奇数 , 则 24n, 又 1p-gqgl<n, 故 必 有 2(p-a)=0. 

于 是 有 p= 9, 与 p < g 户 盾 . 

所 以 无 论 第 一 组 (> = 2) ,第 二 组 (> = 1) 或 第 三 组 (x = 2k), 组 内 
任何 两 数 对 模 3” 不 同 余 . 

综 上 所 述 , 所 取 的 2n 个 数 


aa 
为 符合 题目 要 求 的 27 个 整数 . 
2.21 已 给 整数 4a,a,,…,a,(n 宇 3), 设 
nta;,i = 1,2,…,n, 


中 


7 al 十 C2 十 … 十 Cn 


求证 至 少 存在 个 由 0 或 1 组 成 的 不 同 数列 (e) ,ez,…'…，,ev) ,使 得 


总 有 


1 | elQal 十 ec2 十 … 十 elG，. 四 
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(第 32 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 显然 ,el = e = … = e, = 0 满足 @, 因 此 ,只 须 找 出 ~ 
1 个 不 同 的 非 全 零 数列 (el ,e,,… ,e; ) 使 之 满足 多 
可 以 证 明 满足 条 件 的 数列 (el ,e，,…,e,) 一 定 存在 .事实 上 , 令 
bo = 0， 
b=altat+"+a, i1= 1,2,,n. 
对 n+ 1 个 数 60,61,…,b, 被 n 除 , 必 有 两 个 数 对 mod n 同 余 , 即 
存在 0 过 1 之 上 过, 使 得 
b:— b, 三 0 (mod 7 ) ， 
即 1 | Qi 二 … 十 0. 
因此 可 以 有 
1 | elG1 十 e262 十 十 e+IGIL 十 十 El 十 + ean. 
设 已 有 下 个 有 上 述 性 质 的 不 同 数列 
(ei epsei ), i= 1,2,.…,k. 
其 中 1 志和 nn--2. 每 一 个 数列 均 满足 书 , 且 其 元 素 不 全 为 0. 
于 是 ,由 @ 可 知 ,其 元 素 至 少 存在 1 个 0, 两 个 1 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 
存在 11,2,…,n| 的 一 个 排列 1o1,o2,…,0,1 ,使 得 每 一 个 (ei ， 
ez,，…, ei ) 中 的 元 素 “1” 不 全 相连 (i = 1,2,…,). 即 对 每 一 个 i = 
1,2,… ,上 ,不 存在 1 硅 m; < t; 态 ,使 得 
1，, mi < jE ti, 
所 ”lo0， 其 他 . 
下 面 证 明 这 个 命题 . 
当 &= 1 时 ,显然 ,上 述 命 题 对 任意 宇 3 成 立 . 
假设 当 1 三 & 志 s 时 ,命题 对 任意 nn 之 上 +2 成 立 . 
下 面 考虑 有 = s + 1 的 情况 : 
对 任何 实 s+3, 在 (el ,ei2,…,em) 中 ,如 果 仅 有 1 个 元 素 为 “0”， 
或 者 仅 有 两 个 元 素 为 “1” , 称 这 种 元 素 是 “ 坏 ” 的 .每 一 个 数列 至 多 有 两 
个 “ 坏 ” 元素, 于 是 坏 元 素 的 总 数 三 2k = 2s + 2. 
由 于 nn 之 +2= s+3, 从 而 存在 1 二 w 志 no, 使 得 el, ,ez ，…， 
e(:+1)m 中 至 多 有 一 个 “ 坏 ” 元素 .不 妨 设 m = 1 ,上 且 eesl…ecrbnl 都 


寻 11 加 


同 
余 
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不 是 “ 坏 ” 元 素 , 于 是 对 任意 2 过 i 过 ;+1,(es,e3，,…,ei) 中 至 少 有 一 
个 元 素 “0” ,同时 至 少 有 两 个 元 素 "1", 且 n 一 1 宇 s+2. 


由 归纳 假设 ,存在 |2,3,…, ni 的 一 个 排列 1o2,…,01, 使 得 每 一 
个 (aa 和 人 ) (2 之 i 芝 s+1) 的 元 素 “1" 不 全 相连 .如 果 数列 


(eliyelo yelo ) 中 元 素 “1” 全 相连 , 当 el = 1 时 , 令 
Gj41) li 三 1 这 n 一 1, 





如 一 . 
1, i 二 1. 


则 (ei ,eio, ,eo ) ,lS is+l 的 所 有 元 素 “1” 不 全 相连 . 
当 el = 0 时 , 则 存在 2 之 1 过 ,使 
Ji， kj 人 1 
: | oi 其 他 . 
此 时 可 令 


] ， z 二 上， 
0 k<i<<n. 
则 对 所 有 < ? < 3 十 1 (eio, em ein ) 中 的 元 素 “1” 不 全 相连 . 
回 到 原来 的 问题 . 令 
co = 0,， Ci = as 十 ao 十 人 十 0o， 1 一 上 2，…，,7， 
则 存在 0 雪上 < 过, 使 四 
-C=0 (mod n). 
即 ji | Qo ， 


ol，1 二 ii 近 &-1， 
G; 三 


,+ +a . 
1， 上 +1T 委 ) 过 人 ， 
令 Ektlo 一 
; [0， 其 他 . 
显然 ， (ep+1 os Ek+! o)» ;Ck+1 = ) 满足 © 且 不 同 于 (ei ,em 


es ), i = 1,2,…,k. 


由 此 即 知 存在 n -1 个 不 同 的 非 全 零 数 列 (e],e,,… ,e,) 满足 @. 
2.22 ” 设 正 整数 &, 使 集合 
X= 1331,331 + 1,.…,331 十 到 | 
可 以 分 解 为 三 个 不 相交 的 子 集 A,B 和 C 的 并 集 , 且 这 三 个 集 的 元 素 之 
和 等 于 同一 个 值 . 
求证 上 尖 1(mod 3), 试 找 出 一 列 具 有 这 样 性 质 的 色 . 
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(中 国 浙 江 省 高 中 数学 夏令 营 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 题 意 知 
31331+ (331+1)+ 3+2)+ + (31+k), 
3| [+ D33a + 全 二 |， 


+ 

于 是 5| 6 1) 

从 而 31k(k+ 1). 

即 31k 或 31&+1. 

即 k 关 1 (mod 3). 

取 衣 +1= 6m, 即 有 &=6m 一 1 (m € NN) 就 可 得 到 符合 题 意 的 
一 列 数 . 

令 A;= 1331+i，331+i7+1 ,…，331+i+5|, 由 于 


(331+1i)+(31+i+5) 
= (B+i+1)+(31+i+4) 
= (3+i+2)+ (31+ i+3), 

所 以 只 要 把 Ao , Asc ;Al2 9 , Ag 6 每 个 集合 中 最 大 和 最 小 的 元 素 
作为 A 的 元 素 , 第 二 大 和 第 二 小 的 元 素 作 为 B 的 元 素 ,余下 的 作为 C 
的 元 素 即 可 得 到 所 需 的 子 集 A ,B,C. 

2.23 ”证 明 对 于 任何 素数 p 和 自然 数 n,n 户 .如 下 的 数 均 可 被 
Pp 整除. 

[过 1] 
2 (~ 1)*Ce 
(全 苏 数学 冬令 营 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 n= pgp+r，0 达 rr 过 pp, 则 
n(n—1)(n— pet+1) 
(pk)! 
_ (pg+r)(pg+r-1)(pg+r- pkt+1) 
Pk (pk 一 1)…3 . 2.1 
_ glg—-1).…(gqg—~k+1) 
k! 
三 CL (mod p). 


C™ = 


所 以 
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Sk 丰 水 


[2] , 
SC- 1)CE > (-1)C=0 (mod p). 
[4] 

故 户 | > (一 1)*CK. 

2.24 在 一 个 圆周 上 给 定 2000 个 点 , 取 其 中 
一 点 标记 上 数 1, 从 这 点 开始 按 顺 时 针 方 向 数 到 第 1 
二 个 点 标记 上 数 2, 从 标记 上 数 2 的 点 开始 按 顺 时 
针 方 向 数 到 第 三 个 点 标记 上 数 3( 如 图 ) ,继续 这 个 
过 程 直 到 1,2,3,… ,1993 都 被 标记 到 点 上 .圆周 上 
这 些 点 中 有 一 些 会 标记 上 不 止 一 个 数 , 也 有 一 些 
点 未 被 标记 上 任何 数 , 标 上 1993 的 那 一 个 点 上 标记 的 最 小 整数 是 什 


公 ? 


3 


(第 11 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 】 将 2000 个 点 按 顺 时 针 方 向 依次 记 为 1,2,3,…,2000. 
依 题 意 的 标 数 为 CC2， CC1993， 
于 是 al = 1，a;=3，4a3 二 6,…. 


a 1+24 +n = + 


2 
as = 1 1 = 1987021 三 1021 (mod 2000). 
故 al9o3 位 于 第 1021 号 位 置 . 
下 面 求 最 小 的 正 整 数 i ,使 得 
_ 的 =1021 (mod 2000). 


即 求 最 小 的 正 整数 大 ,使 得 
六 = 1021 + 2000k, 
i* + i ~ 2042 ~ 4000k = 0， 
,= 二 1+ v16000& + 8169 


使 i 是 最 小 正 整数 的 最 小 的 & = 3. 


此 时 ;i = 118, 即 标 上 1993 那 一 点 (第 1021 号 ) 上 标记 的 最 小 正 整 
数 是 118. 
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2.25 (1) 确定 所 有 的 正 整数 w ,使 得 2” 一 1 能 被 7 整除 . 
(2) 证 明 对 于 所 有 的 正 整 数 n， 2” + 1 不 能 被 7 整除 . 
(第 6 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] (1) 如 果 nn 是 3 的 售 数 , 设 n = 3k(k 是 正 整数 ) , 则 
2"—-1=2*-1 
= 8*—1] 
= (8— 1)(8:-!+ 8 2+.…+8+1). 
显然 ,2" -- 1 能 被 7 整除. 
如 果 不 是 3 的 倍数 , 则 可 设 n = 3k+1， nn = 3k +2(k 为 非 
负 整 数 ). 
当 n=3k+1 时， 
Fn 一 1 = 23&+1 一 1 
=2.8 -1 
=2(7+ 1)*—1. 
由 (7+ 1 六 被 7 除 时 余 1, 则 2(07+ 1 一 工 被 7 除 时 余 工 ， 于 是 2 
-1 被 7 除 时 余 1. 
因此 , 当 n = 3& + 1( 上 为 非 负 整数 ) 时 ,2” -1 不 能 被 7 整除 . 
当 =3&+2 时 ， 
27 一 1 2 一 1 
=4.8:-1 
=4(7+ 1)*—1 
于 是 2* -1 被 7 除 时 余 3. 
因此 , 当 nn = 3k + 2 (& 为 非 负 整数 ) 时 ,2” -1 不 能 被 7 整除 . 
由 以 上 , 当 且 仅 当 是 3 的 整数 倍 时 ,2”- 1 能 被 7 整除 . 
(2) 由 (1) 可 知 , 当 zz=38&，3&+1，38&+2 时 ,22 -被 7 除 
的 余数 依次 为 0,1,3. 
因此 ,2"+1=22-1+2 被 7 除 的 余数 为 2.3.5. 
于 是 ,对 任意 正 整数 nx， 2"”+ 1 总 不 能 被 7 整除 . 
2.26 ” 求 一 对 正 整 数 a ,6 ,满足 
(1)ab(a + 5) 不 能 被 7 整除， 
(2)(a + 5b) -a’ 一 6b" 能 被 7 整除 .验证 你 的 答案 . 
(第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
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[ 解 1] 设 正 整数 < ,2 满足 题目 要 求 ,并 令 p = 1 ,由 于 
(at+6b) 一 ao 一 6 一 7ap(a 二 b)(a: + ab+ bp?)*. 
因为 7fab(a + 5), 则 应 有 了 1 a? + ab + 六 
为 此 我 们 寻找 a, 使 PP 了 1a*+at1. 
设 a=7k+r,r=0,+1,+2,+3. 
由 74fe(a+1l), 则 > 和 天 0, -1 
a*+a+1l= 49k° +7k(27r+1)+r +r+1l. 
易 知 r=-3 时 ,71r2+r+1l, 从 页 71a2+a+1. 
此 时 at+ta+1=7(7R2 -5k+1), a=7k-3. 
再 设 &= 7h+ri，r=0,+1l, 土 2, 土 3, 则 
Thk* ~ Sk+l1 
= 7(49h° + 14hri) — 35h +7r 一 Sr +1. 
易 知 r = 3 时 ,7 1- Srl +1T ,从 而 71782 -SA +1. 
此 时 7& 一 Sk+1=7C7h2+437h+7), k=7h+3. 
为 使 717212 + 37h +7, 只 须 714, 令 有 = 71, 则 必 有 
717262+37h+7，71742 一 SA+1，731a2+a+1， 
此 时 4 = Fi+18,， b=1. : 
特别 地 取 1 = 0 时 ,a = 18， = 1 是 所 求 的 一 组 解 . 


[ 解 2] 由 7’ [l(at6) -a -6b =7ab(athb)(a? tab + 6 ), 
及 7 tab(a + 56), 
可 知 ,应 有 Blal+ab+b. 


下 面 我 们 求 满足 方程 o + ab + 5? = 73 = 343 的 正 整数 对 ， 
由 于 (a + 6) -ab=a*+wb+i+pb 之 3ab, 则 


3ab 委 343， 

ab < 114. 
于 是 有 343 志 (a+6) 343+114 = 457. 
解 得 19 守 a+b 21. 


令 a +b = 19, 此 时 可 得 ab = 18, 解 得 a = 18,6 = 1, 容 易 验 证 这 
是 一 对 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 . / 

2.27 设 f(r) = aor + alr" 十 … 十 az + oa 是 具有 整数 
系数 a0,al,… ,a,-_1,a, 的 多 项 式 . 

证 明 如 果 A(0), 了 (1),f(2),…,f(1992) 都 不 能 被 1992 整除 , 则 
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f(zx) 没有 整数 根 . 
(乌克兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 假设 f(x) 有 整数 根 %, 且 


m 汪 7 (mod 1992) 0 三 r < 1992. QO 
由 题 设 f(r) 不 能 被 1992 整除 . 
由 于 f(m) =0, 则 Fr)- Am) = f(r)， 

f(r)- flm) 
= aor m+t+a(r lm Tl)+ +a(r—m). 
由 四 可 知 ri-mi==0 (mod 1992)， 


其 中 i = 1,2,…,n. 从 而 
1992 | f(r)- fl(m) = f(r). 

与 f(r) 不 能 被 1992 整除 矛盾 . 

因此 , f(x) 没有 整数 根 . 

2.28 ”证 明 任 何不 超过 nn! 的 自然 数 至 多 可 以 表示 为 n 个 数 之 和 . 余 
并 且 这 些 数 中 任何 两 个 都 不 相等 ,同时 每 个 数 都 是 wn ! 的 约 数 . 

(第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 对 施用 数学 归纳 法 . 

(1)n = 1 时 ,1!1 = 1, 结 论 成 立 ; 

(2) 假设 结论 对 过 n 1 的 自然 数 成 立 . 

设 a 过 (n+ 1)!1, 则 

a= (n+l)d+r, dn!, 0r<n+i+l. 

由 于 4 委 n1, 由 归纳 假设 ,d 可 以 表示 为 不 超过 n 个 数 之 和 , 且 这 

些 数 两 两 不 等 ,每 个 数 又 都 是 n! 的 因数 . 即 
d= dit+d;+*…++d, 

这 里 a; 是 n! 的 不 同 因数 (i = 1,2,…,/), 生 1 之 n. 

那么 有 

a=di(nt+1)+dn+1)+" +d(n+1)+r. 

显然 这 个 和 中 的 加 数 不 多 于 n + 1 个 ,和 且 每 一 个 加 数 都 是 (x + 1)! 
的 因数 , 任 两 个 加 数 都 不 相同 . 

于 是 ,结论 对 n + 1 成 立 . 

由 (1),(2), 对 所 有 自然 数 n ,结论 成 立 . 

2.29 证 明 五 次 多 项 式 
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P(r)= x -3r11+67r ~3r+9r-6.- 
不 能 表示 成 两 个 次 数 低 于 5 的 整 系数 多 项 式 之 积 的 形式 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1962 年 ) 

[证 ] 首先 注意 下 面 的 事实 :如 果 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 能 表示 
成 两 个 整 系 数 多 项 式 的 积 的 形式 ,那么 可 以 认为 这 两 个 多 项 式 的 首 项 
系数 为 1. 

事实 上 ,如 果 乘 积 等 于 原 多 项 式 的 两 个 多 项 式 的 首 项 是 ao 达 ， 
box!; 则 由 copo = 1 可知, 或 者 ao = bo = 1, 或 者 oo = bo = 一 1, 当 ao 
= bo = 一 1 时 ,只 需 将 这 两 个 多 项 式 各 项 都 变 号 就 变 成 ao = bo = 1 的 

若 多 项 式 P(x ) 能 分 解 成 两 个 次 数 低 于 5 的 整 系数 多 项 式 的 积 的 
形式 ,那么 只 有 两 种 可 能 ;一 种 是 分 解 为 一 次 多 项 式 (x + a) 与 四 次 多 
项 式 Q(x) 的 积 ,一 种 是 分 解 为 二 次 多 项 式 (z + az + az) 与 三 次 多 
项 式 (z3 + bz2 + bx + 5b3) 的 积 . 

(1) 假定 

ti -3z4+6z3-3z2+9zrz-6=(z+alG(zr)， (OD 

若 外 式 成 立 , 则 对 所 有 实数 zx 都 成 立 ,特别 地 , 令 x =- a,@ 式 也 

应 成 立 ,此 时 有 
-a -3a4-6a3-3a2-9a-6=0. O 

略 a 是 3 的 倍数 , 则 -a3 一 3a4 一 6a -9a 是 9 的 倍数 ,而 6 不 是 
9 的 倍数 ,所 以 名 式 左边 不 是 9 的 倍数 ,因而 它 不 可 能 是 0. 

大 a 不 是 3 的 倍数 , 当 a 被 3 除 余 1 时 ,a”5 + 3a4+6a?+3a?+9a 
+6 被 3 除 余 1, 当 被 3 除 余 2 时 ,as+3a4+6a3+3a2+ga +6 被 
3 除 余 2, 因 此 ,GO 的 左边 不 能 为 0. 

于 是 ,中 式 不 可 能 成 立 . 


(2) 假定 
1 3r1+67rx -3 +9r-6 
= (x + arta)(r + br + bx + 6b3). (3) 
比较 @@ 式 两 边 x 同 次 寡 的 系数 ,得 
a2203 一 一 0， 


OO 


C1D3 十 C2P2 一 9 ， 
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aib» + a2b1 + b3 =—3, 

aibl +t a2 + b; 三 0， 

al+ b=—3, 
从 图 式 可 以 看 出 ,ay 和 6b3 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 是 3 的 倍 
若 31as, 生 3 +16;， 


目 合 © 并 @AQQe 


则 由 @ 可 知 3 1 ci， 

由 人 @ 可 知 3 | b;. 

曲 与 @ 于 盾 . 

车 3ta2, 且 3 1 5b;. 

则 由 人 知 3 | 02， 

由 人 @@) 知 3 1 01， 
由 (GO 知 3 | a2， (2 
DD 与 名 看 盾 . 

于 是 @ 式 不 可 能 成 立 . 


由 (1),(2), P(x) 不 能 表示 成 两 个 次 数 低 于 5 的 整 系数 多 项 式 之 
积 的 形式 . 
2.30 ” 求 具 有 以 下 性 质 的 最 小 正 整 数 ” ,使 得 对 于 任意 选 定 的 > 
个 整数 ,至 少 存在 两 个 数 ,它们 的 和 或 差 能 被 1991 整除 . 
(澳大利亚 数学 通讯 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 取 996 个 整数 的 集合 
M= la,la;=0,1,2,.…,995|. 
则 对 于 所 有 的 i 了 关 j，i,j = 0,1,2,…,995. 
a; + a; < 995 + 994 = 1989, 
0 <|a;— a; |< 995. 
所 以 M 中 任意 两 数 的 和 与 差 都 不 是 1991 的 倍数 . 
设 n = 997,al,az,…，,a99 是 任意 给 定 的 997 个 整数 . 
各 a; 天 a; (mod 1991), 对 所 有 i 关 j, 则 由 于 
- 995, — 994,.…,0,1,2,.…,995 
是 1991 的 完全 剩余 类 , 故 不 妨 假 设 | a; 1 委 995. 
此 时 ,由 于 ”= 997 > 996, 所 以 至 少 存在 两 个 不 同 的 数 a;，aj ,使 
得 a; = 一 aj, 于 是 有 
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1991 | (a; + 四) 
2.31 ”100 个 不 大 于 100 的 自然 数 之 和 等 于 200 ,证 明 可 以 从 中 挑 
出 若干 个 数 来 ,使 它们 的 和 恰 为 100. 
(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 这 100 个 自然 数 为 
Cl 2 100.: 
若 al = as = … = al%; 则 结论 显然 . 
若 QiyG2… ,00 中 至 少 有 两 个 数 互 不 相等 ,不 妨 设 Ql 天 a2. 
我 们 考察 下 列 这 100 个 数 : 
Qi Q2, QI+ a CI 二 CQ 二 aaa， al 十 CQ 十 … 十 Q99. 
这 100 个 数 被 100 除 得 到 100 个 余数 , 若 有 一 个 余数 为 0, 则 这 个 余 
数 所 对 应 的 数 能 被 100 整除 . 车 没有 一 个 余数 为 0, 则 这 100 个 余数 中 
只 有 1,2,…,99 这 99 种 可 能 ,于 是 必 有 两 个 余数 相等 ,于 是 这 两 个 数 的 
差 能 被 100 整除 . 
因此 ,上 述 100 个 数 中 或 者 有 一 个 数 能 被 100 整除 ,或 者 有 两 个 数 
的 差 能 被 100 整除 . 
由 于 这 个 数 或 这 个 差 大 于 0 而 小 于 200 ,于 是 这 个 数 或 这 个 差 恰 好 
等 于 100. 
若 这 个 数 等 于 100, 则 结论 得 证 . 若 有 两 个 数 的 差 等 于 100, 则 这 两 
个 数 的 末 两 位 相同 ,因此 由 “ < 100 可知 ,这 两 个 数 不 可 能 是 a| 和 a， 
于 是 只 能 是 
dal+ayt+ ”+a; 与 a +azt++ta (i>)), 
或 cj 与 al+as 十 … 十 Qi， 
或 5 与 al 二 an 十 … 十 ai 
此 时 ,它们 的 差 :ajiy + at+ 十 Qi 或 aq; 二 aj, 或 al ++a3 
+ … 十 a; 恰好 等 于 100. 
由 以 上 可 知 , 恰 有 若干 数 之 和 等 于 100. 
2.32 证 明 在 21-1,2 123 -1 22 一 1 中 至 少 有 一 个 数 
能 被 ”整除 ,其 中 为 大 于 1 的 奇数 . 
(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 考察 数 
20 21.2- ,221 
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它们 被 x 除 的 余数 设 为 
rosris72s' "srnl. 
因为 ”为 大 于 1 的 奇数 ,所 以 nn 12' (i = 0,1,…,n 一 |). 
所 以 ,ro;ri,r2,… ,74-1 这 个 余数 只 有 1,2,…,n 一 1 这 nn ~1 种 
情形 ,因而 有 两 个 余数 相等 ,不妨 设 为 


re 二 六， 0 三 kiln-1l. 
于 是 n | 2 — 2*. 
即 n | 24(2 2 — 1). 
因为 奇数 ”与 偶数 2 互 素 , 则 
2 12 从 一 | 


由 于 0< 7 -& 委 1 1, 则 2 -1 是 21 一 1 2 一 1 22 一 
1 中 的 一 个 ,于 是 问题 得 证 . 
2.33 对 任 给 的 97 个 互 异 的 正 整数 al ,a2,… ,ao7, 试 证 其 中 一 
定 存 在 四 个 正 整 数 , 仅 用 减 号 . 乘 号 和 括号 将 它们 适当 组 合 为 一 个 算 
式 , 其 结果 是 1984 的 倍数 . 
(中 国 北京 市 初中 三 年 级 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 因为 1984 = 64 31 : 
故 在 a1,a2,…,a6s 这 65 个 互 异 的 正 整 数 中 , 至少 有 两 数 被 64 除 
的 余数 相同 ,不 妨 设 
al = 64ki+r, a = 64k2+r,0r < 0604. 
则 64 | (al — a2). 
在 ab6,ab6y ,ao% 这 32 个 互 异 正 整 数 中 ,全 少 有 两 数 被 31 除 的 余 
数 相同 ,不妨 设 
at6 = 31mi+r,yao = 31m2+r,0r < 31, 
则 31 | (ak6 — a67). 
因为 (64,31) = 1, 所 以 
1984 | (al ~ a3) (a66 ~ a67). 
于 是 Ql Hd23 663 67 即 为 所 求 的 四 个 互 异 正 整数 . 
2.34 ” 设 目 然 数 nn 有 下 面 性 质 :从 1,2,…,n 中 任 取 50 个 不 同 的 
数 , 这 50 个 数 中 必 有 两 个 数 之 差 等 于 7, 求 这 样 的 ”的 最 大 值 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
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[ 解 ] 因为 50 = 7.7+1, 由 抽 民 原则 ,从 1,2,3,…,97,98 这 98 
个 数 中 , 任 取 50 个 数 , 必 有 8 个 数 被 7 除 所 得 的 余数 相同 , 设 余数 为 x， 
r E10,1,2,.…,6|. 

又 因为 98 = 14 .7, 所 以 在 1,2,3,…,98 中 恰 有 14 个 数 被 7 除 余 
r, 这 14 个 数 中 ,任意 8 个 不 同 的 数 , 必 有 两 数 之 差 等 于 7, 即 98 具有 是 
中 的 性 质 . 

” 另 一 方面 ,在 1,2,3,…,99 中 ,可 取 下 列 这 50 个 数 . 

1，2，3，4，5，6，7， 
15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 
29, 30, 31, 32, 33, 34,35， 
43, 44, 45, 46, 47, 48, 49， 
57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 
71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 
85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 
99. : 

它们 之 中 任 两 个 数 之 差 都 不 是 7, 所 以 1,2,…,99 这 99 个 数 没 有 
题 中 的 性 质 . 

因此 ,满足 要 求 的 n 的 最 大 值 为 98. 

2.35 ”证 明 从 任意 200 个 整数 中 ,可 以 选 出 100 个 ,使 这 100 个 数 
的 和 能 被 100 整除 . 

(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 用 局 ,表示 下 面 这 个 一 般 的 命题 :从 任意 2m -1 个 整数 中 ， 
可 以 选 出 m 个 数 ,使 它们 的 和 能 被 m 整除 ， 

(1) 首先 证 明 P, 成 立 ， 

即 从 任意 3 个 整数 中 ,可 以 选 出 2 个 数 ,使 它们 的 和 能 被 2 整除 . 

事实 上 ,任意 3 个 整数 中 一 定 有 2 个 数 的 奇偶 性 相同 ,选取 这 两 个 
数 ,它们 的 和 即 能 被 2 整除 . 

(2) 其 次 证 明 P; 成 立 ， 

即 从 任意 9 个 整数 中 ,可 以 选 出 5 个 数 ,使 它们 的 和 能 被 5 整除 . 

把 9 个 整数 分 别 除 以 5 得 到 9 个 余数 x ,满足 x, € 10,1,2,3,4}， 
i = 1,2,.…,9. 

在 r; 中 着 有 5 个 相同 , 则 选取 这 5 个 x; 对 应 的 整数 ,它们 的 和 一 定 


108 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





能 被 5 整除 ; 

在 +; 中 车 没有 三 个 相同 , 则 0,1,2,3,4 均 出 现在 x; 中 , 取 五 个 余数 
不 辣 的 整数 , 则 它们 的 和 一 定 能 被 $ 整除 . 

若 某 个 余数 > 在 中 或 者 出 现 3 次 ,或 者 出 现 4 次 ,我 们 可 以 认为 
这 个 x = 0, 否 则 着 r 关 0, 可 以 把 5 一 + 补 到 9 个 余数 中 ,此 时 仍 可 保持 
5 个 数 的 和 能 被 5 整除 . 

可 以 证 明 在 任意 g 个 整数 中 ,一 定 可 以 选择 若干 个 数 , 使 它们 的 和 
能 被 g 整除 . 

这 是 因为 ,对 于 al,a2,… ,a 这 g 个 整数 ,构造 和 

Aa tt a7, CT+TCI 二 CEG3 “"',， QI 十 CD 十 十 Gu 

这 g 个 和 数 , 若 有 一 个 能 被 " 整除 , 则 命题 得 证 , 若 没有 一 个 能 被 g 
整除 , 则 有 v - 1 个 余数 ,显然 有 两 个 和 被 g 除 的 余数 相同 ,于 是 这 两 个 
和 的 差 能 被 g 整除 . 

因此 ,从 5 个 非 零 余数 ~ 中 可 以 挑选 若干 个 (2 至 5 个 ) ,它们 的 和 
能 被 5 整除 ,再 把 余数 增补 到 5 个 (如 添加 x = 0 的 数 ). 

由 以 上 ,P; 得 证 . 

下 面 再 证 明 : 

(3) 如 果 命 题 P 和 P,, 成 立 ,那么 命题 已 , 也 成 立 . 

设 给 定 2km - 工 个 整数 ,按照 已, ,可 以 从 中 选择 一 组 mx 个 数 ,使 它 
们 的 和 能 被 x 整除 ,从 剩 下 的 2&km - mm - 工 个 数 中 ,照样 再 选 出 同样 一 
组 m 个 数 ,接着 再 从 竹下 的 2Az -2m - 工 个 数 中 选 出 m 个 数 ,等 等 ， 
共 选 2& - 1 次 ,此 时 还 剩 下 2km 一 (28 -1)m -1= 及 -1 个 数 . 

再 考察 所 选 出 的 2& - 工 组 的 算术 平均 值 , 它 是 一 个 整数 ,按照 PP， 
从 中 可 以 选择 上 个 数 , 它 们 的 和 能 被 上 整除 .于 是 这 相应 上 组 中 共 Am 
个 数 显 然 能 被 em 整除 .因此 ,命题 Pi, 得 证 . 

因为 100 = 2.:2，5.5, 由 (1),(2) 和 (3), 就 可 以 得 到 Pio ,从 而 证 
明了 从 199 个 整数 中 可 以 选 出 100 个 数 , 它 们 的 和 能 被 100 整除 ,从 而 
本 题 得 证 . 

2.36 ” 试 证 对 每 一 个 正 整 数 都 存在 一 个 它 的 倍数 ,该 数 包 含 全 部 
十 个 阿拉 伯 数 字 . 





(第 16 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[证 1] 设 p = 1234567890 . 10*,n 为 给 定 的 正 整 数 ,k 是 使 


界 数 学 奥林匹克 解 题 大 辞典 109 





Sr 出 活 


10* > 2 的 一 个 整数 . 
则 p+1,p+2,…,p+n 是 n 个 以 1234567890 开始 的 十 进 制 数 ， 
这 nn 个 数 中 必 有 一 个 是 的 倍数 . 
[证 2] 设 是 给 定 的 正 整数 . 
又 设 A = 1234567890 z 
并 记 AA…A = 12345678901234567890:…1234567890， 
i 个 :组 


则 在 数列 


A,，AA，…， AA.…A 
+1 组 
中 , 必 有 两 数 对 n 同 余 . 设 为 AA…A,AA… 有 A 对 同 余 , 则 
i 组 J 组 


AA…A - 44…A 
A 


i 组 组 
是 n 的 倍数 ,而 这 个 数 由 全 部 十 个 阿拉 伯 数 字 组 成 . 
2.37 ”已 知 整数 al ,a,,…,aio. 证 明 存 在 一 个 非 零 数列 
| >， 2 Xo!， 
使 得 所 有 zx; € 1- 1,0,1}， 并 且 和 》) za 被 1001 整除 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ， 1988 年 ) 
[证 ] 考虑 形 如 


y》 一 tas, tt; € {10,1| 
的 数 . 

这 样 的 数 共 有 2”= 1024 个 ,因此 必 有 两 数 ( 设 为 y = 2 wia;， 
yz = tai) 除 以 1001 之 后 得 到 相同 的 余数 , 则 这 两 个 数 的 差 y -- y， 
能 被 1001 整除 . 


10 
-y= > (和 一 去 )a 
[二 1 
令 xz =| ;一 1, 则 由 二 ,ft; € 10,1| 可 知 
«i EE [一 1,0,11, 


110 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





且 1001 | 2 za， 其 中 rr，…zlo 不 全 为 0. 
2.38 设 n 宇 4 是 整数 ,al,as,…,a, EE(0,2n) 是 n 个 不 同 的 整 
数 .证 明和 集合 ial,a;,… ,a,| 有 一 个 子 集 , 其 元 素 的 和 被 2n 整除. 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] (1) 若 nn fal,a2,…,a,|, 则 
Ql a 0 2n -al, 2n -a , 2n-a, 
是 22 个 小 于 2n 的 正 整 数 , 因此, 其 中 必 有 两 数 相等 , 又 因为 ai， 
az ,Qan 彼此 不 等 ,所 以 有 i,j 使 
Qa? = 2n -aj, 
因为 n 区 1a1,a2,…,ay| ,所 以 i 了 关 j, 即 a; 和 a; 是 两 个 不 同 的 整数 , 生 
满足 
Qi 十 Qi = 2n. 
于 是 1a;,a,| CC lai,a2,"… ,an|, 且 ai 十 Qi 一 27? ， 
(2) 铬 nn E€ ial,as,…,an|. 
令 a, = nn. 
考虑 一 1 个 ( 宇 3) 整数 
dl 2 **， Un-l 
则 其 中 至 少 有 两 个 数 的 差 不 能 被 n 整除 . 
这 是 因为 ,大 每 两 个 数 的 差 能 被 x 整除， 则 由 这 两 个 数 不 等 ， 它们 
的 差 必 不 小 于 ,这 时 有 三 个 数 a; < a; < a， 
ap — a; = (a — a;) + (ai 一 ai) 之 27， 
则 a4 之 2n + a; 不 属于 区 间 (0,2n), 导 致 巴 盾 . 
设 ai 与 az 的 差 不 能 被 n 整除 ,考虑 下 面 ”个 整数 
aj, G7, a ta2, 6 十 ao 二 43) QI 二 QQ2 二 十 G 1， 
替 它 们 被 n 除 的 余数 都 不 相同 , 则 其 中 必 有 一 个 能 被 n 整除 . 
各 有 某 两 个 数 对 模 n 同 余 , 则 它们 的 差 能 被 n 整除 ,显然 不 能 是 
a2 - 41, 因 此 这 个 差 必 定 是 a1,a2,… ,a,-1 中 某 些 数 构成 的 和 ， 
因此 ,集合 jal,a;,…,a,-1| 必 有 一 子 集 , 其 元 素 之 和 等 于 kn. 
者 & 为 偶数 , 则 结论 已 成 立 . 
石上 为 奇数 , 则 将 a,, = n 加 入 这 个 子 集 ,其 和 就 为 & 的 偶数 倍 , 结 
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论 也 成 立 . 
2.39 设 aj,;,…,alm 是 1,2,…,100 的 一 个 排列 ,对 于 1 过 i 过 
100, 令 5,=al+ay+…+a;，7; 是 b; 除 以 100 所 得 的 余数 . 
证 明 ri ;2 ,jo0 至 少 取 11 个 不 同 的 值 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[证 ]】 大 rr ,rio 只 取 个 值 , 且 nn 志 10, 则 由 
Lp = be — be-i 
rr (mod 100). 
知 x 至 多 有 10 种 取 法 ,nh_| 至 多 有 10 种 取 法 , 且 与 二 -| 取 相 同 值 时 
其 差 均 为 0, 此 时 有 9 种 可 能 ,所 以 
2 至 多 取 
.11-7m+l 和 10.10-10+1= 91. 
与 wp 有 100 个 相 予 盾 . 
所 以 x,r2,… ,ri 至 少 取 11 个 不 同 的 值 . 
2.40 ” 试 求 出 一 切 可 使 n . 2* + 1 被 3 整除 的 自然 数 ，. 
(第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 大 3172 .22+ 工 , 则 
n*2” 三 2 (mod 3). 
当 n = 6k+1 (k= 0,1,2,…) 时 , 
n° 2" =(6k + 1). 26k+! 
=(12k + 2) . 43* 
= (12k + 2)(3 + 1)3 
寺 2 (mod 3). 
` 当 n=6k+2 (k= 0,1,2,…) 时， 
n * 2" = (6k + 2) .26k+2 
= (24k + 8) : (3 + 1)3* 
法 2 (mod 3). 
当 n = 6k+3 (k= 0,1,2,…) 时， 
nn * 2” = (6k + 3). 264+3 
=0 (mod 3). 
当 n = 6k+4 (k= 0,1,2,…) 时， 


112 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





1 2" =(6k + 4) .26414 
~ (96k + 64) . 26 
= (96k + 64)(3 + 1)3 
三 1 (mod 3 1) . 
当 n =6k+5 (k= 0,1,2,…) 时, 
n*2" =(6k + 5) .20" 
=(6. 32k + 160)(3 + 1)3* 
三 ] (mod 3). 
当 n = 6k (k= 1,2,…) 时， 
n*2" = 6k .20 
0 (mod 3). 
由 以 上 , 当 且 仅 当 nn = 6k + 1,6k + 2 时 ,n: 2” 能 被 3 整除. 
2.41 沿 着 圆周 写 了 1953 个 数码 , 现 知 ,如 果 从 某 个 确定 的 位 置 
开始 , 依 顺 时 针 方向 逐个 读 出 这 些 数码 ,所 得 到 的 1953 位 数 可 被 27 整 
除 .证 明 : 不 论 从 哪个 位 置 开始 , 依 顺 时 针 方 向 逐个 读 出 这 些 数码 ,所 得 
到 的 1953 位 数 全 都 可 以 被 27 整除 . 
(第 16 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 ] 设 从 某 个 位 置 开始 的 1953 位 数 为 
A = alaz…a_ ta (n = 1953), 
则 由 已 知 ， 27 1 A. 
我 们 只 要 证 明 B = aya1a，…a, 1 能 被 27 整除 ,以 后 ,每 次 将 1 个 
数码 从 数 尾 移 至 首位 ,就 可 得 到 全 部 数 能 被 27 整除 . 
考察 10B + a， 
10B+a, =a, 102+A 


An “99:*…9+At+t dn: 
1953 个 


由 于 ”99…9 和 A 都 能 被 27 整除, 则 


1953 


10B + a, = a, (mod 27), 

10B 和 0 (mod 27). 
又 (10,27)= 1, 则 号 三 0 (mod 27 ) . 
于 是 B 能 被 27 整除 . 
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2.42 ”有 一 个 120 位 的 数 ,将 它 的 头 12 位 数码 以 一 切 可 能 的 方 
式 重 新 排列 ,然后 从 按 这 种 方法 所 得 到 的 120 位 数 中 随意 挑 出 120 个 数 
来 ,证 明 它 们 的 和 可 以 被 120 整除 . 

(第 30 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 设 这 120 个 120 位 数 的 前 12 个 数码 分 别 组 成 的 数 为 

AI， >， Ai20， 
而 每 一 个 数 的 剩余 的 108 个 数码 组 成 了 数 B. 
这 时 ,这 120 个 数 的 和 为 
S = (Alt+.……+ Al): 10'% + 120B. 

由 于 每 一 个 A; 被 3 除 时 的 余数 都 相同 , 则 A, +…+ A 能 被 3 整 
除 ,而 10 炙 能 被 40 整 除 , 又 因为 (3,40) = 1, 则 (Aj+… + Ai0) .10108 
能 被 120 整除 ,从 而 S 能 被 120 整除 . 

2.43 ”在 每 张 卡片 上 各 写 着 从 11111 到 99999 的 五 位 数 ,然后 把 
这 些 卡 片 按 任意 顺序 排 成 一 排 .证 明 所 得 到 的 444445 位 数 不 可 能 是 2 
的 器 . 

(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 注意 到 10 除 以 11111 时 ,有 余数 1, 即 

105 三 ] (mod 11111). 
记 五 位 数 11111,11112,…,99998,99999 的 任意 一 个 排列 为 
dl1 4d2,°"", 488889. 
把 这 88889 个 五 位 数 排 成 一 个 444445 位 数 A , 则 
A = al .10444440 + a 10444435 | .十 aggggg ， 105 + 4g8g89 
由 1 兰 1 (mod 11111 ) ， 
得 10: 三 1 (mod 11111) kE€EN. 
于 是 有 
AS=al+ay+'* + agggg9 (mod 11111). 

由 于 al + az + … + aggggg 

= 11111 + 11112 + :… + 99999 


_ 11111 : 99999 .gggg9 


= 11111. 3，88889. 
所 以 4=al+az+…+assgsg 三 0 (mod 11111). 
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于 是 数 A 能 被 11111 整除 ,因而 不 可 能 是 2 的 震 . 
2.44 ”接连 写 出 19 至 80 的 两 位 数 . 问 : 所 得 到 的 数 
19202122…787980 
能 被 1980 整除 吗 ? 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 A = 19202122…7980. 


显然 201A. 

由 于 100* = (99 + 1)* = 99M+1. 
其 中 M 为 正 整数 ,& 为 正 整 数 . 

所 以 100* 二 1 (mod 99). 

于 是 有 


A =19. 100° + 20. 100% + ... + 79. 100 + 80 
=(19 + 20 + 21 + :+79 + 80) 
三 31 .99 
二 0 (mod 99). 
于 是 99 | A. 
又 因为 (20,99) = 1. 所 以 
20. 99 = 1980 1 A. 
2.45 ”将 所 有 可 能 的 由 7 个 数码 所 构成 的 序列 ( 即 由 0000000 到 
9999999) 按 某 种 顺序 一 个 接 一 个 地 写 出 来 ,证 明 所 得 到 的 70000000 位 
数 可 被 239 整除 . 





(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 显然 有 
10’ 二 1 (mod 239). 
设 A 和 B 是 两 个 七 位 数 , 则 
AB=A.10+B=A+B (mod239). 
于 是 所 得 到 的 70000000 位 数 与 这 10000000 个 7 位 数 之 和 对 模 239 
同 余 、 
这 10000000 个 7 位 数 之 和 为 


1 +24+3+..+9099999 = 广 . 107(107 - 1). 


由 于 239 | 107— 1. 
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则 所 得 到 的 70000000 位 数 能 被 239 整除 . 

2.46 ” 按 公 元 纪年 ,(1) 年 数 不 能 被 4 整除 是 平年 ;(2) 年 数 能 被 4 
整除 ,但 不 能 被 100 整除 是 半年 ;(3) 年 数 能 被 100 整除 ,但 不 能 被 400 
整除 是 平年 ;(4) 年 数 能 被 400 整除 是 六 年 ;(S$) 国 年 366 天 ,平年 365 
天 .证 明 圣 诞 节 在 星期 三 的 概率 不 是 -了 

(第 10 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1950 年 ) 

[证 ] 任何 接连 400 个 阳历 年 中 ,有 303 个 平年 ,97 个 半年 ,共有 

365. 400 + 97( 天 ) 
由 于 365 尘 1 (mod 7)， 
400 二 1 (mod 7) 
97 三 -1 (mod 7)， 
则 7 1 365 . 400 + 97. 
在 400 年 内 共有 整数 个 星期 , 即 20871 个 星期 . 
因此 ,圣诞 市 在 星期 中 轮流 出 现 的 日 子 是 400 次 . 


如 果 N 年 的 圣诞 节 是 在 星期 三 , 则 圣诞 节 在 星期 三 的 概率 是 :六 ， 


但 


人 二 土 
4007 7. 
2.47 ”在 小 于 10000 的 正 整 数 中 ,有 和 多少 个 整数 zx, 可 使 25 - x? 
能 被 7 整除 ? 
(第 6 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
[ 解 】 首先 我 们 证 明 
2 和 一 (21 + 7) 关 二 2 一 于 (mod 7). 中 
其 中 E 411,2,3,…,21| 
事实 上 ,由 
2 = (23) =82 三 1 (mod 7), 
则 2 和 7 二 2” (mod 7). 
又 (21 + 7) = 212+42r + 关 2 三 广 (mod 7) ， 
从 而 中 式 成 立 . 
由 只 式 可 知 ,27 - x? 被 7 除 的 余数 以 21 为 周期 呈 周 期 性 变化 . 
令 工 = 1,2,…,21 可 求 出 27 - xr? 中 有 6 个 数 能 被 7 整除 . 
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即 过 = 2,4,5,6,10,15 时 ,2* 一 x 被 7 整除 . 
由 于 10000 = 476 . 21 + 4， 


于 是 从 1 到 10000 中 有 
476 .6+1= 2857 


个 zx, 使 2 -- x? 能 被 7 整除 . 
2.48 。 试 求 10 10 + 100 +… + 101 被 7 除 的 余数 
(第 5 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1939 年 ) 


[ 解 ] 设 A = 10%+10' +10!0 二 …+10% ， 
首先 我 们 证 明 , 若 612 ->, 则 7110”- 10 (2 >>7). 
事实 上 ， 
10"_ 10r =10"(10"" -1) = 10"(10% — 1) 
=((10)* —1): 10". 
因为 10: 三 1 (mod 7), 所 以 
(105)* -1 二 0 (mod 7). 
即 7110" — 10”. 
另 一 方面 ，6110: 一 10 (4 宇 1)， 则 
A-10.100+10:101 
_ (1080 ~ 100) + (10 -100)+…+(100 -100) +10:100. 





由 于 6110: 一 10， 则 
7 | 10' — 10. 
于 是 有 
A=10 :10 (mod 7). 
一 1011 
= (7 十 3)8 
二 31 
==35 . 36, (mod 7) 
由 于 3 三 5 (mod 7) ， 
36 三 1 (mod 7) 
于 是 A=5 (mod 7). 
即 A 被 7 除 的 余数 是 5. 
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风光 


2:49 设 riyz，……z 为 nn 个 整数 ,& 为 小 于 nn 的 整数 , 令 


SI = XI+ X27+ 二 xh， T= XT T+ "+ xy, 
S23 = X32+ XI3+ + Tetl, 了 ?> 一 rat2+ Tat3 t+ xi t+ Xi, 
Ss3= Tz3+ rat +t xe, TT3= Tar3t+ Tat4 t+ + Xl + 2, 
DO; Tn 十 之 1 十 … 十 -1， 了 ， 一 这 十 Ak+l 十 十 之 mm 一， 


(xz; 循环 出 现 , 在 zx, 的 后 面 zl 重新 出 现 ) ,又 令 m(a,6b) 为 i 的 个 
数 ,使 得 S; 除 以 3 余 a, T; 除 以 3 余 5, 这 里 a,b 为 0,1 或 2. 
证 明 m(1,2) 与 m(2,1) 除 以 3 时 余数 相同 . 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[证 ] 注意 到 
9i 十 了 二 il 二 2 十 … 十 二 
(1 大 zi+xz+t…+i 天 0 (mod 3), 则 
m(2,1) = m(1,2) = 0. 
(2) 若 zi+z+…+z 0 (mod 3), 则 


n 


25 = k(xitrt +r)=0 (mod3). 

于 是 ,在 S$ 中 ,被 3 除 余 1 的 个 数 与 被 3 除 余 2 的 个 数 之 差 能 被 3 

整除 , 则 
3 1m(2,1) - m(1,2). 

即 m(1,2) 与 m(2,1) 被 3 除 时 余数 相同 . 

2.50 令 a 为 方程 r” -- 3x* + 1 = 0 的 最 大 正 根 .证 明 [a1”8] 与 
[La 均 能 被 17 整除 (记号 [ z] 表示 不 超过 zx 的 最 大 整数 ). 

(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 
[证 1] 设 三 次 方程 
xz -3z2+1=0 

的 三 个 根 为 < 8 < a. 

令 f(x)= xr -3r+1. 


我 们 首先 估计 a,8,a 的 范围 ,由 于 
F-D<0, -二 )>0， 
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f( 寺 )>0, AD <0， 


f(2) < 0, f(272) < 0, f(3) >0, 
则 有 
-1<a<- 廊 ， 方 <B<1, 2/2<a<3. 


下 面 再 估计 a” + fr 的 范围 . 


因为 
(a) —3(-a) +l 
=-2a3+(a?—-3a +1) 
= 一 2o3 > 0， 
又 因为 二 <-a<1 及 几 广 ) > 0， 
所 以 有 -ae< 10. 
从 而 lal<Bp. 
于 是 oe"+pP>0 (n> 1). 
又 因为 a*+ = (a+B)’ -20p, 
以 及 a+B+a=3, a =-1, 则 
a +p 
= (3- oj2+ 二 
2 





=9+o -6a+ 寺 
u 


-站 +9+a? 

=~ 9-a’ 

=1+(8— a’). 
由 a >2Y2 知 8-a <0. 
所 以 a*+BR<1l. 
当 之 2 时 ， 

ot (al+ 8) 
= oar? 1) + B82-1) 
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入 0. 
所 以 "+PSAa+pB<l. 
于 是 0<Zoa"+Pp<l1. 
对 于 所 有 正 整 数 ,我 们 定义 


Uy 一 oa 十 je 十 a . 


a 


容易 求 出 
us =ar+P+a = 3, 
u!=a+pPpi+a=3, 
uy =a+fBR+a =9-a +a’ =9. 
Ut+3 — Bunt2 + 2 
= ant3 3 +to+p3 3p +P+a 3a +a 
= oa"(a?— 33a +1)+ p(B 一 38 +1)+a'(a— 3a+1) 
= 0. 
所 以 U43 — 3unt2 + un = 0,， 
Un+3 = BuUnt2 — Wn. 


由 数学 归纳 法 可 知 ,u 是 整数 . 


又 a”=o"+P+a”"~-(a"+p) 
=u,— (a + PP). 
因为 0<ar+pP<1, 则 
[a*|]= 2 一 1 
问题 归结 为 证 明 xi788 一 1 各 ulog8g 一 1 能 被 17 整除 
由 递 推 公式 


Unt3 = 3Unt2 一 Un 
可 依次 求 出 以 17 为 模 ,w; 的 值 . 
uj 三 3， Wl 三 3,， Ww 三 9,， Ww3 三 7， Ww4 二 1， 
us 汪 1], ue 三 9,， uy 三 9,， ug 三 16， wy 二》， 


10 三 6， 1 三 2， ul? 三 1， ui3 三 14,， ui4 三 0， 


ulis 王 0，ui6 硅 3，Wyy 三 3，uig 二 9，Wy9 三 7 
u20 三 1. 
由 以 上 可 知 


U6 SS Uo, WII Ul, Ug SS U2, U19 一 Ws. 
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可 以 用 数学 归纳 法 证 明 : 
对 一 切 非 负 整数 ”， 
Wit6 SU, (mod 17). 
对 于 ”= 0,1,2 成 立 是 显然 的 . 
设 wx 三 ydUhr4 三 -2， (mod 17), 则 
Mk+17 = DUg+16 一 UR+14 
= 3up 一 up-2 
= Mk+1 (mod 17). 
即 Uk+17 三 Up+l (mod 17). 
因此 unre 三 us (mod 17). 
因为 ”1788 = 16: 111 + 12， 
1988 = 16 .124 + 4， 
所 以 uj788 三 W122 三 1] (mod 17), 
41988 = 44 兰 1 (mod 17). 
于 是 xsg -1 二 0 (mod 17)， 
xil988 — 1 二 0 (mod 17). 
所 以 [a1*] 及 [a'%] 均 能 被 17 整除 . 
2.51 已 知 存 在 正 整 数 ，， 能 使 数 11…11 被 1987 整除 .求证 数 


"个 
p = 11:…1199...9988.….8877.…77 
n 个 万 个 1 个 为 个 





和 g = 11:…1199...9988.….8877:.….77 
都 能 被 1987 整除 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 


[证 ] 数 p 可 化 为 

p= 1111(10’"* +9.10%*+8.10"+7) 

n 个 
由 已 知 1987 1 11…11, 则 
一 水 一 
1987 | p. 
数 gq 可 化 为 
q = 11711[10%"+D + 9. 10%"+D +8. 10"*!+7]. 
力 二 了 个 
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并 


由 107 = 9.11…11+1 


# 个 


及 11…11 三 0 (mod 1987)， 
TT 
则 10” 二 1 (mod 1987). 
又 由 103"+1) = (10”)3 . 1000, 
10%*+D = (10”)? . 100 
: 10”… = 10” . 10, 
可 得 103("+D) = 1000 (mod 1987), 


102*+D) = 100 (mod 1987), 
10"+1 二 10 (mod 1987). 


从 而 可 有 
103("+*0 + 9 ,10+ + 8. 10"!+71987 = 0(mod 1987). 
于 是 1987 | g. 


2.52 ”证 明 P& 二 CC (mod p) 对 所 有 整数 p, a 和 6 都 成 立 , 这 
里 p 为 素数 ,a 宇 b 衬 0. 
(第 38 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1977 年 ) 
[证 ] ”可 以 证 明 
Cr = 关 0 (mod p) 
对 素数 及 ; = 1,2,…,p 一 1 成 立 . 
从 而 对 整数 ~， 
(1+xz)2 关 1+xz (mod p). 
Ce 
= (] + zx) 
= [(1 + zx)?]° 
三 (1 + zx?)’ 


因为 在 等 式 


PG = Dar (mod p). 
中 同 次 矫 的 系数 必 对 于 模 p 同 余 , 所 以 在 = 友 及 i = 5 时 ,有 
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CH 二 0 (mod p). 
2.53 ”证 明 在 形 如 2” + n*(n EN) 的 数 当 中 ,有 无 穷 多 个 可 以 被 
100 整除 . 
(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 A,= 2”+ 1 
若 100 | A，= 27 + 7 , 则 
41A4, 目 251A,. 
因为 2” 是 偶数 ,所 以 当 且 仅 当 ”是 偶数 时 ,4 | A,. 
为 此 设 n = 2m (mE€EN). 
于 是 A, = Ay, = 2% + (2m)? = 4(4”"! + m’). 
这 样 ,问题 就 转化 为 证 明 形 如 
B,,=4”!l1+m: (mE€EN) 
的 数 中 ,有 无 穷 多 个 可 被 25 整除 . 
设 m = 25k + /1, 其 中 和 /为 非 负 整数 , 且 1 € 10,1,2,…,24|. 


B,, = Bsp+1 
= (4 . 41 +1) + 25(25k? + 2k1). 
当 ! = 3,k = 2p(p € N) 时 , 
A235* 。 4 和 一 ! 一 16(4 取 )52 
的 末 两 位 数 是 16 ,这 样 
4 .4 1l+1l? = 16(40)5?+9 
的 未 两 位 数 是 25, 于 是 





25 | B,. 
从 而 n = 2n1 = 50k +271 = 100p+6 (p€N) 时 , 

100 | A,, 
这 样 的 A,, 有 无 穷 多 个 . 
2.54 证 明 如 果 三 个 连续 自然 数 中 中 间 一 个 是 大 于 1 的 自然 数 的 

立方 ,那么 它们 的 乘积 能 被 504 整除 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1957 年 ) 

[证 ] 由 题 意 可 设 N = (a3 一 1)a3(a?+ 1 ) . 
由 于 504 = 7 .8.9, 有 旦 7,8,9 两 两 互 素 , 于 是 问题 归结 为 





部 水 六 


71N，81N，91N， 

同时 成 立 . 

(1) 设 a = 7k+r,k 是 非 负 整数 ,0 过 7 声 6. 

由 a?= (7k+r) 

= TR +3. TR +3. Ih 十 六 

可 知 <” 与 ”被 7 除 的 余数 相同 . 

由 于 ”= 0, 1, 8, 27, 64, 125, 216, 则 5 被 7 除 的 余数 等 于 
0,1,6. 

车 到 被 7 除 余 0, 则 7 | a3， 

若 盖 被 7 除 余 1, 则 714a3 ~- 1， 

若 六 被 7 除 余 6, 则 71a3 + 1. 

于 是 TIN= (a?— 1)a(a3+1). 

(2) 当 a 为 偶数 时 ,8 | a2. 

当 a 为 奇数 时 ,a 一 1 与 a ?+ 1 是 两 个 相 邻 偶数 ,其 中 必 有 一 个 能 
被 4 整除 ,因而 8 1 (a3 -1)(a? + 1). 

于 是 8IN= (a -1)a (a +1). 

(3) 设 a = 3l+s, 其 中 /为 非 负 整 数 ,0 志 ;过 2. 

可 以 证 明 a 与 被 9 除 的 余数 相同 ,而 由 5 = 0,1,8 知 53 被 9 除 
的 余数 也 是 0,1 ,8. 

车 s3 = 0, 则 91 a3. 

阁 上 =1, 则 91a3 一 1. 

车 上 = 8, 则 91a3 寺 1. 

于 是 91N=(c — 1)a(a’? + 1). 

由 (1),(2) 和 (3), 以 及 7,8,9 两 两 互 素 可 知 

504=7.8.91(a -1)a (a +1). 


2.55 设 p 是 奇 素数 ,证 明 > CC =22+1 (mod p’). 
(第 52 届 关 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 2 G0 
NS (p+))! 
;0 (Pp- 7! 
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_ p+)! (2p)! 
lt oNp-! (p> UW 


而 
(2p)! (p+ (p+ ‘(p+p—1) 
(pl "pi © 
由 于 p 是 奇 来 戏 .风衣 迪 式 
(x+1)(rt+2)(r+p-1) 
2 


= = II t+j)(xr+p- 7) 


可 、 
- I + pe+j(p -i)] 
= (p11)!+Apr+x f(z). 
这 里 ,4 为 某 个 正 整数 , f(x) 为 整 系数 多 项 式 . 
令 工 = = pp， 则 
(p+)(p+2)(p+p-1)a(p-D! (mdp). © 


再 由 人 2 加)! 是 整数 , 则 由 中,@ 式 可 得 


涂 加 





(p!1)’ 
人 入 二 (mod p”) 由 
另外 ,利用 


p+j 三 j (mod p), 


(p+ 1)(p+i7) 
( 7 + 1) | + Wp (为 整数 )， 
以 及 局 ， 为 整数 ,可 导出 
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镁 11 加 





Ean 


三 22-2 (mod p’). ©®) 
由 中 ,四 ,加 ,问题 得 证 . 
2.56 ” 设 ai,az,……,a,… 是 任意 一 个 具有 性 质 we < at(k 之 
1) 的 正 整 数 的 无 穷 数 列 .求证 可 以 把 这 个 数列 的 无 穷 多 个 a,, 用 适当 
的 正 整数 zx,y 表示 为 
an = zap + (p89). 
(第 17 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 将 数列 1a,1 中 的 所 有 项 ,按照 以 a, 为 模 的 不 同 剩余 类 分 
成 若干 个 子 数 列 (属于 同一 剩余 类 的 各 项 构成 同一 个 子 数列 ). 
由 于 以 a; 为 模 的 不 同 剩 余 类 只 有 有 限 个 , 即 a, 个 ,而 数列 ja,} 有 
无 穷 多 项 ,所 以 至 少 有 一 个 子 数 列 有 无 穷 多 项 . 
现在 考察 这 个 无 穷 子 数列 . 
由 于 已 知 数列 fa, 上 是 严格 递增 的 ,所 以 在 这 个 子 数列 中 一 定 存在 
一 项 最 小 的 a, ,使 得 ce。 > az 成 立 , 同 时 还 存在 无 限 多 个 这 样 的 a,, ,使 


得 a,, > a,. 
由 于 这 个 子 数列 的 各 项 同属 于 以 az 为 模 的 同一 剩余 类 ,因此 有 
an a, (mod a2), 
Bf am — ap = ya2,(y EN). 


anm 二 Qp + Wa2. 
令 z=1 和 ea = a, 则 有 
dn = Xap 十 Yao- 

写 显 然 满 正题 设 的 要 求 : xz,y 是 适当 的 自然 数 , 因 a, > a;, 则 p 
天 gg 而且 使 上 述 等 式 成 立 的 a,, 是 无 限 的 . 

2.57 ”连结 正 n 边 形 的 项 点 ,获得 一 个 闭 的 n- 折线 .证 明 若 ”为 
偶数 , 则 在 连 线 中 有 两 条 平行 线 . 若 nn 为 奇数 , 连 线 中 不 可 能 恰 有 两 条 
平行 线 . 

(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] 依 反 时 针 顺 序 将 正 2 边 形 的 顶点 标 上 0,1,2,…,n—1. 

因此 , 财 的 n- 折线 可 以 用 这 个 数 的 一 个 排列 
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来 惟一 地 表示 . 
CiGi+l / dj+t1 7 Qi+1Gj 一 Qj+t1Qi 
Fait+ aitl 二 44+ Qjtl (mod n ). 
若 ”为 偶数 , 则 
2+n—1. 
所 以 完全 剩余 系 的 和 
0+1+2+…+( 7 一 1) = 2 天 0 (mod nn ). 


n-l n—l n—1 
> (a; + ai+1) = > ai 十 ai 
i=0 i=0 i= 人 0 


n—l 
=2 >，ai 
i=0 
=n(n — 1) 
0 (mod 7 ). QD 
所 以 au + ai， = 0,1,2,…, 一 1, 不 是 关于 模 n 的 完全 剩余 
系 . 
于 是 必 有 i 关 7 (0 过 i,;j 志 nn 一 1), 使 
Qi +t aitil = 4; + Qj+l (mod 7 ), 
因而 必 有 一 对 边 | AN Uji+l: 
车 ?2 为 奇数 ,并 且 恰 有 一 对 边 平行 , 设 
didi+l HM QiCj+1， 
这 时 ,在 ao+atai+az,az+as……， at+ao 中 恰 有 一 个 剩余 类 
r 出 现 两 次 ,因而 也 恰 少 了 一 个 剩余 类 *. 
又 由 217 =-1, 则 
Sa + on) =0+1 十 二 (7 一 1 十 入 一 
三 2 十 太一 全 


rs (mod 7 ). 
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绊 示 溺 


再 由 中 式 得 
1 
(ai + ax) 0 (mod 7n). 


从 而 ”= (mod nn). 

导致 矛盾 . 

这 表明 , 若 n 为 奇数 ,不 可 能 恰 有 一 对 边 平行 . 

2.58 ” 某 学 校 课 间 休息 时 ,nn 个 孩子 围 成 一 个 图 坐 下 做 游戏 . 

老师 按 顺 时 针 方 向 一 边 走 一 边 按照 下 面 的 规则 给 孩子 们 分 发 糖 
果 :; 

选 一 个 孩子 ,给 他 及 下 一 个 孩子 各 一 块 糖 ,然后 ,越过 一 个 孩子 ,给 
下 一 个 孩子 一 块 糖 ,再 然后 ,越过 2 个 孩子 ,给 下 一 个 孩子 一 块 糖 ,接着 
越过 3 个 孩子 ,等 等 . 

试 确定 ”的 值 , 使 得 所 有 的 孩子 都 至 少 得 到 (可 能 在 老师 转 过 很 多 
圈 之 后 ) 一 块 糖 . 


(第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 
亚洲 太平 洋 地 区 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 问题 等 价 于 求 n ,使 同 余 式 
1+2+3+…++r 汪 a (mod 了) (rEN) 
对 一 切 整 数 a 都 可 解 . 
上 式 可 化 为 =a (mod n) 
此 式 等 价 于 
(27z +1) 三 8a+1 (mod 8n). 个 
我 们 证 明 : 当 且 仅 当 >” 为 2 的 圭 时 , 同 余 式 方程 @ 人 恒 有 解 . 
首先 设 ”不 是 2 的 寡 , 则 n 有 一 个 奇 素数 约 数 p. 
由 于 (二 i)? = 己 , 所 以 以 p 为 模 的 剩余 类 中 ,只 用 二 个 可 以 写 
成 平方 . 
取 为 modp 的 非 平 方 剩 余 ( 叶 没有 y 能 使 y 汪 (mod p)) ,然后 ， 
又 取 a ,使 
8a+1 尘 7r (mod p). 
(因为 p 与 8 互 素 ,所 以 这 样 的 a 一定 存在 ). 
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这 时 , 同 余 式 山 无 解 . 

现在 设 ”= 2 (这 0). 

令 A = |1,3,5,…,2**! 一] 

若 u,v 为 A 中 两 个 不 同 的 数 , 则 

! 一 忆 二 2771. 
其 中 mx 为 奇数 ,] 二 7 志 上 , 从 而 
ut+v=u—-v+2v= om+2v = 2(v + 2 1m). 
车 +r > 1, 则 由 wv 是 奇数 可 知 
2Ilx+v 且 2 +tu+w. 
因而 有 
2 | (ut vu mv),H2 tu + v)(u — v). 
在 = 1, 则 
21u-wv,HB2 tu — wv, 
又 ut+v<2u E2021 1) < 2*+2. 
无 论 娜 一 种 情况 都 有 
24+3 fu2 — v2, 

从 而 u 关 v (mod 2443). 

所 以 ,上 ,3 和 ,…,(24+1 一 1 是 mod 8n 的 2 个 不 同 的 剩余 类 . 

对 于 A 中 的 数 x = 2: + 1, 则 过 = 4:(1:+1)+1 痢 是 8a+1 型 
的 数 , 因 而 ,1? ,3 ,5,…,(241! 一 1 是 mod 8n 中 的 2* 个 形 如 8a+1 的 
互 不 相同 的 剩余 类 . 

另 一 方面 ,如 果 a 二 和 (mod 2*), 那 么 

8a+t+l 三 8b+1 (mod 8n). 

所 以 ,mod 8zn 的 剩余 类 中 恰 有 2* 个 形 如 8a + 1 的 剩余 类 (a = 0， 
1,2,.…,2* ~ 1). 

综合 以 上 ,每 个 形 如 8a + 1 的 剩余 类 (mod 87) 均 可 表 成 1*(+ € 
和 A), 即 方程 由 恒 有 人 解 . 

因此 , 当 且 仅 当 ”为 2 的 寡 时 ,方程 @ 恒 有 解 . 

即 本 题 的 n 为 2 的 短 . 


2.59 ” 试 证 对 于 任何 自然 数 ,和 数 了 123C34+1 不 能 被 5 整除 
(第 16 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
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[can 


[证 1] 记 xz = 》)23C3 贡 . 则 


上 = 二 0 


r ED VB) ca 


Br 0 


8x = >) (VB8J24+1C3t 


£=0 


又 令 光一 DPB) = 一 Dc 
QD + (2, 并 应 应 用 二 项 式 定 理 ， 得 
8x 十 y 
= PUB) CH + DG), 


上 = 人 0 
(V8 + 1)2"+!. 
8t—y 


- y VCWB)261C3% 革 一 DD WB)", 


k=0 


= YW8— Dn, 
.也 得 

8z2 一 只 = (V8+ 2718 -1)2241 = 72041 
考虑 以 5 为 模 的 余数 . 


8 三 3 (mod 5), 
7 三 2 (mod 5), 
7 三 - ] (mod 5), 
7 三 (- 1)"” (mod 5), 
7224 (一 1)7 .2 (mod 5). 
于 是 ,由 @) 式 可 得 
3x2 一 六 三 (一 11) 2 (mod 5). 
3 三 办 +( 一 1 2 (mod $). 
又 因为 若 514, 则 ”4a? 大 (mod 5). 


若 5ta, 则 a* 三 + | (mod 5). 
因而 有 yt 2 (mod 5). 
于 是 由 人 句 式 得 3+ 关 0 (mod 5). 
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于 是 TE0 (mod 5). 
即 对 任何 自然 数 n ,和 数 
+ = 2M 
不 能 被 5 整除 . 
[证 2] 设 
xX» = > 234C24+1 (0<2&+1 迫 7)， 


Vm 一 > 23%C2 (0 和 2k < m ) . 
下 


显然 , 当 m 为 大 于 上 的 奇数 时 ,zw 即 为 题 中 的 和 数 ， 
由 组 合 数 的 性 质 公 式 Ci + Gs, = Csit1, 可 得 
Tn 十 Yn = or+t OD 
Br t+ yw = Ytl: 地 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 当 m 为 奇数 时 ,rw 不 能 被 5 整除 , 当 7 
为 偶数 时 , y,, 不 能 被 5 整除 . 
因为 ri = 1，x3= 11， y= 二 9， 所 以 对 一 切 m 过 3, 结论 成 
7 
设 对 一 切 关 委 ; (人 3，EN) 结 论 成 立 , 则 由 中 ,@ 式 可 得 
n+3 二 n+2 十 or+2 
一 oa+l 十 Watt t BTtrl + Yntl 
= Ixy+] 十 ywr+l 
=9(z + yu) + 2(Br, + vy,) 
=S(5z, + 2y,) + vy,. 3) 
Vn+3 = BX+2 十 Yn+2 
=8zyrl + Byrl + Brrrl + yt] 
= 16x,11 + Oy 
=16(x,, + y) + 9(87x,, + vy,,) 
=S(17x,, + Sy,) + 3x,,. 出 
由 归纳 假设 ,mi 为 偶数 时 ,w, 不 能 被 5 整除 ,于 是 pi + 3 为 奇数 ， 
由 3) 式 m+3 不 能 被 3 整除 ， nl 为 奇数 时 , 工 ,, 不 能 被 S 整除 ,于 是 m+ 
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月 
余 





块 1 1 流 





和 深 


3 为 偶数 ,由 由 式 y,,+3 不 能 被 5 整除 . 


从 而 由 数学 归纳 法 ,结论 成 立 . 


因此 ,对 于 任何 自然 数 n ,和 数 


>) 23kC3k+1 


k= 0 


不 能 被 5 整除 . 


列 . 


2.60 设 iz,| ,|y,| 为 如 下 定义 的 两 个 整数 列 ， 
To0=1, z=1l, c= r+2r (n= 1,2,…), 
y=1, y=7, yt = 2 t+ 3 (n= 1,2,.%). 
于 是 这 两 个 数列 的 前 几 项 为 

xXx: 1, 1, 3, $5, 11, 21, | 

y: 1, 7, 17, SS, 161, 487, 
证 明 除 了 1 之 外 ,这 两 个 数列 没有 公共 的 项 . 

(第 2 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 了 由 了 =，2+2zr 得 zi 一 2r = 一 (x, 2 1). 
于 是 数列 jx, 2x,_1| 是 以 x - 2x0 为 首 项 , - 1 为 公 比 的 等 比 数 


又 Tri1—2x0=1-2=~-1, 
”所 以 Tn 一 27 1 = (— 1)”. 
由 此 可 得 出 z 
工 ， 一 2P 一 (~ 1)” , 一 生生 
加 Fn+l 十 (一 1)” 
T= 3 


同 法 可 得 =2. 3 一 (-1)”. 

假设 除 1 之 外 ,数列 |z,| 和 iy,| 还 有 公共 元 素 ,不 妨 设 
Tm = Y, (m>1,n> 1). 

则 有 2 31)" 


23” -2 = (1)”*+3(-1)", 
2(3 — 2%) = (— 1)™*+3(-1)". OD 
由 此 看 出 ,m 和 的 奇偶 性 一 定 不 相同 . 
否则 ,者 m 和 n 的 奇偶 性 相同 , 则 中 式 左边 被 4 除 余 2 ,而 右边 能 
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被 4 整除 . 
(1) 车 m 是 偶数 ,nn 是 奇数 . 
设 m= 2k，n = 二 21 一 1, 则 @ 式 化 为 
2(32 224)= 1+3(-1)=-2, 
32+1= 2*= 4*. © 
由 于 32 +1=9:+1 被 4 除 余 2, 而 由 于 ma > 1, 则 上 上 宕 1, 所 以 4 
能 被 4 整除 ,从 而 @@ 式 不 可 能 成 立 . 
(2) 若 m 是 奇数 ,n 是 偶数 
设 m=2k+1，nn 二 21, 则 OQ@ 式 化 为 
2(37"! 211) =-1+3.1=2, 
327+1 —-]= 2A+ 全 
由 于 3 1 -1 = (4 一 1)*?*! 一 1 被 4 除 余 2, 而 由 k 宇 1， 24*! 能 
被 4 整除 ,从 而 @ 式 不 可 能 成 立 . 
综合 (1),(2), 没 有 这 样 的 m,n(m > 1,n > 了 站), 使 zx,, = yy, 成立 ， 
即 两 数列 没有 1 之 外 的 公共 项 . 
[证 2] 考虑 这 两 个 数列 中 各 项 被 8 除 的 余数 . 
对 于 所 给 出 的 前 几 项 ,它们 被 8 除 的 余数 依次 是 
TT: l1, 1, 3, $5, 3, 5, 
y: 1，7，1，7，1，7， 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ;数列 1x,1 ,1y,| 被 8 除 的 余数 数列 是 周期 
数列 (对 |x,1 除 前 两 项 )， 


若 Xx, 尘 3 (mod 8), 
X71 三 $ (mod 8), 
则 zt+Toz 1 三 3+2:.:5 尘 $5 (mod 8), 
印 ofi = (mod 8 ) . 
知 x, 三 5 (mod 8 ) ， 


Zi-1= 3 (mod 8 ) ， 
则 X27 1 三 $+2:3 三 3 (mod 8), 
即 Xt!l 和 尘 3 (mod 8). 
于 是 数列 |i, | 被 8 除 的 余数 数列 除 前 两 项 外 是 按 3,5,3,5,… 进 
行 周 期 变化 的 . 
同样 , 若 y=1 (mod 8), 
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yl 三 17 (mod 8), 
则 yf = 2% + 3y-1 =2+3. 7 三 7 (mod 8). 
奉 ww 圭 7 (mod 8), 
yx-1 圭 1 (mod 8), 
则 Ytt = 2% + B31 =2.:7+3:1=1 (mod 8). 
于 是 数列 | y,1 被 8 除 的 余数 数列 是 按 1,7,1,7,… 进行 周期 变化 


9 让 浴 


的 . 
由 于 jz 及 |y,1 除 第 1 项 xo = yo = 1 之 外 ,其 余 各 项 中 |x,| 的 
各 项 ( 除 第 2 项 ) 被 8 除 均 余 3 或 5,|y,| 的 各 项 被 8 除 均 余 1 或 7, 又 因 
为 {x,| 和 jy 都 是 递增 数列 ,所 以 只 有 工 是 惟一 的 公共 项 . 
2:61 设 函 数 f 对 非 负 整数 有 定义 , 且 满 足 条 件 : 
f(0) = 0, f(1) = 1, 
flnt+2)= 23f(n + 1) + fl(n), nn = 0,1,2,.. 
试 证 对 任意 m € N ,都 存在 d € N ,使 得 
m|f(f(n))E3d |n. 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1991 年 ) 
[证 ] (1) 首先 证 明 对 任意 m € N ,存在 n EN ,使 得 m | fCn). 
不 妨 设 m > 1, 令 g(n) 是 f(n) 除 以 m 所 得 的 余数 ,于 是 
g(n) € 10,1,2,…,m— 1| 


日 £8(0) = 0, g(l)=1. 
gl(n+2) 三 23g(n+1)+g(n) (modm) n= 0,1,2,.….O 
考虑 映射 工 ; 


(fn), fri (gln), gln+l)). 
由 于 (g(n)，g(n+1)) 仪 有 ?个 不 同 的 取 值 ,于 是 存在 nn 与 
满足 1 之 n<n 过 mm*+1, 且 
(g(n), gl(n+1))= (g(rn), g(r +1)) 
gl(nt+1)= g(n +1), 
" 0 = g(n'). 
由 中 推 得 g(x 一 1)= go -1). 
递 推 可 得 gw(0) = g(n -7). 
由 于 ”gg(0) =10, 所 以 g( 一 nn) = 0. 
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即 ML 一 2 一 26E AN 
(2) 今 c==mnjin nEN, ml fn)! 
下 面 证 明 mm | Fa)<>c | nn. 0 
当 = 1 时 ,显然 c = 1, 从 而 名 成 立 ; 
当 m > 1 时 ,由 于 了 f(1) = 1, 所 以 c>1. 
从 而 有 
nm | f(0) = 0, 
m| flc), 但 m+f(n),n< 之 <c. CY 
为 证 明 名, 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 的 命题 : 设 k E N, 且 ma 
fA(&), 则 
f(g+t)(- Dif(k-1) (mdm) 四 
对 任意 1: E€ N, 且 上 上 魏 . 
(i) 当 z= 1 时 ,由 于 /(k) 三 0 (mod 1m )， 
从 而 由 递 推 公式 可 知 
f(gk+1)=23f(k)+ fl(k— 1) 
=f(k -1) (mod nz ). 
即 上 = 1 时 ,@ 成立. 
( 亡 设 1 科 上 委 时 ,@ 成 立 , 其 中 EN, 且 < 人 . 
由 递 推 公式 及 归纳 假设 知 
f(k+s+1) 
= 23f(k+s)+ fl(k+s—1) 
三 (-1)5 237(R -ss)+(— 1)f(k-(s -1)) (mod m). 
又 (—1)°23f(k -5s) + (—1)f(k — (s — 1)) 
= (- DD[f(k-(s—1))— 23f(k— s)] 
= (—- Df/(R- (s+1)). 
所 以 flk+st+1)a~ DFE- s+1)) (modm). 
因此 , 当 +1= s+1 时 人 @ 成 立 . 
综合 四 .由 即 可 得 @. 
以 下 利用 名 证 明 所 要 的 结果 . 
事实 上 ,对 任意 m € N, 由 人 @ 知 ,存在 c € N, 使 得 
m | f(n) 人 cln. 
对 于 c | nn, 再 由 @ 可 知 ,存在 a € N ,使 得 
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并 


cC 1 fl(n)EeFdl|n. 
于 是 mm | ff(n)ee An)S>d |n. 


2:62 已 知 一 个 数列 13， 25， 43，… , 它 的 第 项 是 
a, = 3(n:+n)+7. 
证 明 这 个 数列 具有 下 列 性 质 : 


(1) 它 的 任意 连续 五 项 中 只 有 一 项 能 被 5 整除 . 
(2) 数列 的 任 一 项 都 不 是 整数 的 立方 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1958 年 ) 

[证 ] (1) 命题 等 价 于 : 

在 已 知 数列 中 ,从 第 二 项 开始 ,项 数 每 增加 5 的 项 都 能 被 5 整除 ,而 
其 余 的 任何 一 项 都 不 能 被 5 整除 . 

由 于 a = 25 能 被 5 整除 ,为 此 只 需 证 明 当 有 上 且 仅 当 mz = SR +2(R 为 
非 负 整数 ) 时 ,a, 能 被 5 整除 . 

为 此 设 n =2+m,m € {- 1,0,1,2,…|, 于 是 

a, =3( +2)*+3(m +2)+7 
=3m’: + 15m + 25 

对 整数 mw， 15m + 25 能 被 5 整除 ,因此 当 且 仅 当 3m* 能 被 5 整 
除 时 ,a, 能 被 5 整除 . 

由 于 3 和 5$ 互 素 , 所 以 当 且 仅 当 mx* 能 被 5 整除 , 即 wi 能 被 5 整除 
时 ,a, 能 被 5 整除 . 

于 是 当 且 仅 当 2 = 5k + 2(& 为 非 负 整数 ) 时 ,a, 能 被 5 整除 . 

(2) 用 反 证 法 . 

假设 存在 一 个 整数 上 ,使 得 对 某 个 自然 数 n ,有 

a, = 3n*+3n+7= 13. 
因为 n(n + 1) 是 偶数 ,所 以 a, 是 奇数 ,因此 t 是 奇数 . 
设 1 = 2s + 1( 其 中 ;是 整数 ), 则 
3n*+3n+7=853+12s+6s+1, 

即 3n’ +3n+6= 8s3 + 12s :+65s. 

在 这 个 等 式 两 边 , 除 8*” 一 项 之 外 ,其 余 各 项 都 是 3 的 倍数 ,所 以 
8s” 能 被 3 整除 ,又 由 于 3 和 8 互 素 ,所 以 是 3 的 倍数 . 

设 s= 3r, 则 有 
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3n2+3n+6=8.27r3+12.9r :+6.3r, 


n+n+2= 72r +36r+6r. OD 
若 n = 3k, 则 nmn?+ n++2 不 能 被 3 整除 . 
若 n = 3k+1, 则 
n*+nt+2= 9k*+9k+4, 
因而 不 能 被 3 整除 . 
若 n = 3k + 2, 则 
n*+n+2= 9k*+ 15k+6+2, 
因而 也 不 能 被 3 整除 . 


于 是 ,等 式 中 的 左边 不 能 被 3 整除 ,而 右边 能 被 3 整除 , 即 等 式 人 
不 成 立 . 
因此 ,数列 中 的 任何 一 项 都 不 是 整数 的 立方 . 
2.63 设 f(0) = f(1) = 0, 和 县 
fln+2) = 4*2f(n+1)— 16"1f(n)+n. 27. 
这 里 ”= 0,1,2,…. 
试 证 A/(1989), 了 (1990),f(1991) 都 能 被 13 整除 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 令 Fa) = g(z) .27 , 则 
g(n 十 2) , DCn+2) 本 g(n + 1) , Fntl) ran g(n) , pL 十 力 。 277, 
gn +2) 20) = 2g(n +1) .20 gln) 22 4 ne 2 
gl(n+2)=2g(n+1)~- g(n)+n :2 44, 
g(nt+2)=2g(n+1)~- g(n)+n:16™!. 
g(nt+2)- gl(n+1)=g(n+1)- g(n)+n: 16° "1. 
取 n = 0,1,2,…,n 一 1, 然后 求 和 ,得 





nmn—!| 
g(n+1)- g(n) = 16712 .164. 
££ 二 1 
记 2 F(xn) = > .16<， 则 
1 


办 一 上 
16F(n) = Dk .16 全 1， 
有 = 1 
16F{n)— F(n) 
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= [1+16-1+16 十 … 十 16-42-2] (2 1) 16-"* 0,， 
-lyn—l1 
15SF(n) -二 一- — 1)16--1 
站 


=1801 16-‘*-0)] _ (n _ 1)16-*- 0，，, 


a 


16 
15 


所 以 g(n+1)-g(n)= 


F(n) 一 [1 -16-"D] -jo(n -1)16-*D. 


1 
15° 
1 一 下 
二 Ts — (15n + 1)16 "|]. 

再 取 n = 0,1,2,…,n 一 1, 相 加 得 


一] 1 
15* 15 


一 -ssl15n — 32+ (15n + 2)16 "+!]. 


[1 = 167*D -15(n—1).16°”] 


[(15n - 14)16-™-D) + .+ 16 .16-1] 





g(n) = 


所 以 fln) 一 g(n) . pa 
- 5315n +2+ (15n — 32)16"1]20"-2) 
n 二 0,1,2,.…. 
对 模 13, 有 
15n +2+ (15n ~ 32)16"! 
=2[n+1+(n ~ 3). 3"!] (mod 13), 


且 1S3 f(1990) 

=2[1991 + 1987 . 319%89] . 21988 (mod 13)， 
由 1990 二 1 (mod 13)， 

3 三 1 (mod 13), 

则 153 f(1990) 

= 21988 +1[ 2 -2(33)663] 

三 0 (mod 13), 
所 以 13 1 1S3 f(1990), 
又 因为 ” (13,1)= 1， 
所 以 13 ! f(1990). 
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类 似 地 可 以 证 明 
13 | f(1989),13 | f(1991). 
2.64 ” 若 至 少 有 一 个 正 整 数 m 不 能 表 为 
177 一 ET 好 十 "十 782 
的 形式 ,其 中 z; 为 非 负 整数 ,si = 1 或 -1(1 和 i 二 28), 为 正 整 数 , 则 
称 具 有 性 质 p. 证 明 有 无 穷 多 个 具有 性 质 p. 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] ” 先 证 明 一 个 引 理 
设 整数 n 宇 2,z 为 整数 , 则 ”xz? 三 0 或 1 (mod 2”*?). 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 引 理 . 
当 n = 2 时 ,zx2 对 于 mod 16 有 下 表 : 





所 以 n = 2 时 , 引 理 成 立 . 


Z2 = gg.2402 或 22 = gg.24241，gE€2. 





当 n=k+1 时 
2 一 (9 .24+2)2 = 24+3(24+102) ， 
或 ZF2 = (g .2442+1)2 = 243(0g +U2 .2441) + 1. 
即 z? ”二 0 或 ] (mod 2443)， 


所 以 对 n = 上 + 1, 引 理 成 立 . 

于 是 对 一 切 自然 数 n 衬 2, 引 理 成 立 . 

下 面 我 们 证 明 本 题 . 

事实 上 ,k = 2"(n 之 2) 具有 性 质 p， 

厅 6k = 6: 2” 能 表 为 题 中 所 述 的 形式 , 即 
6k = el + 十 e242， 

则 由 引 理 ,对 模 44( = 2”) 有 
2k = ea + + eparp (mod 4k ), 
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其 中 Ci 一 0 或 1. 

上 式 只 有 两 种 情况 可 能 成 立 : 

(1) 所 有 ese=-1，a=1i=1,2,…,2&. 

这 时 6k < 0 与 6& > 0 蔬 盾 . 

(2) 所 有 Ei; 一 1 ,a; 一 1 ,从 而 

6k = xz 上 十 … 十 鸡 

其 中 > 均 不 为 0. 

各 有 某 个 = = 2, 则 

=2 = 三 0 (mod 222)， 

这 可 由 nn 宇 2 时 ,2” 之 n++2 得 出 . 

但 这 时 与 a, = 1 逆 盾 . 

因此 必 有 某 个 = 宇 3, (车 z; 全 等 于 1, 则 > 人 +…+ 鸡 = 2k), 但 
在 & 实 4 时 ,3* 之 6k. 因 而 也 导出 亨 盾 . 

于 是 & = 2"* 具有 性 质 p. 

2.65 ” 当 整 数 x 和 不 同时 为 零 时 ， 求 f=15ri+llry- 5y | 

的 最 小 值 . 
(前 苏联 大 学 生 数 学 竞赛 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 当 xz=1，y=0 时 
f=15.1+11.1.0-5.0|=5. 
当 x,y 不 同时 为 偶数 时 ,了 是 奇数 . 


当 x,y 同时 为 偶数 时 , 却 , 郑 为 整数 ,此 时 有 
f(r,y) > f( 子 ,学 ) 


若 刁 ， > 仍 同时 为 偶数 ,可 继续 上 述 过 程 ,由 此 ,f 的 最 小 值 在 xz， 
y 不 同时 为 偶数 时 得 到 ,此 时 上 是 奇数 ,有 旦 f 的 最 小 值 只 可 能 等 于 1,3， 
5. 
在 了 的 最 小 值 等 于 1, 则 有 xo, yo 使 
| Sxf + llrxoyo ~ Sy i= 1, 
Sx + llroyo ~ 5yf = 土 上 
100zi + 220x0yo0 — 100y5 = + 20, 
(10zo + 11y0)* — 221y6 = + 20. 
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由 于 221 = 13. 17,20 = 13+ 7, 从 而 存在 整数 上 = 10xo + 11yo， 
使 得 


13 1 弓 土 7. 
鉴于 上 一 (134) 三 0 (mod 13)， 
上 = (13k+1) =1 (mod 13), 
1* = (13k + 2) 4 (mod 13), 
1* = (1l3k + 3)=9 (mod 13), 
1 二 (13k + 4) 二 3 《mod 13), 
1 = (13k + 5) 三 12 (mod 13), 
1!* =(13k+6) =10 (mod 13), 
此 时 t+7 关 0 (mod 13). 


故 f 的 最 小 值 不 能 等 于 1. 
若 f 的 最 小 值 等 于 3, 则 有 x1,yi 使 
5zr1+Tiziyl ~ Syf =+3, 
即 (10x1 + 11y1)” -221y =+ 60. 
于 是 存在 整数 >, 使 得 r = 10x| + 11y1, 且 
1311*+8. 
由 以 上 可 知 , 这 也 是 不 可 能 的 . 
因此 ,fF 的 最 小 值 等 于 5. 
2.66 设 4 ,wu2,4u3,… 是 一 个 整数 列 ,适合 递 推 关系 
Mi+2 一 x+ 1 一 En， 
设 ul = 39， us, = 45. 求 证 1986 可 整除 这 个 数列 的 无 穷 多 项 . 
(第 18 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 u, = 1986g, +r,， r, = 0,1,2,.…,1985. 
考察 数 对 (yy, ,r,,1). 
由 于 已 知 数列 1u1 有 无 穷 多 项 ,因此 对 应 的 余数 列 j ,上 也 有 无 穷 
多 项 . 
由 于 数 对 (x, ,r+1) 最 多 有 1986? 对 ,因此 必然 存在 正 整 数 x 和， 
使 得 数 对 (7,, ,ry1) 与 (ry4 ;rmiet!1) 相同 . 
由 已 知 





_ ,2 
Ut2 一 ntl 一 Wm, 
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NK 玉 次 


以 及 (rs rnt1) 一 (rtks rmtkt!), 


可 得 (42, Tm+3) 一 (rrpt2s Tntk+3). 
又 由 于 
Un-l 一 uo, Unt+l, 
可 得 (rt 7m) = (Crtk-ls rmtk) 


由 以 上 可 知 , 数 列 1r,1 是 以 上 为 周期 的 周期 数列 . 
由 i = 39，w， = 45 得 
u3 = 45:—39= 1986 汪 0 (mod 1986). 
于 是 rr = 0. 
所 以 U3s 到 3 点 3 H3+2k1 对 应 的 余数 列 
3， ?3tks 7T3+t2k; 
都 等 于 0. 
于 是 有 无数 个 余数 mr = 0. 
因此 有 无 数 多 个 u,, 是 1986 的 信 数 . 
2.67 已 知 zm=0,ol=1lur = 8 n= 1,2,…. 
求证 在 数列 | w, 上 中 没有 形 如 3"，58(a,8B 为 正 整数 ) 的 项 . 
(中国 国 家 集训 队 选 拔 考试 ,1989 年 ) 
[证 ] 直接 计算 i v1 的 前 几 项 : 
vo =0, v=1, v=8, v= 63, 
v4 = 496, ws = 3905, ve = 30744,… 
从 中 可 以 发 现 v; = 63， u = 30744 都 是 3 和 7 的 倍数 , 且 其 余 
的 项 vi ,vy ,vs ,vs 都 不 是 3 或 7 的 倍数 . 
我 们 猜测 ; 
3 | v7 | wv,. 人 中 
下 面 证 明 这 个 猜测 . 
先 考虑 模 3. 
数列 和 v,| 被 3 除 的 余数 (n = 0,1,2,…) 前 几 项 为 
0,1,—1,0,1, ~— 1,.… 
于 是 有 
v3 三 vo (mod 3), 
v4 三 vi (mod 3). 
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假设 有 Upt3 = UR (mod 3) (k < n). 


则 由 Utl = Bo — Vl 
可 得 
VRH4 = BURt3 一 Vk+2 
bv — vk- 
- = YAR+1i (mod 3). 
因此 由 数学 归纳 法 证 明了 


mm (mod3), n= 0,1,2,.…. 


即 j vw | 以 3 为 模 的 余数 列 为 以 3 为 周期 的 周期 数列 ,有 日 由 它 的 前 
三 项 为 0,1, 一 1( 从 vo 开始 ), 所 以 有 


3 | vw,€F31n. © 
再 考虑 模 7. 
iv,| 被 7 除 的 余数 列 的 前 几 项 为 

vo 和 汪 0， vj 三 1l]， vy 三 1]， v4 三 0， 


vs 三 ~ 1, ves ~- 1, v7 三 0,， vg 三 1 (mod 7). 


仿 上 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 ,| vi 以 7 为 模 的 余数 列 是 以 6 为 周 
期 的 周期 数列 , 且 有 


7 | v31n, 3) 

由 外 ,可 得 Q@. 

由 包 可 知 ,数列 iv,1 没有 形 如 3. 58 的 项 ,其 中 a ,8 为 正 整 数 . 

2.68 由 0 和 1 所 构成 的 任意 一 个 有 限 序列 都 称 为 一 个 单词 . 
将 单词 A 重复 三 遍 所 得 到 的 44A4 称 为 4 的 三 倍 化 . 例如 ,如 果 A = 
101 ,那么 A 的 三 倍 化 就 是 101101101. 对 于 单词 ,可 以 进行 如 下 两 种 手 
术 : 

(1) 可 在 它 的 任何 一 个 位 置 上 (包括 词 首 和 词尾 ) 添加 任何 一 个 词 
的 三 倍 化 ; 

(2) 可 从 中 任意 划 去 一 个 词 的 三 倍 化 . 

例如 ,可 由 单词 0001 得 到 0111001 ,也 可 得 到 1 ,等 等 . 

试问 :能 否 通 过 者 干 次 上 述 手 术 , 由 单词 10 得 到 单词 01? 


(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 对 于 每 个 单词 
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台 区 水 


A=aaa, diE10,1， i71= 1,2,…,n. 
我 们 令 其 对 应 一 个 数 
f(A) = cr +2c + Bast + a. 
于 是 ,车 单词 B 是 由 单词 A 通过 题目 所 述 手 术 之 一 得 到 的 , 则 有 
f(B)= f(A) (mod 3). 


由 于 f(01)=1.0+2.1=2, 
f(10)=1-.1+2.0=1, 
则 f(01) = 2 关 1 = f(10) (mod 3). 


因此 ,不 能 通过 所 述 手术 ,由 单词 10 得 到 单词 01. 

2.69 ” 设 a,b 是 给 定 的 正 整 数 , 现 有 一 机 器 人 沿 着 一 个 有 级 的 
楼 梯 上 下 升降 .机 项 人 每 上 升 一 次 恰好 上 升 a 级 楼 梯 ; 每 下 降 一 次 , 恰 
好 下 降 级 楼 梯 ,为 使 机 器 人 经 看 干 次 升降 之 后 ,可 以 从 地 面 达 到 楼 梯 
项, 然后 再 返回 地 面 . 问 ”的 最 小 值 是 多 少 ?证 明 你 的 结论 ， 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 为 了 方便 ,我 们 称 地 面 为 楼 梯 的 第 0 级 ,从 下 往 上 数 的 第 
级 位 置 , 称 为 楼 梯 的 第 - 级 . 

先 设 a 衬 上 5b. 

(1) 荐 bia, 设 = sEN. 

取 n= 4w, 则 机 器 人 (以 后 简称 机 器 人 为 G) 上升 一 次 从 地 面 到 楼 
了 顶 , 再 下 降 * 次 ,返回 地 面 . 

显然 , 耕 2 < a，G 无 法 上 升 ,所 以 这 时 n 的 最 小 值 为 a. 

(2) 若 5fa, 且 (a,6) = 1. 

为 使 ”的 值 尽 可 能 地 小 ,G 上 升 一 次 就 应 下 降 . 

设 所 能 达到 的 最 低位 置 是 楼 梯 的 第 x 级 ,显然 ,rl 是 a 被 p 除 的 余 
数 , 即 

a= btr, lrib—1. QD 

因为 ri < 65, 所 以 G 处 于 第 rl 级 的 位 置 后 ,已 经 不 能 再 下 降 , 而 只 

能 上 升 ,并 到 达 第 a + rl 级 的 位 置 , 为 使 这 种 上 升 成 为 可 能 ,必须 有 


1 之 C 十 rl, 
寿 G 十 Yi 三 8 十 7， 0 过 rr; 三 6-1. OO 
则 G 下 降 后 的 最 低位 置 是 楼 梯 的 第 ,级 . 


G 继续 升降 . 
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一 般 地 ,对 已 给 的 r;( 第 i 次 升降 后 ,G 的 最 低位 置 ) ,有 整数 x;,1， 
sl 使 得 
at+ri= plt+rl 0 和 过 rr 和 0 一 3) 
显然 ,要 使 上 述 升降 成 为 可 能 ,必须 满足 
n 之 at+r, i1=1,2,…,， 0 之 rb-1. 
由 中 知 ， 
a rl (mod 5 ), 
由 多 知 ， 
r = 三 27r1 (mod 5 ), 
再 由 @, 可 以 依次 证 明 
r; Sir] (mod 5), i= 1,2,.…. 
由 于 (ri, 6b)= (a, 6b)=1, 
所 以 当 i 通过 1,2,…,b 时 ,r; 将 通过 mod b 的 完全 剩余 系 . 
注意 到 ，0 太 rr; 记 bb--1， 
因而 ry,r2,… ,rs 仅仅 是 0,1,2,…,65 一 1 的 一 个 排列 . 
特别 地 ,由 
六 三 brl (mod 0)， 





可 得 rs = 0. 
此 外 ,存在 惟一 的 整数 ;}， 7 < 5 ,使 得 
r= 0-1. 
于 是 nn 之 a+b-l1. 


车 n= a+65 一 1, 由 ;的 意义 可 知 ,G 在 升降 过 程 中 ,可 逐次 达到 
第 ri ,rr;,… ,级 的 位 置 . 

当 G 到 达 7; 时 ,由 

at+r=at+b-1l=n. 

由 此 可 知 ,G 到 达 楼 顶 , 此 时 G 继续 升降 ,又 可 以 到 达 ” 级 的 位 
置 ,而 xr, = 0, 所 以 G 返回 地 面 . 

由 此 可 知 ,n 的 最 小 值 为 a+ 2 - 工 

(3) 耕 ba, 目 (a,6)=d>1, 设 a=ald,， b= bid, 则 (a ,6 ) 
= 1. 

对 a1,b1 作 (2) 的 讨论 ,再 把 结果 扩大 4d 倍 , 则 
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n=d(alt+bl~1)=a+b-d. 

由 a,b 的 对 称 性 ,5 > a 时 结论 仍 成 立 . 

由 (1),(2),(3)， 7 的 最 小 值 为 a + 5 一 (a， 5b). 

2.70 设 Flz)= xzs+4zc+2z4+28z2+1， 户 >3 为 素数 ,并 
设 存 在 整数 > ,使 得 p 整除 f(z). 

证 明 存 在 整数 > ,>,,…, zs, 使 得 对 于 

g(xX) = (x- zx- 22) (一 zs8)， 
多 项 式 f(x ) - g(x) 的 所 有 系数 均 可 被 p 整除 . 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] 首先 注意 到 
f(x) = (rt + 2r’ 1) + 3277. 

由 于 pl f(z) = (zi +22 ~ 1)* + 32z’, 

故 知 存在 整数 1 ,使 得 


1* 三 -2 (mod p). OD 
于 是 可 以 写作 
z+2z —1= 4 (mod p). © 
这 是 因为 由 中 有 


(z + 2z’ —1)*+32z*=16z1*+32z :二 0 (mod p). 
对 促 , 必 要 时 可 用 - 上代 换 *, 从 而 
(z+*+1+r:) 
= z+2z +1+1? +21(2 +1) 
二 2+4zt+12+21(z2+1) (由 外) 
二 21(z+1)? (mod p). (由 人 @) 
如 果 zz 寺 - 1 (mod p), 则 
(1+1+1)*=21(z +1)=0 (mod p). 
即 t 三 ~ 2 (mod p). 
青 由 有 
~2 汪 4 {mod »p). : 
这 意味 着 素数 p 委 3, 与 已 知 条 件 相 矛盾 ,所 以 > 天 -1 (mod p). 
因此 ,存在 整数 *, 使 得 
45 = 21 (mod p). 
16s4 = 4¢* (mod p). 
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4s4 三 -2 (mod p). 


从 而 r = zs 满足 
r4 三 一 2 (mod p). 
于 是 我 们 可 写作 
z2+1+t 三 2s(z+1) (mod p), 
从 而 (z— s)* =- (s— 1) (mod p). 
由 于 s 世 1 (mod p), 


故 知 存在 整数 m ,使 得 
m’ 三 一 | (mod p). 


注意 到 
[(z 一 7 ) 十 ri][(x 十 m)4 十 r4] 
= tr -mt (r+tm) 二 
三 (zz+1) -2[2z4-12z+2j+4 
三 f(x) (mod p). 
故 知 


f(x)=[(r- mm) -2)l(r+m) -2] (mod p). 
由 于 mt 关 0 (mod 力 ) ,所 以 存在 整数 u ,使 得 
zt 7 十 1 (mod p), 





因此 u 三 m (mod p), 
u4 三 一 (mod p). 
故 知 v= ur 满足 
v1 三 (mod p). 
今 z|= 二 m+ vv， z2=m+myv, zz3= m7 UV, 2Z4 一 得 Mv, 
zs=— m+ wv, z6 -mimv, Z7 二 一 得 一 也 2&8 二 一 7 Mv 
就 有 


(x 一 zi) (x 一 zZ2) (x 一 ZzZ3) (x 一 4 ) 
=(x-m)} -2 (mod p), 
(x 一 zs)(x 一 zo6) (x 一 zZ7)(X 一 zg) 
=(r+m) -2 (mod p). 
从 而 得 到 要 证 的 结论 . 
2.71 ” 设 n 为 不 小 于 2 的 整数 ,al,a2,a3,a4 为 满足 下 列 两 个 条 
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a 


件 的 正 整 数 : 

(1)(n, a)=1, i= 1,2,3,4; 

(2) 对 于 = 1,2,…,n 一 1, 都 有 

(kal), + (ka2), + (ka3), + (kaa), = 2n. 

证 明 这 时 (a1),, (az) (aas)，，(a4)， 可 分 成 和 为 n 的 两 组 . 其 中 

(a), 表示 正 整 数 a 除 以 n 所 得 的 余数 . 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 ] 由 于 (nw， ai) = 1, 所 以 存在 ,使 得 (kal), = 1 不 失 一 般 

性 , 设 


1 = af 委 0 委 0 所 4 入 2 一 1. O 
由 题 设 可 知 

1+a2+a3+a4 = 2n, ©O) 

2+ (2a2), + (2a3), + (2a4), = 2n. 人 GO) 


首先 我 们 证 明 a2 < 方 4， a3 > 方 . 
否则 ,车 a2 之 方 7, 则 由 @ 


2+2a3— n+t+2a3—n+i+2ar~-n ~ 2n, 
2(1+a;+a3i+ a4) = Sn. 
与 书 式 矛盾 . 
若 a 扩 广 轧 则 由 国 


2+2a;+2a3+ 2a4 = 2n,， 


或 2+2az+2a3+2a4 一 7 = 2n, 
即 ll+ayt+a3+a4 = nn, 

或 1+ artastar = 
均 与 多 式 巴 盾 . 


从 而 有 1 = a an<aSa<n-l. 
又 由 题 设 , 对 于 & = 1,2,…,n 一 1, 有 
k+ (ka), + (ka3), + (kas), 
= (Rk+1)+((k+t1)a), +t ((k+1)as), + ((k+ 1)as), 
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= 27 . 
注意 到 (天 十 1)a.; 一 ka; 一 da; < 一 1 ， 1 一 2,3,4. 


S[k + 1)a; — ka; | 


i=1] 


一 ,ai = 2n. 


从 而 可 得 aan 

于 是 al+a4 = oa +a3a = 了 4， 

2.72 设 ,anvai,…，a 是 任意 整数 ,试问 :整数 > (a? + aa 
被 42+ ui 1 (或 被 2 -a+1) 整除 的 必要 且 充 分 条 件 是 整数 
Pas Du 被 42 + a + 1( 或 被 a? - a + 1) 整除 .对 否 ? 


(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 设 b=a +a+1, 则 


三 才 


(ar+1)33=(b6-a)P=-a? (mod 2b), OQ 
-a =-ab+a’+a 

=— abt+o-l 

三 一 ] (mod 2 ). © 


于 是 由 外 ,多 可 得 
(a*+ 1)3=-1 (mod 5 ), 
因此 有 





Djarla’ + 1)3 
k=0 


三 > (- Da (mod b). 


上 = 人 0 


于 是 > wu(a2 + 1)** 能 被 。 = a? + a + 1 整除 的 充分 必要 条 件 是 


D7- 1)‘a4 能 被 o + a + 1 整除. 


若 设 c = a* - a + 1, 同 样 也 可 证 明 结 论 正确 . 
2.73 ”两 个 饶 子 中 共有 2p + 1 个 球 ,每 一 秒 钟 都 将 放 有 偶数 个 球 
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给 志 


的 钢 子 里 的 一 半球 投入 另 一 个 驴子 . 设 上 为 小 于 2p+1 的 自然 数 ,并 
设 p 和 2p+1 都 是 素数 .证 明 或 壕 或 早 在 其 中 一 个 炙 子 中 恰 有 上 个 
球 . 
(圣彼得堡 市 数学 选 拨 考 试 ,1993 年 ) 
[证 ] 按 mod 2p +1 的 余数 进行 运算 . 
设 第 一 镑 中 有 xz 个 球 ,第 二 镑 中 有 y 个 球 . 
则 rt 圭一 y(mod 2p+1), 
于 是 每 一 秘 钟 , 数 对 (x,y) 都 变 为 数 对 (也 ,学 | 
设 mm 是 使 得 2”* 寺 1 (mod 2p+1) 的 最 小 正 整 数 . 
故 可 将 余数 1,2,…,2p 按 如 下 方式 每 六 个 分 为 一 组 : 


村 A 


A ~ 一. 


4 

这 表明 2p 可 被 m 整除 , 亦 即 m€ 11,2,p,2p|. 

当 m=1,2 时 ,情况 显然 . 

当 m=2p 时 , 则 数 xz 与 & 同 在 一 组 .这 表明 只 要 经 过 若干 秒 钟 ， 
在 第 一 个 缸 中 就 刚好 会 有 A 个 球 . 

当 mm =p 时 ,我 们 证 朋 余 数 一 1 夺 2p 与 1 不 在 同一 组 . 

事实 上 ,如 果 对 于 某 个 自然 数 r, 有 2 圭一 1(mod 2p+1), 则 27 二 1 
(mod 2p+1). 此 时 27 可 被 m=p 整除 , 即 7 可 被 bp 整除 ， 

于 是 2 二 2? 圭 1] (mod 2p+1) 与 2 二 -1(mod 2p+1) 逆 
盾 . 

由 此 可 知 , 余 数 上 与 (一 &) 被 分 在 不 同 组 ,因此 ,余数 zx 必 与 它们 
中 的 一 个 同 在 一 组 . 

2.74 ” 设 m 是 给 定 的 整数 .求证 存在 整数 a,b 和 &, 其 中 ,6 均 
不 能 被 2 整除 ,k 衬 0, 使 得 2m = a + 6 + 2199. 

(第 14 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1999 年 ) 

[证 ] (1) 设 + 和 ;是正 整数 ,其 中 是 奇数 .x 和 yy 是 mod 2’ 互 

不 同 余 的 奇数 . 由 于 : 
Ty=(r-y)(r i+ Xr y+ …， + y 1!). 

并 且 x + “y+…+y-! 是 奇数 ， 

则 x 和 也 是 使 mod 2 互 不 同 余 的 奇数 . 
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因此 , 当 上 取 遍 mod 2" 的 缩 剩 余 系 , 则 *# 也 取 遍 mod 27 的 缩 剩 余 
(2) 由 (1) 的 讨论 ,对 于 奇数 2m - 1, 必 有 奇数 a 使 得 
2m -1=a!?+ qd .21999 . 
于 是 ,对 于 6=1, 有 2 =aP2+b2 +g9 2 
如 果 g 衬 0, 那 么 题目 已 经 得 证 . 
如 果 g<0, 那 么 分 别 以 
a=a—h.21%, 


19 _/, ,1999\19 .站 1999 \19 19 
a (a—h.2”7) +g= 外 *2 ) “+a + 


g= 71999 21999 
代替 a 和 o, 仍 有 2z =a2+D29 + 921959 . 

取 足 够 大 的 疡 ,可 以 使 9g 之 0. 于 是 本 题 得 证 . 

2.75 一 个 正 整数 无 穷 等 差 数 列 , 含 一 项 是 整数 的 平方 , 另 一 项 
是 整数 的 立方 .证 明 此 数列 含 一 项 是 整数 的 六 次 客 . 

(第 38 居 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 

[证 ] 设 正 整数 无 穷 等 差 数列 ja + sh|,s=0,1,2,… 
含 六 项 和 交 项 ,其 中 zy 是 整数 . 

对 公差 施行 数学 归纳 法 . 

有 二 1 时 ,数列 <c,a+l,a+2,… 一 定 含 整数 的 六 次 寡 项 . 

假设 对 所 有 小 于 h(h>>1) 的 公差 ,满足 题 设 条 件 的 等 差 数 列 一 定 
售 一 项 是 整数 的 六 次 寡 . 

现在 考察 公差 为 h 时 的 情形 . 令 d= (a,h),h = de. 

对 (qd ,e) 分 两 种 情况 讨论 . 

(1) 当 (4d,e)=1 时 . 

由 at+sh=x’, atsh=y 
及 hh=de,(d,e)=1 可 知 

x’ 三 a 三 yi(mod hh ), 
ZX’ 三 a 半 y (mod e). 
由 (d,e)=1, 则 (a,e)=1. 故 e 与 x,y 都 互 素 .所 以 有 整数 1, 使 
ty 圭 x(mod e). 则 (ty)* 圭 x*(mod e). 

即 tSa’ 二 a (mod €) ,tea (mod e). 

由 (4d,e)=1, 则 存在 某 个 整数 六 ,有 
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同 
余 





证 1 深 





mw 由 注 


(1+ke)=0(mod d) (t+ ke)s=0=a(mod d) 

由 1 圭 a(mod e), 则 (z+ ke)* 寺 a (mod e). 

又 (qd,e)=1,h=de, 由 以 上 两 个 同 余 式 , 有 
(1 + ke)*=a(mod h). 

显然 ,k 可 取 任 意 大 整 数 . 故 上 式 说 明 已 知 数列 中 含 一 个 整数 的 六 次 
兰 . 

(2) 当 (4d,e)>1 时 . 令 素数 p,pld,ple,prla,p lh. 

因为 h= de,(e,a)=1, 有 B88>>a 之 1. 因 而 对 已 知 数列 中 的 每 一 项 ， 
能 整除 它 的 最 高 次 咕 是 pr. 

因为 xz*,y 是 数列 的 两 项 , 则 2|a,3la, 故 a=6r, 因 此 au 之 6. 则 
整数 数列 
p (at+sh),s=0,1,2,.: 


的 公差 外 <h, 且 含有 ( 汪 )， (党) ,由 归纳 假设 , 它 全 有 zzEN), 
所 以 ( pz)* 是 原 数列 的 一 项 . 
2.76 ”一 个 整数 有 限 序 列 a0,al,.…,a, 称 为 一 个 二 次 序列 ,是 指 
对 每 个 i€ 11,2,…,n1, 均 成 立 等 式 |a;—a; | = 天. | 
(1) 证 明 对 任何 两 个 整数 5 和 c ,都 存在 一 个 自然 数 ”和 一 个 二 次 
序列 满足 a6o==6,a, ==c. 
(2) 求 满足 下 述 条 件 的 最 小 自然 数 n :存在 一 个 二 次 序列 , 且 在 该 
序列 中 ao=0,a, = 1996. 
(第 37 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 于 a; 一 a;-!1= 圭 1?,1€ 11,2,… ,nl， 
而 c-65= 4a, 一 a0= Sa; 一 4-1)= > + 22). 
设 d=c 一 5, 只 需 证 明 , 对 任何 整数 4 ,存在 自然 数 ,使 得 可 以 在 
[2 0 
的 “[_]" 适 当 填 上 “+ "或 “-”, 使 其 运算 结果 等 于 4. 由 于 对 任何 自然 
数 记 ,有 
k*~(k+1)—(k+2)*+(k+3)*=4, 
—k*+(k+1) +(k+2)*+(k+3)= —4. 
所 以 对 于 中 中 任意 连续 的 4 项 ,可 适当 填 上 "+ ”号 或 “~ "号 ,使 其 
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运算 结果 等 于 4 或者- 4. 
于 是 ,对 4 以 4 为 模 进行 讨论 ， 
(Dad=0(mod 4). 
此 时 取 n=4- 上 | 重 , 显 然 满 足 要 求 


由 于 n 是 自然 数 , 所 以 当 d=0 时 ,可 取 n=8, 使 前 4 项 之 和 为 4， 
后 4 项 之 和 为 -4. 


(ii)d 三 1(mod 4). i 

取 n=1+1d~1|, 在 世 的 前 面 填 “+”, 而 使 后 面 的 4 二 二 项 
的 和 为 d -1, 这 时 n 项 和 为 d. 

(iii}d 志 2(mod 4). 

取 n=3+|d 一 14|, 使 前 三 项 为 “++1 +2+3””( 等 于 14), 后 面 的 
4.- 双 二 地 项 的 和 为 4 - 14, 这 时 n 项 和 为 d. 

(iv)d 尘 3(mod 4). 


1 小 


同 
余 


取 n=1+|d+1|, 在 二 前 取 * -”, 而 使 后 面 的 4 14 项 的 和 
为 d+1, 这 时 nn 项 和 为 d. 

综 上 ,对 任意 整数 c 5= 4, 总 可 找到 ,满足 题目 要 求 . 

(2) 首 先 若 2 委 17 , 则 


有 
dy = (a; —a;-1)+ao 
渤 


la -al+m 
> 


nH 


= |a;—a; |= = n+l (2n+1 
| ; =】 6 


=} 





< 1785<1996. 
这 不 可 能 . 
再 者 若 n= 18, 则 
_ n(n+1)(2n+1)_ 18x19x37 
6 6 
=3X19x37 头 1996. ' 
于 是 n 之 19. 由 于 (+2+…+19)-2(12+2+6 +14)= 


1996. 
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让 流 


这 样 ,只 要 对 ;=1,2,6,14 取 ai -ai= 一 六 ,对 其 余 的 1 志 i 三 
19,; 取 a 一 a;_!1= 让 . 则 ao=0 时 ,al9=1996. 
因此 ,满足 条 件 的 最 小 自然 数 为 n = 19. 
2.77 设 A= 和 ,2,3,…,171. 对 于 一 一 映射 f: A 一 A, 记 ft 
(x)= f(x), fttt(n)= (f(r)) REN 
又 ”ff 满 足 条 件 :存在 自然 数 M ,使 得 : 
(]) 当 mm <AM,I 生 ;有 委 16 时 ,有 
fi™i(it1)— ft” (i)A+t1(mod 17)， 
Fo) — A™I(17)+1(mod 17). 
(2) 当 | 委 ; 委 16 时 ， 
FMIC+1) -MD)=1 或 -10mod 17)， 
FM(D)- ARM(7)=1 或 -1(0nod 17). 
试 对 满足 上 述 条 件 的 一 切 f, 求 所 对 应 的 M 的 最 大 可 能 值 ,并 证 
明 你 的 结论 . 
(第 12 届 中 国 中 学 生 数 学 冬 今 营 ,1997 年 ). 
[ 解 ] 所 求 的 Mo = 8, 先 证 Mo 之 8. 
事实 上 ,可 令 映 射 f(i) 二 3i -2 (mod 17) 
其 中 i€A,f(i)EA. 


硬 f(D) 二 f(j) (mod 17), 
则 ”3i-2 二 3j-2 (mod 17), 即 i 二; (mod 17). 
所 以 i = j. 


因此 ,映射 f 是 从 A 到 A 的 一 一 映射 . 
又 由 映射 了 的 定义 , 易 知 
fl(i)=37i 3+1 (mod 17). 
AMi(i+1) 一 AMI(i) 二 1 或 -1(mod 17)， 
fAMI(1) 一 AMI(17) 二 1 或 -1(mod 17). 
[3M(i+1)-3M+1]~[3M.i-3M+1] 夺 1 或 ~1 (mod 17)， 
1-[3%4x17-3YM+1]=1 或 -1 (mod 17) 


Bh 3M 二 1 或 -1(mod 17). 

但 3 二 3,3* 二 9, 3 二 10,34 圭 13,35 三 5 ,3 二 15,37 圭 11,38 圭 -1 
(mod 17), ‘ 

故 ”Mo0 守 8. 
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下 面 再 证 Mo 委 8. 
任 作 一 个 三 17 边 形 AAA , 记 作 G. 
我 们 规定 : 当 i=17 时 , 取 i+1=1. 当 i1=1 时 , 取 i-1=17. 
然后 按 如 下 规则 连 线段 : 车 1 和 mm<Mo, 当 7” (i)= a, fA “it 
1) = 已 时 ,就 连 线段 AAA 
显然 ,所 连 线段 必 为 G 的 对 角 线 .下 面 证 明 ,所 连 的 对 角 线 没 有 重 
复 . 
若 有 两 条 对 角 线 连 线 相同 , 即 存在 i,j; 及 Mo>>p>q>0, 使 
fe?1(i) = 及 (7). 
f PitD)= AG -DD. 或 APGi+1)= fl(j+1). 
于 是 ,有 f* “(i)=j， 
fA?(i+1)=j+1 或 A2-4(i+1)=j-1. 
且 Mo> 户 -9g>0. 这 与 Mo 的 定义 矛盾 . 
放 所 连 对 角 线 没有 重复 ， 
但 G 共 有 17x7 条 对 角 线 . 
所 以 17x (Mo 一 1) 克 17Xx7, 即 Mo 所 8. 
故 Mo=8. 
2'.78 ” 设 n,p,g 都 是 正 整 数 , 且 n>p+g. 若 x0,z,…,Xx, 是 
满足 下 面条 件 的 整数 : 
(1)zxo= x, =0; 
(2) 对 每 个 整数 i(1 志 i )， 
或 Xx;-xi-1=p 或 xz-x-1= 一 g. 
证 明 存 在 一 对 标号 (i ,j), 使 zi<j ,ij) 天 (0,2), 且 Xi = Xj. 
“ 《第 37 届 国际 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 ] 首先 ,不 妨 设 (p,g)=1. 
这 是 因为 , 阁 (p,g)=d>1 时 , 记 p=4adpi,g=dgi,(p1,g1)=1, 


只 要 考虑 也, 池 ,…, 学 而 相 邻 两 项 之 差 等 于 pi 或 - g, 且 n>pi+ gi， 
一 切 条 件 都 能 满足 . 

由 于 zx 一 zj_1 王 pp 或 ~g (i=1,2,…,n). 

如 果 这 nn 个 差 x; 一 xz; 中 有 a 个 2.6 个 则 有 Xn = ap— 
bq,at+b=n. 
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从 而 ,由 2 三 0, 有 ap = bg. 
由 (p,qg)=1,a= kg,b= kp. 
则 n=at+b=k(p+g). 


an 


又 7> 轧 +g ,所 以 R 之 2. 
记 y=xitpta— Tini=0,1,.",(k-1)(p+gq). 
因为 zx; -zi-1=p 或 -gq 三 p (mod(p + 4g)), 
对 i=0,1,… 到 某 个 i 相 如 ,有 zx;=ip (mod(p +g))， 
于 是 有 x; -XiD)p (mod(p+ gq)). 
由 y; 的 定义 y=ZXitp+g -XX 三 p+g 三 0 (mod(p + gq)). 
即 每 个 y; 都 是 p+ 9 的 倍数 . 
又 由 于 yi+t1 一 ==(Xitlrptg™ Xitptgq) (Xitl— Ti) 
而 括号 中 的 数 只 能 是 p 或 -gq， 
所 以 y+1 一 y; 只 能 等 于 p+ gq,0, 一 (p+ gq) 中 的 某 一 个 . 
由 于 yo0== Xp+g 一 X0= np+tos 
Vptoa™ Tptaq) — Xp+gs 
y2(p+9g) 一 3(p+g) 一 2(pfg)， 
IVE-D pra Taptq) 一 (EDP+9) 一 — XE~-D(p+g) 
将 以 上 诸 式 相 加 得 
Yo + yprot Yapto) 二 十 ADO+o 二 2 二 0. 
车 y>0, 则 上 式 中 总 有 加 数 <0， 
大 y<0, 则 上 式 中 总 有 加 数 >0. 
由 y; 三 0 (mod (p+ 9g)), 则 
0 OV 2-DO+d 
ptg ptg © p+gq 
都 是 整数 , 且 每 相 邻 两 项 之 差 只 能 是 1,0 或 ~1, 而 且 不 可 能 全 是 正 数 ， 
也 不 可 能 全 是 负数 ,因此 , 必 有 一 个 是 0, 即 存在 io, 使 y =0. 
这 时 YTitpta Tio™=0. 
即 存在 一 对 标号 (i,)),;j= io0+p+g,i 二 i0, 使 得 Ti = Tj. 
2.79 ”确定 最 小 的 整数 n 宇 4, 可 以 从 任意 个 不 同 的 整数 中 , 选 
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出 4 个 不 同 的 整数 a ,b,c,d ,使 得 <+2p-c 一 dd 能 被 20 整 除 . 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 


[ 解 ] 由 于 C= 全 2 = 21， 


所 以 从 了 个 不 同 整数 中 一 定 可 以 选 出 一 对 整数 ,这 对 整数 对 mod 
20 同 余 , 设 这 对 整数 为 a,c, 则 a= 一 c (mod 20) 中 

当 从 7 个 不 同 整数 中 选 出 ec,e 后 还 剩 下 $ 个 不 同 整数 ,再 添加 2 
个 与 上 述 7 个 整数 不 同 的 2 个 整数 ,又 构成 7 个 不 同 整数 的 集合 , 按 上 
面 分 析 , 又 可 从 中 选 出 一 对 整数 ( 设 为 4,d) ,使 得 5 三 d (mod 20) 

© 

由 个, 四 得 at+tp=c+d (mod 20). 

即 at+b~-c~-d0 (mod20)， 

故 20lat+b-c-d. 

所 以 ,任意 9 个 不 同 的 整数 中 可 以 选取 4 个 不 同 的 数 a ,b,c,d， 
使 20|a+b 一 cd. 

另 一 方面 ,可 以 找到 8 个 数 , 例 如 

0,1,2,4,7,12,20,40 
这 8 个 数 中 任意 4 个 数 a ,b,c ,ad 都 不 能 使 
20lat+b—-c—d. 

2.80 ”整数 序列 al,az,a3,… 定 义 如 下 :ai=1, 对 n 之 1,a,;1 是 
大 于 a, 有 使 得 对 11,2,… ,n+ 11 中 的 任意 i ,j,k&( 不 一 定 不 同 ),a,+ 
ai 天 3as 的 最 小 整数 ,确定 a 1oo8. 

(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 

[ 解 ] 已 知 al 二 1, 则 a2=3,a3=4,a4=7, 满 足 题目 要 求 .这 是 因 
为 1,3,4,7 任 两 数 相 加 (可 以 相间 ) 的 和 为 1,2,4,5,6,7,8,10,11,14， 
它们 被 9 除 的 余数 为 1,2,4,5,6,7,8, 而 对 于 3a 被 9 除 的 余数 为 0， 
3. 





设 1,2,…,9n 中 恰 有 数列 1a,,| 的 前 4n 项 ,它们 是 mod 9 余数 为 
1,3,4,7 的 那些 数 , 则 9n + 1 添 人 数列 | a, | 的 前 4n 项 之 后 ,有 
Qa; + a 二 1,2,4,5,6,7,8 (mod 9)， 
3ar 二 0,9 (mod 9), 
于 是 aan+1 = 9n+l. 
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短 水 沽 


由 于 (9n+2)+1=3(3n+1), 
而 3nz+1=1,4,7 (mod 9),1=1 (mod 9) 
因此 9n+2& fa,!. 
同 理 可 证 9n +3,9n+4,9n+7E€ |a,1， 

又 因为 (9m+S)+7=3(32+4)， 

即 (9n+8)+4=3(3n 二 4)， 

或 (9n+6)+(9n+6)=3(6n+4), 

亦 或 (9n +9)+3=3(3n 十 4)， 

因为 3n+4 夺 1,4,7 (mod 9)， 

且 6n+4 三 1,4,7 (mod 9)， 

所 以 3n+4,6n +4E€ {a,!, 

从 而 9n+5,9n+6,9n+8,9n+9& |a,|. 
于 是 ia,,1 由 自然 数列 中 ,对 mod 9 余 1,3,4,7 的 数组 成 . 
因为 1998= 499x4+2, 所 以 algog 二 499 X91+3=4494. 
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第 三 章 ”素数 与 合 数 


3'1 者 数 p,p + 10,p + 14 都 是 素数 , 求 p. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 车 p 硅 1 (mod3), 则 
p+14 三 15 三 0 ( mod 3 ). 
此 时 ,p+ 14 不 是 素数 . 
若 p 尘 2 (mod 3 ), 则 
p+10 汪 12 汪 0 ( mod 3 ). 
此 时 ,p+ 10 不 是 素数 . 
所 以 p=0 (mod 3). 
又 由 p 是 素数 , 则 p = 3. 
此 时 p+ 10 = 13,p + 14 = 17 都 是 素数 . 
所 以 本 题 只 有 惟一 解 :p 一 3. 
3.2 “ 求 所 有 的 素数 pp, 使 4p?+ 1 和 6p? +1 也 是 素数 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 x=4j2+1，mm=652+1. 
并 设 p=5k+r, kEZ, rE€ 10,1,2,3,4|. 
于 是 






溢 吧 开 攻 济 


u = 100k* + 40kr + 4r* + 1, 

v= 1S082 + 60kr + 6r +1. 
大 Pp 圭 0 (mod5), 则 

u 汪 1], v 尘 1 (mod $ ); 
若 p 三 1! (mod5 ), 则 
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兰 未 六 


u 汪 0,，v 三 2 ( mod 5 ); 


若 p 三 2 (mod 5 ), 则 
u 二 2,， vw 三 0 (mod 5 ); 
若 pp 汪 3 (mod 5 ), 则 


uu 三 2,，v 三 0 ( mod 5 ); 
车 pbp 三 4 (mod5), 则 
uu 三 0，v 尘 2 ( mod 5 ). 
因此 ,对 任何 整数 bp, 三 个 数 p,u,v 之 中 有 一 个 且 仅 一 个 能 被 5 整 
由 于 当 p 不 能 被 5 整除 时 ,wx 和 w 之 中 有 一 个 能 被 5 整除 , 即 x 和 
v 之 中 有 一 个 不 是 素数 ,所 以 车 使 uw 和 w 都 是 素数 ,只 有 p 能 被 5 整除 
时 才 有 可 能 .又 由 于 p 是 素数 ,所 以 p = 5. 
不 难 验 证 , 当 p= 5 时 ,x =4.53+1= 101，wv=6:3+1= 
151 都 是 素数 . 
因此 ,本 题 只 有 惟一 解 . 
3.3 ”整数 C 刀 的 最 大 的 两 位 数 的 素 因 数 是 多 少 ? 
(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] n 二 CI 


”200. 199 . 198 . .… .+ 102 . 101 
1001 

_ 55 . 199 .197. 195 . … + 103 + 101 
一 501 


这 是 一 个 整数 ,和 且 分 子 中 199 . 197 . 195.…. 103. 101 是 三 位 奇 
数 之 积 ,于 是 所 求 的 两 位 数 的 素 因 子 只 能 从 三 位 奇 合 数 中 寻找 . 

由 于 小 于 200 的 合 数 一 定 含有 小 于 V200 的 素数 为 因子 ,因此 在 
101 到 199 之 间 的 奇 合 数 的 素 因 子 一 定 含 有 3,5,7,11,13 中 的 一 个 . 

由 于 | 入 | = 66, 于 是 所 求 的 最 大 的 两 位 素 因子 一 定 小 于 66, 而 
小 于 66 的 最 大 的 素数 为 61, 且 61 .3 = 183 恰 为 C 遇 中 的 一 个 因子 ,于 
是 所 求 的 最 大 素 因 子 为 61. 

3.4 ” 求 三 个 素数 ,使 得 它们 的 积 为 和 的 5 倍 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 设 三 个 素数 为 p,q,r, 则 
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pq*r= 5(p+g+r), 
于 是 p,g,r 中 必 有 一 个 等 于 5. 不 妨 设 r = 5, 则 
Spg = 5(p + gq +5), 
pqg= p+gqg+5, 
(p—-1)(g—1)=6. 
由 p>1，w>1 可知 
I > pP—-1=1, 2 
g—-1=3, 2 yg-1=1. 
由 于 g = 4 或 p = 4 不 是 素数 ,所 以 只 有 p= 2,g = 7, 或 p = 7， 
g = 2. 于 是 所 求 三 素数 为 2,5,7. 
3:5 ”已 知 方程 rz 一 pr” + gq = 0 有 一 整数 根 , 求 素数 p 与 gq. 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 


[ 解 ] 设 整 数 z 使 
q = x (pp — x), OD 
于 是 xig. 
因为 g 是 素数 ,因此 只 能 有 
三 十 1， x =++g. 
当 zr =+gz 时 ,由 个 有 
go 1 1， 





这 是 不 可 能 的 (因为 g 是 素数 ). 
当 过 =-1 时 ,有 
p+g+1i=0, 
这 也 不 可 能 . 
当 z=1 时 ,由 人 式 得 
p=oag+t1. 


因为 p 和 g 都 是 素数 , 则 p = 3,q = 2. 


3'6 ” 求 最 小 的 自然 数 a 和 2(b > 1), 使 得 Va we = 
z (基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 由 题 意 得 


6 = (Va vi) = oo 0 


设 素数 /能 整除 5.( 因 为 5 > 1, 所 以 这 样 的 素数 是 存在 的 ) 
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9 深 


由 ,pp 也 能 整除 a. 
设 5= 态 .c，a = pr'd, 这 里 c 和 d 都 是 与 p 互 素 的 自然 数 ， 
a 之 1,8 之 1. 从 而 有 
p88 .8 一 p”e 47. GD) 
因为 (c3,p) = 1,(d’,p) = ], 则 由 加 有 
88 = 7a. 
又 (7,8) = 1, 则 7 能 整除 8,8 能 整除 a, 因 而 有 
a 之 8，BP 之 7. 
又 因为 ec 之 1，d 之 1，p 之 2. 
所 以 必 有 
a=pr.d 之 pr 之 p> 2 = 256. 
b=.c2pWp 2 = 128. 
因而 a = 256， 5 = 128 是 满足 给 定 等 式 的 最 小 自然 数 . 
3.7 ” 试 求 出 所 有 不 超过 1000 的 素数 p, 这 些 p 使 2p+1 是 自然 
数 的 方 究 ( 亦 邑 存 在 自然 数 mz 和 nr， 7 守 2, 使 得 2p+1 = zm"). 
(乌克兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 若 2p + 1 是 自然 数 的 方 归 , 即 
2p+1= m’”, 
则 zx 为 奇数 . 
设 记 =2&+1, 则 
2p+1= (2k + 1)”. 
从 而 2p = 2k. A, 
其 中 p 是 素数 ,A 是 大 于 1 的 整数 ， 
即 p=k:A. 
由 p 是 素数 可 知 ,k = 1, 因 而 ni = 3， 
即 2p+1= 3". 中 
由 p 志 1000, 则 3” < 2001. 
而 不 超过 2001 的 3 的 窜 仅 有 
3， 3 ， 3， 34,， 33， 36, 
代入 @ 式 逐 个 计算 可 得 , 仅 有 
2p+1=3 
使 p 为 素数 ,此 时 p = 13. 
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即 符合 题目 要 求 的 素数 仅 有 一 个 ,p = 13. 
3.8 ” 求 8 个 素数 (不 一 定 不 同 ) ,使 得 它们 的 平方 和 比 它们 的 乘 
积 的 4 税 小 992. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 设 这 8 个 素数 为 ziy zz，…，z8、 
设 S = x 十 XI 十 … 十 了 各， 
P= rr2''rg. 
由 题 意 有 
4P - S = 992. 个 
首先 ,所 有 的 x; 不 可 能 都 是 奇数 . 
由 于 奇数 的 平方 被 8 除 的 余数 为 1 , 则 
SS=0 (mod8). 






双 4P 圭 4 (mod8)， 
992 二 0 ( mod 8 ). 
则 Q@ 式 不 可 能 成 立 . 教 


其 次 ,所 有 的 x; 不 可 能 有 一 部 分 是 奇 素数 , 另 一 部 分 是 2. 
设 有 上 个 奇 素数 ,8 -个 2(1 委 有 委 7), 由 于 
4P 三 0 ( mod 8 ), 
二 =k+4(8-k£)=32—3k (mod8), 
992 三 0 ( mod 8 ). 


于 是 由 式 也 不 可 能 成 立 . 
由 以 上 ,所 有 的 x,(i = 1,2,…,8) 都 是 2. 
经 验证 ,zl = zx; ==… = xs = 2 符合 要 求 . 


3.9 ” 试 找 出 所 有 的 位 数 不 超 过 19 的 , 具有 形状 加 + 1 的 素数 (yp 

为 自然 数 ). 
(第 28 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 ] 显然 p < 19. 

如 果 p 是 奇数 , 则 p? + 1 能 被 2 整除 ， 

于 是 仪 当 p = 1 时 ,pr + 1 = 2 是 素数 . 

如 果 p 有 奇数 因子 , 设 户 = mk ,其 中 mm 是 奇数 , 则 

P+1l=p*+1= (tH)”"+1, 

此 时 +1lip+l, 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 163 





在 


因而 pr + 1 不 是 素数 . 
于 是 p 仅 可 能 是 小 于 19 的 偶数 ,和 目 只 有 偶数 因子 , 即 
p = 2,4,8,16. 
车 p= 16, 则 
16! = 26 = (210)6 . 16 > 10006 . 16 = 16 . 10's, 
因此 16* + 1 多 于 19 位 数 . 


若 p = 8, 则 
88+1=24+1 
= (28)3+1 
= (28 + 1)(2' 一 2 二 1) 
是 合 数 . 
若 p = 4, 则 
44+1T = 257 是 素数 . 

若 = 2, 则 


22+1=5 是 素数 . 
于 是 所 求 的 素数 为 2， 5， 257. 
3.10 “ 求 使 (”- 1)! 不 能 被 n” 整除 的 一 切 奇 自然 数 4. 
(第 4 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 首先 可 以 证 明 n 是 奇 素数 和 nn = 9 时 ,(n 一 11)! 不 能 被 n* 

当 ”是 奇 素数 时 , 则 (2”- 1)1 中 不 含有 约 数 n ,因此 (n - 1)1! 不 能 
被 n* 整除 . 

当 = 9 时 ,显然 8! 能 被 9 整除 ,但 不 能 被 9% = 81 整除 . 

下 面 再 证 明 当 n 是 奇 合 数 , 且 n 关 9 时,(n - 1)1 一 定 能 被 整 

如 果 nn 是 奇 合 数 , 且 不 是 奇 素 数 的 平方 . 

设 n= ab，a 宇 3，5 宇 3，a 关 。. 

这 时 a， 2a，65， 26 必定 是 乘积 1.2.3…(2a -1) 的 因数 ,所 
以 (nn 一 1)! 能 被 a*5* = n’ 整除 . 

如 果 ”是 不 小 于 5 的 奇 素数 的 平方 . 

设 ”= p*，p 是 素数 ,p 宇 5. 

这 时 必 有 p* 一 1 之 4p. 
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”因而 在 (x -1)! = (p? 一 1)! 中 一 定 有 因数 p，2p，3p， 4p. 
因此 (xn 1)! 能 被 (p*)* = p’ 整除 . 
综 上 所 知 ,符合 题目 要 求 的 奇 自然 数 为 x 是 奇 素数 和 nn = 9. 
3.11 ”对 于 怎样 的 整数 x, 乘积 1:.2:3.…'…(m -1) 能 被 六 
整除 ? 
( 镜 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1951 年 ) 
[ 解 ] (1) 如 果 mm = p 是 素数 ,显然 
pH.2.3.…….(p—1). 
(2) 如 果 mm 可 以 分 解 为 两 个 不 同 的 整数 的 乘积 , 即 可 表示 成 
m=ab, aF6b. a>l1, Be> 
显然 a 三 mm 一 1，b 达 mm~-1，, 
于 是 和 =c11.2. (1m 1). 
(3) 如 果 mz 只 能 分 解 为 两 个 相同 因子 的 乘积 , 即 mz 可 表示 为 素数 
户 的 平方 的 形式 , 设 m = pr*. 
当 p 关 2 时 , 则 必 有 p? > 2p， 
于 是 在 1,2,…,p” 一 1 中 必 有 一 数 为 p ,一 数 为 2p. 从 而 


2p* 11.2.3..…. (pC—1), 

即 p11.2.3...(p*—1). 
也 就 是 1 ll 23， (oa 一 1). 

于 是 ,对 于 除 m = 4 之 外 的 任何 合 数 mm ,总 有 
mlil.2.3..….(m— 1). 


3.12 ” 设 KK 是 这 样 的 自然 数 的 全 体 ,其 中 每 一 个 数 由 0 与 1 两 个 
数字 相间 而 成 ,首位 与 末 位 都 是 1, 问 K 中 有 多 少 个 素数 ? 
(第 50 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 1 不 是 素数 ,而 101 是 素数 . 
设 101010…01 中 有 3 个 或 3 个 以 上 的 1. 


这 种 数 总 可 以 表示 为 
1+100+1002+…+100 -10 一 -1 (, ~ 2) 
100 1 之 
由 于 


100 一 1 102 一 
i00 ~ 1 10* ~1 
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祥和 辐 





_ 101+1)(10"! -1) 


(10+ 1)(10 -1) 


(10"+! + 1) 。99…9 


孝 

论 (10+1).9 

才 _ (0 + .11.1 
(10 + 1) . 


如 果 为 奇数 ,那么 ”+ 1 为 偶数 ,这 时 于 一 是 大 于 1 的 整数 
从 而 上 ， (10 + 1) 是 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 , 即 


H+] _ 
100 1 是 合 数 ， 





100 - 1 
如 果 zz 为 偶数 ,那么 n + 1 为 奇数 ,这 时 10 + 1 能 整除 10?"+1 + 1， 
并 且 商 大 于 1. 
10”"+'+1 100"*i—1 
从 而 07 “ 11…11 是 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 , 即 一 0 一 
是 合 数 . 


这 就 表明 , 当 n 之 2 时 ,这 种 数 总 是 合 数 . 
因此 ,K 中 的 素数 只 有 一 个 , 即 101. 
3.13 设 a,b,c,d 是 正 整 数 ,满足 o = b，c3= 4d’, 晶 c-a 
= 19. 求 4~。b. 
(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 oo = 六 ，c = 7. 
注意 到 (5，4) = 1， (3，2) = 1, 可 知 ,存在 两 个 正 整数 六 
及 nn ,使 
a = mi,b = m;, 
c= n’,d = ni. 
于 是 19=c-a=n ~mti= (n+ m)(n -pi). 
由 于 19 是 素数 ,以 及 nn 一 mm? 之 n+ m*, 则 有 


nm = 1, 





171 十 jz = 19. 

解 得 n= 10，m= 3. 

有 d= n= 1000, b= m’ = 243. 
d -b= 1000 — 243 = 7S7. 
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3.14 “如果 一 个 自然 数 是 素数 ,而且 把 它 的 各 位 数码 经 过 任意 交 
换 后 仍然 是 素数 , 则 称 这 个 素数 为 绝对 素数 . 

证 明 绝 对 素数 不 能 有 多 于 3 个 不 同 的 数字 . 

(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 绝对 素数 的 各 位 数码 都 应 是 奇数 ,而 且 不 可 能 有 数码 5. 
假设 某 个 绝对 素数 含有 四 个 不 同 的 数码 1,3,7,9. 则 可 设 
AI = al1a2…ay1379， 
并 令 M = aya2*iias， a; € 11,3,7,9|，1 才 in. 
Mi “ 104+ 1379， 1379 三 0 ( mod 7), 
. 104 + 1397， 1397 圭 4 (mod 7 )，, 
- 10+ + 1973， 1973 寺 6 (mod7)， 
“ 104 + 1937， 1937 三 5 (mod7)， 
. 104 + 1739， 1739 三 3 ( mod 7)， 
. 104 + 3197， 3197 夺 5 (mod7)， 
- 104+ 3179， 3179 圭 1 (mod7)， 
. 104 + 9137， 9137 三 2 (mod7)， 
Mo - 104 + 7913，7913 三 3 (mod 7). 

这 九 个 数 被 7 除 的 余数 不 同 ,因此 在 M1,M,,… ,Mo 中 一 定 有 一 
个 能 被 7 整除 而 不 是 素数 ,从 而 出 现 矛 盾 . 

所 以 绝对 素数 不 可 能 有 多 于 3 个 不 同 的 数码 . 

3'.15 ”如果 户 和 q 是 两 个 素数 ,并 且 a = 户 +2. 证 明 加 + 能 
被 p+ gq 整除 . 


EE 
l i 
区 六 尽 尽 尽 人 人 并 





| 


2 
| 





| | | | 
去 
梁 咏 打 党 


(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] p+ qr 
= (p+ gr)+ (pp — pP) 
= (p+ gt)+ (pe — pr). 
因为 p 和 9g 都 是 素数 , 旦 g = p+ 2, 则 p 和 g 都 是 奇数 . 
由 p 是 奇数 , 则 
pt+rglpr+g, 


又 jp 
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= pl(p—1)(p+1). 
由 于 p -1 是 偶数 , 则 
2(p+1)ip(p~- 1)(p+1). 


又 2(p+1)=2p+2= p+g. 
于 是 pt+gqlp ~ 1p.- 
因此 pt+glp+gqg. 


3.16 。 设 p;,p2,… ,pz4 是 一 些 不 小 于 5 的 素数 .证 明 
pt + pi + + p$a 
可 被 24 整除 . 
: (第 51 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 因为 p; 是 不 小 于 5 的 素数 , 则 p; 仅 可 表示 为 6k + 1 型 (k 
为 自然 数 ) ,于 是 
pr —1= 36k’+ 12k 
= 12k(3k + 1). 
由 于 & 和 3k 土工 的 奇偶 性 不 同 , 所 以 &A(3& + 1) 是 偶数 ,于 是 
p? -1 能 被 24 整除 .从 而 
pi+ pi + + p34 — 24 
能 被 24 整除 , 即 pf + p3 + … + p 色 能 被 24 整除 . 
3.17 ” 设 aja,_1*…alao = 10"a, + 10” ta 十 … 十 10al 二 av 为 
一 个 素数 的 十 进 制 表 示 ,n > 1， a,, > 1 证 明 多 项 式 
P(r) = a + a lr 二 十 QI 十 an 
不 可 约 , 即 不 能 分 解 为 两 个 次 数 为 正 的 整 系数 多 项 式 的 积 . 
(第 6 届 书 尔 于 地 区 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[证 ] ” 先 证 明 一 个 引 理 : z 
引 理 :如 果 a0,al,… ,a, € 10,12… ,9|,n 实 1,a, 实 1, 则 多 项 式 


P(x) = > a 
1 0 


的 根 的 实 部 小 于 4. 
用 反 证 法 .假设 复数 z 的 实 部 Re(z) 4, 则 


1z | 之 4， Re( 二 )>>0， 
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z"” | z | lzl*? lzl’ 上 zx | 
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> Re( w+ 1 | > |? [zl {zl{” 
9 
之 -二 一 
[xz 1 一 zxz| 
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所 以 z 不 为 P(x) 的 根 , 即 P(x) 的 根 的 实 部 必 小 于 4. 引 理 得 证 . 

现在 回 到 原来 的 问题 . 

如 果 P(x) = g(x):.: h(xz), 其 中 g(xz) 和 h(x) 都 是 次 数 为 正 的 
整 系数 多 项 式 ,那么 设 ol ,a，,… ,ai 为 g(x) 的 根 , 则 Re(aw)< 4,1 委 7 
过 上 .所 以 

g(4)¥0, 
从 而 | g(4) |! 宇 1. 

同时 110-a1l>14-al， lj 所 上 . 

所 以 ”1g(10) 1>1g(4) | 宇 1. 

同 理 1A(10)1>1A(4) | 宇 1. 

于 是 素数 P(10) 分 解 为 两 个 大 于 1 的 整数 | g(10) | 和 | 4h(10) | 
的 乘积 ,出 现 矛盾 . 

所 以 P(z) 不 可 约 . 

3.18 ” 设 二 次 三 项 式 az2 + bx +c 的 系数 是 正 整 数 .已 知 当 > = 
1991 时 ,二 次 三 项 式 的 值 a. 1991 + 6 . 1991 + c = pp 是 一 个 素数 ,证 
明 ar + bx + c 不 可 能 分 解 为 两 个 整 系数 一 次 式 的 乘积 . 

(第 4 届 和 祖冲之 杯 初中 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[证 ] 假设 正 整数 系数 的 二 次 三 项 式 可 以 分 解 为 两 个 整 系数 的 
一 次 式 的 乘积 , 即 

axr + bri+c = (dix + el)(d2x + es) OD 
其 中 di1,d2,el,e2 均 为 整数 . . 
易 知 dd;= & > 0, 所 以 di 和 da 同 写 ,不 妨 设 di 与 d, 均 为 正 整 
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数 , 于 是 e; 和 ez 也 是 正 整 数 . 
把 x = 1991 代入 式 得 
a* 1991*+6. 1991+c 
=| 1991d1 + el 11 1991d;, + es | 
= p. 
因为 是 素数 ,所 以 | 1991d + el | 与 1 1991d2 + ez | 中 必 有 一 
个 为 1 ,不妨 设 11991d + el 1= 1. 然 而 由 di > 0,el > 0, 这 是 不 可 能 
的 . 
所 以 ar? + br +c 不 可 能 分 解 为 两 个 整 系数 的 一 次 式 的 乘积 . 
3.19 ” 设 p,g 为 正 素数 ,方程 x*+ p*x + gq” = 0 有 有 理 根 吗 ?如 
果 没 有 ,给 出 证 明 ; 如 有 果 有 ,请 求 出 来 . 
(中 国 江 苏 省 苏州 市 .镇 江 市 高 中 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 因为 p,g 是正 素数 ,所 以 原 方程 不 可 能 有 正 数 根 ， 
又 因为 已 知 方程 的 x? 的 系数 为 1, 所 以 若 方 程 有 有理 根 , 则 只 能 是 
整数 根 , 且 必 为 gq 的 约 数 . 
因此 , 阁 原 方程 有 有 理 根 , 则 只 能 取 以 下 各 数 : -1, -gq, 一 0， 
- 9 为 根 . 
若 方程 的 两 根 为 - g9,，- 9%”, 则 由 韦 达 定理 
pr =q+g = ga(g+1) 完 6. 
此 时 pr 为 偶数 ,日 p? 关 4, 所 以 pp 必 为 合 数 ,与 是 素数 矛盾 . 因 
而 - 9，- g* 不 是 原 方程 的 根 . 
若 方程 有 有 理 根 ,只 能 是 - 1 和 -=- gq ,这 时 有 
p27 = 工 + 03， 
显然 ,9 不 能 为 奇 素数 ,否则 pr? 为 大 于 4 的 偶数 ,因而 p 是 合 数 , 于 是 9g 
为 偶 素 数 , 即 g = 2, 从 而 p = 3. 
所 以 当 目 仅 当 p = 3，9 = 2 时 , 原 方 程 x*?+ px+g =0 即 x 
+9r+8=0 有 有 理 根 :xi =- 1， zx, = 一 8. 
3.20 设 Fz)= ar+pr+c, 已 知 f(1), fF(2), fF(3), fF(4), 
f(5) 都 是 素数 .求证 f(x) 不 能 分 解 成 两 个 整 系数 一 次 式 的 积 . 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[证 ] 假设 f(x) 能 分 解 成 两 个 整 系数 一 次 式 g(x) 和 有 h(x) 的 乘 
积 , 即 
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f(x) = g(x)h(r). 

把 x = 1,2,3,4,5 代入 上 式 得 

f(1) = g(1)4(1), 
f(2) = g(2)h(2), 
f(3) = g(3)h(3), 
f(4) = g(4)h(4), 
f(5) = g(5)h(5). 

在 上 面 的 五 个 式 子 中 , 左 端 f(1),f(2),f(3),f(4),f(5) 都 是 素数 ， 
因此 在 g(1)， h(i)，(i = 1,2,3,4,5) 这 十 个 数 中 至 少 有 五 个 是 十 1. 

男 一 方面 ,由 于 g(x) 是 一 次 式 , 则 g(1),g(2),g(3),g(4),g(5) 
是 五 个 不 同 的 数 , 因 此 至 多 有 一 个 是 + 1, 一 个 是 ~ 1, 同 样 ,h(i)(i = 
1,2,3,4,5) 中 也 至 多 有 一 个 是 + 1, 一 个 是 - 1, 于 是 在 g(i), 有 (i) 
(i = 1,2,3,4,5) 这 十 个 数 中 至 多 有 四 个 是 土 1. 

以 上 了 矛盾 表明 , f(x) 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 一 次 式 的 乘积 . 

3.21 设 a,b,c 是 整数 ,p > 0 是 奇 素数 ,如 果 存 在 整数 x 使 得 
f(rt+i)=a(rt+i) +b(r+t+i)+c, i=0,1,2,…,2p 2, 都 是 
平方 数 .求证 p | 6b? - 4cc. 

(第 32 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 

[证 ] 用 反 证 法 . 

设 p 15“ 一 4ac. 

(1) 当 p ta 时 . 

首先 可 以 证 明 : 存 在 i € 10,1,2,…,p 一 1 ,使 得 p 1 f(xr+ ii. 

事实 上 ,车 对 每 个 i€ 10,1,2,…,p 一 1|, 都 有 p+f(x + i)， 

由 于 f(x + i) 是 平方 数 ,从 而 对 任何 i € 1i0,1,2,…,p 一 11, 存 


在 a; E 11,2,…, 卫 一 | 使 得 
plf(r+i)~a?. 
由 于 a0,41,…,4p-1 这 轧 个 整数 至 多 取 -+ 个 值 ,所 以 必 有 三 个 


数 相 等 . 即 存在 0 迄 上 < &A< Mi 委 户 -1 使 得 wa = cg = aa 
于 是 有 plf(r+k)- flrt+1), 
pl{lk—-it)(2ar+ak+at+ 6). 
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所 以 pl2art+ak+at+b. 
plf(rx+m)— f(r +&), 
pl(lm~k)(2ar+am+ak + 6b), 


所 以 pl2ar+am+t+ak+b. 

从 而 
pl[(k-t)(2dartakt+att+b)]-[(m—k)(2artam+ak+6b)], 
即 pla(lm— 1). 

人 X Im-iit<p, 


所 以 p | a, 导 出 了 矛盾， 

所 以 存在 整数 0 i < p -- 1, 使 得 

plf(rt+ii). 

进而 ,由 p ta 易 知 ,存在 整数 0 过 ; 之 p - 1, 使 得 
plalta(lxt+i)+ar+ob. 

当 j = i 时 , 则 pl2a(x+i)+b. 

因为 [2a(x + i)+ = b?*— 4ac + 4af(x + i), 

所 以 p16 -4ac, 
与 假设 户 雪 -4ac 了 矛盾 . 
从 而 了 尖 守 又 
f(rxt+i)— f(r+j) 
= (i-j)(2ar + ai + af + 6). 

所 以 plf(r+j). 

由 此 可 知 ,i,j 中 必 有 一 个 ,例如 7) 满足 0 雪 ) 去 -2 

由 户 1 f(x + 7), 则 

plf(x+pt+)). 

由 假设 ,f(x +j) 与 f(x + p+j) 都 是 平方 数 , 从 而 
plf(r+p+ji)- flrt+j), 
plpl2a(x+j)+6]+ap?. 

所 以 pll2a(xr +))+6}, 

Bp p16 -4ac + 4af(x + 7). 

由 此 又 得 ”pp 1 62 -4ac， 

仍 与 假设 p +5* - 4ac 矛盾 . 

所 , 当 pp ta 时 ,p | b? — 4ac. 
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(2) 当 pl|a 时 . 
” 则 由 p15* 一 4ac 得 p +16. 

由 于 p 是 奇 素数 ,从 而 存在 1 < 《和 p 一 1, 使 得 对 任何 整数 ”， 
ptn”—&k. 

由 p 46 可知, 存在 整数 0 达 i 过 p ~ 1, 使 得 

plb(x+i)+c—k. 

再 由 p14a 可 知 ,pl f(x+i)—-k. 

由 于 f(x + i) 是 平方 数 , 与 & 的 选取 无 关 . 

又 引出 矛盾 . 

因此 ,由 (1),(2), 必 有 
plb*—4ac. 

3.22 “证明 或 说 明 不 正确 .存在 素数 ac,p,c,d, 且 ec<2<c<d, 满 






兴 字 和 蕉 淖 


(新 加 坡 数 学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 假定 结论 正确 , 则 


cd{(b—a)= ab(ad 一 ec) 
所 以 blced(lb— a). 
因为 5 是 素数 ,c 和 4d 也 是 素数 , 则 6 165 一 4a. 
由 此 推出 vl a. 
而 a 和 2 都 是 素数 ,这 是 不 可 能 的 . 
所 以 结论 不 正确 . 
3.23 ” 阁 a 是 自然 数 , 且 a 一 4a?+15a” -30a+27 的 值 是 一 个 
素数 , 问 这 个 素数 是 什么 ? 
(中国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] a4-4a3+1S$a2 -30a +27 
= (a -3a+3)(o ~ a+9). 
因为 a 是 自然 数 ,a1 - 4a3 + 15a? - 30a + 27 是 一 个 素数 , 且 
a -34+3<a-at+9. 


于 是 只 能 有 
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a“-3a+3=1， 
解 得 a=1, a=2. 
当 a = 1 时 ,a? -a +9 = 9, 不 是 素数 . 
当 w=2 时 ,az -ar+9=1 是 素数 . 
所 以 ad -4a+lse- -30a+27= 11. 
3.24 ” 设 整 数 p > 1,z 是 满足 0 过 x 之 pp 的 所 有 整数 ,使 得 二 次 
三 项 式 x? - x + p 是 素数 . (例如 p = 5 与 p = 41 就 有 这 种 性 质 ) 
证 明 存 在 惟一 的 整数 组 a,5,c 满 足 6* 一 4ac =1-45,0<a 委 cc- 
ab<a. 
(第 34 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1973 年 ) 
[证 ] 满足 条 件 的 整数 组 (a,65,c) = (1, 一 1,p). 我 们 证 明 它 是 
惟一 的 解 . 
由 b*—4ac=1-4p, (DD 
可 得 5 是 满足 
hb 二 1 (mod4). 
的 整数 ,因而 5b 是 奇数 . 
记 1651= 2x 一 1, 则 由 Q@ 式 得 
(27r —1) -4ac=1-4p. 
印 x1*—-X+p= ac. 
车 0 过 zz< p, 由 题 设 可 知 ac 是 素数 . 
则 由 0< < 科 c 得 
a 二 1. 
再 由 - ae 秘 <a 及 0 是 奇数 可 得 
b=-1. 
又 由 1 一 4p = 6b* 一 4ac 二 1 一 4c, 可 得 
c= pp. 
下 面 只 要 证 明 0 志 x < 之 p 即 可 . 
由 161= 2x 一 1 可 得 


_ Joi+l 
* 2 


由 161| 过 a 二 c， 如 -4ac=1-4p 及 pp 之 2, 则 
3a* = 4a*-a’ 4ac -b=4p-1 





之 0. 
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165 所 a 生 /32 二 


二 + /pp ,1 
T= < 3 + <p. 


于 是 0 委 z< p. 由 以 上 ,惟一 性 得 证 . 
3.25 ”已 知 方程 x*+ pr + g = 0 的 根 缘 为 整数 , 且 有 p+ gq = 
198, 试 求 其 根 . 
(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 】 设 已 知 方程 的 二 个 整数 根 为 zj ,x2, 则 






Yi 十 2 二 一 户 ， 
ZIZ2 一 他， 
从 而 198 = p+g=- (zi+ x2)+ Zz2 素 
= (zl 一 TOz 一 1 一 1. 人 
于 是 (xr1 ~ 1)(x2—1) = 199. 全 


由 于 199 是 素数 , 则 只 能 有 
(zx1 一 1]， zx 一 1) = (1， 199) 或 (-1, 一 199).. 
于 是 x =2,x2 二 200 或 xi = 0,x, = 一 198. 
3.26 ”证 明 对 于 无 穷 多 个 素数 p ,方程 x* + x + 1 = py 有 整数 
解 (z,y). 
《第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 


[证 ] 用 反 证 法 . 
假设 方程 xz* + x + 1 = py 只 对 有 限 个 素数 ， 
Pi, Pp2, pn 
有 整数 解 (x ,y). 
设 p = pip py. 


那么 p* + p+ 1 不 能 被 pi,p,,… ,ps 中 的 任何 一 个 整除 ,因此 它 
必 有 一 个 不 同 于 pi,p2,…, p 的 素 约 数 g, 于 是 有 
p+pt+l= gy. 
因此 方程 


xX’+xX+1l= gy 


对 素数 g 有 解 


世界 数学 奥林匹克 解 是 大 媳 册 175 





2 
数 | ”与 假设 方程 只 对 有 限 个 素数 p,,p;,，…,p,, 有 和 解 予 盾 . 所 以 对 无 穷 多 个 
从 | 素数 p, 方 程 z? + x + 1 = py 有 整数 解 (zx,y). 
和 3.27 ”证 明 对 一 切 整数 ，， nn? + 2 + 12 不 是 121 的 信 数 
(第 3 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1971 年 ) 
[证 ] ”假设 对 其 个 整数 7， 2 +27+12 是 121 的 倍数 , 则 有 
+2n+12= 12lk (k € 2). 

即 (n+1)*= 11(1ik — 1). 

因为 11 是 素数 ,并 且 是 (n + 1 的 约 数 ,所 以 11 是 n + 1 的 约 数 . 

于 是 112 是 (n + 1)? 的 约 数 ,从 而 有 

11 1 11k—1. 

然而 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 对 一 切 整 数 ny， nn*+ 2n + 12 不 是 121 的 倍数 . 

3.28 数列 a1,a3,…, 按 如 下 法 则 构造 出 来 :a| = 2, 而 对 每 个 
宇 2， a, 等 于 a1a2…a,_1 + 1 的 最 大 素 因 数 .证 明 该 数列 中 任何 一 项 
都 不 等 于 5. 

(前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1989 年 ) 

[证 ] 由 于 ai = 2, 则 a1a2…a,-1+ 1 一定 是 奇数 ,其 最 大 素 因 数 
也 是 奇数 . 

从 而 , 当 实 2 时 ,所 有 a 都 是 奇数 ， 

又 a2 二 3. 

假设 对 某 个 n 宇 3, 有 a, = 5. 

即 5 是 自然 数 A = ajas…a,-_! + 1 的 最 大 素 因数 . 

由 于 al = 2，a, = 3, 显 然 

2+A，3+A. 

再 由 5 是 4 的 最 大 素 因 数 , 则 5 是 4 的 惟一 素 因数 . 于 是 ， 

| A= 5”"(m EN). 

从 而 有 A-1= 5*-1 

= (SC— 1)(5™ + S24+...+1) 
= 4(5”l + 5S"?2+ .+ 1). 
则 41A-1. 
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于 是 41ala2ma 1 21 aQ3'" "ar. 
然而 a,,a;3,… ,al 都 是 奇数 , 则 
2 fazyas an_1. 

出 现 巴 盾 . 

所 以 对 所 有 nn 宇 3， a, 天 和. 

义 al 了 53，a; 关 5. 

于 是 数列 ja,1 中 任何 一 项 都 不 等 于 5. 

3.29 ”证 明 三 个 不 同 素数 的 立方 根 不 可 能 是 一 个 等 差 数 列 中 的 
三 项 (不 一 定 是 连续 的 ). 

(第 2 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 设 p,q,r 是 不 同 的 素数 , 且 Yp,Yg ,Yr 是 一 个 等 差 数列 中 

的 三 项 . 





假设 P= a， 
Vg =a+t+md, 
Yr =a+nd, 
其 中 m,n 是 正 整 数 . 
消去 a,d 得 
Vg- Vp _m 
六 
myr- nvyg= (m-n)Vp. QD 
立方 并 展开 得 


mr — ng 二 3mn Sram Yr—n Yq) = (m 一 n)p. 
把 局 代入 上 式 得 
mr—- ng (mn)3p=-3m(m-n) Var © 
因为 p,q,r 均 为 素数 ,所 以 Vpgr 为 无 理 数 .于 是 ,加 式 左边 为 有 
理 数 ,右边 为 无 理 数 ,@ 式 不 可 能 成 立 . 
从 而 Vp ,Yq ,Vr 不 可 能 是 一 个 等 差 数列 中 的 三 项 . 
3.30 ”证 明 如 果 三 个 素数 成 等 差 数 列 , 并 且 这 个 数列 的 公差 不 能 
被 6 整除 ,那么 这 个 数列 的 最 小 数 是 3. 
(波兰 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[证 ] 设 素数 p, ,ps,p; 组 成 等 差 数 列 , 目 公差 为 r,r > 0,r 不 能 
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被 6 整除 . 
并 设 pi < p; < p;. 则 
p27= pitr, pa3= pit2r. 
车 pi = 2, 则 p; = 2+2r = 2(1 + 7x) 是 合 数 . 
因此 pi 不 是 偶 系 数 , 户 宇 3. 
从 而 ,pp ,pp3 都 是 奇 素数 ,r 为 偶数 . 
由 于 r 不 能 被 6 整除 , 则 
-二 6k+2 或 r=6k+4. 
其 中 是非 负 整数 . 
我 们 证 明 3 能 整除 pi. 
事实 上 ,如 果 pi = 3m + 1(m 是 自然 数 ), 大 7 = 6&+2, 则 ps = 
3m+1+6k+2 = 3(m + 2k+1) 是 合 数 ， 
若 r = 6k+4, 则 p33= 二 3m+1+12k+8 = 3(n+4k++3) 是 合 
数 . 
如 果 pi = 3m + 2(m 是 自然 数 ), 敬 rr = 6k++2, 则 py =37+2 
+ 12k 十 4 = 二 3(m + 4k + 2) 是 合 数 . 
和 藻 r=6&+4, 则 pp =3m+2+68&+4=3(72+28+2) 是 合 
数 . 
于 是 p| 一 定 能 被 3 整除 ,又 p! 是 素数 ,所 以 必 有 pl = 3. 
3.31 ”素数 a1,a,,…,a, 构成 递增 的 等 差 数 列 , 并 且 a > p. 证 
明 如 果 p 也 是 素数 , 则 数列 的 公差 可 被 p 整除 . 
(第 18 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[证 ] 设 公 差 为 a, 则 
Un = alt (n— lda. 
对 每 个 a;(i = 1,2,…,p) ,考察 以 p 为 模 的 余数 ,由 于 a; 是 素数 ， 
则 这 p 个 aj 被 户 除 的 余数 必 有 两 个 相同 , 设 
a; 三 a; (mod p), 
则 lai-al=|1i-jld=0 (mod p). 
由 于 lIi~-ji<p, 
则 plad. 


3.32 ” 设 p, 是 第 n 个 素数 (pi = 2, ps = 3,…). 证 明 p, 声 22” 
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(基辅 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 pxrril 记 1+ pip2… pr: 
首先 素数 pl ,ps,…, ps 不 可 能 整除 
q = 1+ pip2" pe. 

事实 上 , 若 p; 1 9, 则 p; | 1, 这 是 不 可 能 的 . 

于 是 | 或 者 是 素数 ,但 它 不 同 于 站 ,pb ,pi ;十 是 Pk+l 9 ,或 者 好 
是 合 数 , 则 g 必 有 一 个 不 同 于 p1,p2，… ,pi 的 素 约 数 ,于 是 又 有 pki 委 
好 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 本 题 . 
(1) 当 nC 二 1 时 ， 
p, = 2 2 
是 显然 的 . 


所 以 = 1 时 ,不 等 式 成 立 . 
(2) 假设 对 n 二 上 ,不 等 式 成 立 ， 
则 w= 有 +1 时 ,有 
Petl Sl + pip2'** pr 


kK 
<it+ [||2 
7 = 1 


142 人 3 
=1+22 7! 
<27. 

于 是 n = 上 上 +1 时 ,不 等 式 成 立 . 

由 (1),(2), 对 所 有 自然 数 n ,总 有 


ps <2 . 
3.33 ”如 果 素 数 p,g 满足 关系 式 3p+5g = 31, 那 么 log 
的 值 是 多 少 ? 


Pp 
2 3g+1 





(中 国 初中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 等 式 可 知 ,3p 和 5g 中 必 有 一 个 是 偶数 ,而 另 一 个 是 
奇数 . 
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若 3p 是 偶数 , 则 只 有 p = 2, 从 而 g = 5. 这 时 
1 


p 2 Ta 
log, 57TT 一 Jog 3.5+1 ~ cg 8 3 


若 5g 是 偶数 , 则 只 有 gq = 2, 从 而 p = 7, 这 时 





PP - - 二 一 
log, 3 .0 +1 log 1 0， 





所 以 log， 二 =-3 或 0 


3'34 设 户 与 4 为 目 然 数 ,满足 


1 上 上 1 
gl -2+3 1318 * 1319° 


求证 p 可 被 1979 整除 . 
(第 21 届 国际 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


[证 ] 因为 
= (1+ 垃 + + 0)-2( 广 + 地 + + a) 
= (1+ 二 + (+ 二 + oi 
= 000 + 61 + + BD 
=- 《+ BB)+ (Wi + BB)+ + ( 弄 + 高 ) 


| 
pk 
“DD 
~ 
“DD 
十 


1 1 1 
(sw- 1319 ”661 1318 *  * 989. 590) 
1. 2 . 1{_ ll .1 
13191 . 好 = 1979 13191( 5 t+) 
显然 ,13191 (0 ss 十 … 十 89 00 ) 是 整数 ， 所 以 13191 ， 
四 能 被 1979 整除 ,从 而 13191 . p 能 被 1979 整除 . 


可 以 验证 ,1979 是 素数 ,所 以 1319! 不 能 被 1979 整除 ,于 是 p 能 被 
1979 整除 . 
LT. 1 _ 1 : : > 
3.35 对 分 数 1 2 9 3 9 'p 加 2’p 通 分 并 求 和 .证 明 如 果 


180 上 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





p 是 大 于 2 的 素数 ,那么 所 得 和 数 的 分 子 可 以 被 p 整除 . 
(第 12 届 全 俄 数 学 奥 林 还 克 ,1986 年 ) 
[证 ] 因为 p 是 大 于 2 的 素数 ,所 以 p 是 奇数 ,p -1 为 偶数 . 
























1 1 1 ,... 1 1 
1 273 ?7p 2 pi 
_ /i 1 1 1 ... 
= (I 了 +5i)+ (+ 3)+ 
] ] 
+ (pl p+i) 
2 2 
p p p 
二 下 OO 
1.(p-1) 2(p— 2) p-l1l p+l 
2 2 
p~l 素 
pi: 个 数 
2 与 
1:2.3..(p -2)(p—1) 合 
数 
bb 
2(p — 2)1 


由 于 p 是 素数 , 则 (p,(p 一 2)!) = 1. 即 分 子 p 与 分 母 (p -2)! 不 
可 约 , 所 以 分 子 可 以 被 p 整除 . 
3.36 ”已 知 是 不 小 于 3 的 正 整 数 , 正 整 数 
TT 2r, 太一 工人 


证 明 车 + 是 素数 , 为 正 整数 ,并 目 | p, 则 亏 > nl!. 


(第 26 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 由 > 是 素数 , 旦 1 
则 存在 整数 &; 宇 0， i = 1,2,……,m ,使 得 

Hi | ri, i= 1,2,.,n. 


并 且 kl+ k++k, = 上 &. 
令 y= 天 ， 则 是 正 整数 ， ;= 1,2,…,n. 
由 于 TI < < < 271, 


则 所 有 的 y; 各 不 相同 (i = 1,2,…,n). 
而 2” 个 互 不 相同 的 正 整数 之 积 不 小 于 nn1 ,所 以 
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p 
A 一 yy2 Ys 之 n!. 


数 3.37 “证明 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 自然 数 ,它们 不 论 对 怎样 的 素数 
p 以 及 怎样 的 自然 数 n 和 ,都 不 能 表示 成 p + n“ 的 形式 . 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 

[证 ] 我 们 证 明 : 在 完全 平方 数 的 集合 中 ,就 有 无 穷 多 个 符合 题 
目 条 件 的 自然 数 . 

事实 上 ,如 果 

mm? = p+ nk, 

则 | p= (m — nm + nt). 

由 于 思 是 素数 , 则 必 有 / 

m—-nn=1, 
7 十 1 一 户 . 

于 是 p=2n+1, m= n+1. 

显然 有 无 穷 多 对 (nn ,上 ), 使 pb 不 是 素数 ,这 时 ,m2 = (mw* + 1 就 不 
能 表示 成 p + n”* 的 形式 . 

3.38 ” 设 p 为 奇 素数 ,是 

(1+x)t =1+axr+ar t+ Qap-22h 

证 明 ar+2，a2z-3，a3+4，…，ap3 一 人 ( 户 -2)，ao 2 

(p - 1) 都 是 p 的 倍数 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] a + (1)*!(k+1) 
= C+ (—1)!(k+1) 


pp pk 
= -2p kD ,et 





所 以 有 
Af[a + (~ 1)*-!(k+ 1)] 

= (p—2)(p 3).(p—k-1)+(- 1) i(k+1)! 

= pg(p)+t(- (k+l + (~ 1)*i(k + 1)! 

= pg(p). (其 中 g(p) 是 p 的 整 多 项 式 ) 
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由 于 p 是 素数 ,在 1 过 上 过 p -2 时 ,&! 不 能 被 p 整除 ,因而 ww + 
(一 1)* (+ 1) 是 p 的 倍数 (k = 1,2,…,p 一 2). 
3.39 ”证 明 对 每 个 素数 p, 有 无 穷 多 个 正 整数 ,使 得 p 整除 2” 一 


(第 15 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[证 1] (1) 者 p= 2, 则 只 要 7 是正 偶数 就 有 户 = 212?7 -7 
(2) 若 p 是 奇 素数 . 
我 们 首先 证 明 ;组 合 数 Cs, 当 p 是 奇 素数 时 ,是 p 的 倍数 (i = 1， 






2,…， 旋 一 1). 
事实 上 ,因为 
C% = Pp pt (i= 1,2,…,p-—1) 
是 整数 ,而 由 于 p 是 素数 , 且 i < p, 则 1 与 p 互 素 , 则 Cs 是 p 的 倍数， | 二 
下 面 用 记号 M(x) 表示 z 的 倍数 . 与 
由 于 2 = 1+ OC + 
所 以 有 2* = 2+ M(p), 
即 2(2771 - 1) = M(p). 


因为 2 与 p 互 素 , 则 有 

2 和 一 工 = M(p). 
于 是 必 有 最 小 的 正 整数 4 ,使 

24 -1= M(p). 
设 2,22,23,…,24 被 p 除 的 余数 依次 是 

riyr2 "sry 二 1. OD 
可 以 证 明 , 这 些 余数 都 不 相同 . 
事实 上 ,车 7 = ri(j < 上 上), 则 有 
2 一 2 = 六 一 r; + M(p), 
即 2(2 7 一 1) = M(p). 

再 由 2 与 p 互 素 得 

2 -1 = M(p), 
而 一) < 之 d, 与 4 的 最 小 性 相 矛 盾 . 
于 是 , 知 d = p -1, 则 余数 列 @ 就 是 小 于 p 的 一 切 正 整数 . 
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对 相 星 


若 4d < p 一 1, 则 有 小 于 p 而 不 在 WV 中 的 正 整 数 ~ . 
考虑 数列 rrr72…r7 设 它们 被 户 除 的 余数 依次 是 
六 1， 广 2， rd. © 
容易 证 明 , 避 中 的 这 些 数 都 不 相同 , 且 都 不 在 中 中 . 
如 采 还 有 小 于 尹 而 不 在 中 和 办 中 的 正 整数 , 仿 上 又 可 得 另外 4 个 


小 于 p 的 正 整 数 . 
由 于 比 p 小 的 正 整数 共有 pp -1 个 , 则 p --1 是 4 的 倍数 , 即 
p~1= M(d). ® 
现 可 设 1 一 do+r0 扫 < qd). (4) 
于 是 27— n= 24tr (dg+r) 


= 27(24)9? ~ dg—r 
= [1+ M(p)]}2" ~ dg—r 
=2 -dq—-r+t+ MI(Dp). 
由 此 可 见 ,2” - n = M(p) 的 充 要 条 件 是 存在 整数 ,使 
2 —dg—r= mp. ©) 
由 名 可知 ,p 与 a 互 素 . 故 存在 整数 mio 与 go, 使 得 dgo - pmo = 


即 1 — dqo = 一 pmo. 
(2 —r) ~ dgo(2’ — 7r) =— pmo(2’ -7). 
并 且 对 任何 整数 有 
(2°—7r)- dlgo2’ 7r)+ ps] =- plmo(2’— rr) + ds]. 
与 外 式 比较 可 得 
q = go(2° ~ r)+ ps, 
m=— mo(2”" ~ r) — ds. 
由 加 得 n= d[go(27 rr)+ps]+r. 
因此 ,对 充分 大 的 整数 ;, 上 式 的 ”都 是 正 整 数 ,并 且 
2"—n= M(Dp). 
即 pl2”—n. 
由 (1),(2), 对 每 个 素数 p, 都 有 无 穷 多 个 正 整 数 ,使 得 p 整除 
2” 一 74. 


[证 2] (1) 若 p= 2, 则 只 要 取 为 正 偶数 就 有 2 = 户 12" -7 
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(2) 若 p 是 奇 素数 , 取 n = ( 户 -1)(tp -1 EN 
则 由 费 马 小 定理 有 
2?-1!=] (mod p), 
从 而 z 
2"* — n= 2 DVD) (p—1)(kp—1) 
尘 1 一 1 
= ( mod p). 
即 户 12” 一 了 2. 
从 而 命题 得 证 . 
3.40 “求证 存在 无 限 多 具有 下 述 性 质 的 正 整数 :如 果 p 是 n+ 
3 的 一 个 素 因 子 , 则 有 某 个 满足 &? < 的 整数 ,使 p 也 是 &?* + 3 的 一 
个 素 因 子 . 
(第 42 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[证 ] 令 f(x) = x?+3, 则 
f(r)f(xr+1) (x + 3)f(x+1)+3] 
= xz2(rz+1l)+3z+3(r+1l) +6+3 
= (zz+l) +6z(z+l)+9+3 
= (x*+x+3) +3 


二 f(x*+ x+3). QO 
对 任何 非 负 整数 疡 , 令 
n= (m+m+2)+(m +m+2)+3. © 


则 由 中 得 
fln)= fm t+ mt+2). fl(m :+ m+ 3) 
= fl(m*: + m+2)f(m)f (n+ 1). 
因此 ,如 果 p 是 f(n) = n*+3 的 一 个 素 因子 , 则 也 必 是 f(k) = &? 
+ 3 的 一 个 素 因 子 , 其 中 有 & 等 于 za + m+2, 或 mm, 或 m + 1, 并 且 
km +m+2) <n. 
于 是 , 形 如 多 的 一 切 正 整数 n ,都 有 命题 所 要 求 的 性 质 . 
3*41 ”证 明 大 于 1 的 自然 数 ”是 素数 的 充 要 条 件 是 :对 于 每 一 个 


适合 1 之 之-1 的 自然 数 k, 二 项 式 系数 ”Ct = AL 能 被 
n 整除 . 
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(波兰 数学 竞赛 ,1969 年 ) 
[证 ] 由 Cx 的 表达 式 可 得 
nl! = Ck!l(n ~ &)!, 

即 n(n—1)--{n— kt+1)= Ck!. 中 
如 果 n 是 素数 , 昌 1 所 有 志 nn 一 1, 则 1,2,…,k 都 不 能 被 n 整除 ， 
而 OO 式 的 左边 n(n 一 21)…(n 一 +1) 能 被 整除 ,所 以 C0 能 被 n 整 
除 . 
反之 ,如 果 (3 能 被 整除 , 则 有 


Cx = ns, 
其 中 * 是 一 个 自然 数 . 
于 是 由 QD 式 得 
(nm1)(n -2) {nxn-(k-1)]= ww!. © 
如 果 是 合 数 ,p 是 的 一 个 素 约 数 , 则 p 不 能 整除 1,2,…,p 1， 
因而 p 也 不 能 整除 xn -~- 1， -2，…，7 一 人 ( 户 -1). 


于 是 在 等 式 包 中 ,者 令 & = 户 , 则 户 不 能 整除 撮 式 的 左边 ,而 户 能 
整除 @ 式 的 右边 bp! ,出 现 了 矛盾 ,这 就 是 说 ,如 果 了 是 z 的 素 约 数 , 且 
pp 过 nn, 则 不 能 整除 C?, 于 是 ”是 素数 . 

3.42 ” 试 求 所 有 的 自然 数 ”使 得 由 x 一 1 个 数码 1 和 1 个 数码 7 
构成 的 每 一 个 十 进 制 表 示 的 自然 数 ,都 是 素数 . 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 交 -1 个 1 和 1 个 7 组 成 的 自然 数 N 可 表示 为 

N= A,+6.:10*, 

其 中 A, 是 由 个 工 组 成 的 自然 数 ,0 雪上 有 < 7 

当 3172 时 ,4, 的 各 数码 之 和 可 被 3 整除 ， 

所 以 31A,. 

从 而 31N. 

又 因为 N > 3, 所 以 N 不 是 素数 . 

现 考虑 3 tn 的 情况 . 

由 费 马 小 定理 得 

(106): 三 1 (mod7), 
1064: 三 1 (mod7). 
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于 是 Ai = Ae: + A,* 104 
二 Ae, + A, (mod7). 
注意 到 
10 二 1 (mod7),，10' 夺 3 (mod7)， 
102 反 2 (mod7),， 1 二 6 (mod7), 
10t 二 4 (mod7),， 1 三 5 (mod7). 
又 因为 
4 三 1 (mod7),， A; 三 4 (mod7)， 
A; 尘 6 (mod7),， As 夺 5 ( mod 7), 
As=2 (mod7), As 三 0 (mod7). 
所 以 , 当 且 仅 当 6 172 时 ， 
A, 生 0 (mod7). 






于 是 ,6 tn 时 ， 


深 呆 汪 交 济 


A, 三 r 关 0 ( mod 7). 
因此 , 当 6 fa 时 , 必 存 在 一 个 &,0 < 上 & 专 5， 
使 得 6.10= 反 7-r (mod7). 
从 而 , 当 6+n, 生 n>> 6 时 有 
N= A,+6.:10* 
=r+(7 一 7) 
=0 (mod7). 
此 时 ,NN 不 是 素数 . 
最 后 考虑 n = 1,2,4,5 时 的 情形 . 
n= 二 1 时 ，N = 7 是 素数 ; 
n 二 2 时 ，N = 17,71 是 素数 ; 
n 二 4 时 ， 有 1711 = 29. 59 不 是 素数 ; 
n 二 S$ 时 ， 有 11711 = 1111l1+6:10 寺 0 (mod7), 即 11711 
= 7，1673 不 是 素数 . 
所 以 满足 本 题 要 求 的 只 有 n = 1,2. 
3.43 ”已 知 & 有 ,m,n 是正 整数 ,xm + 有 +1 是 大 于 n++1 的 素数 , 记 
c = 二 s(s 十 1). 求 证 


( Cyt1 Ck) (Cnt2 Ca) (Ctn 和 Ck) 由 
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能 被 cc，…:c,, 整除 . 
(第 9 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
和 [证 ] (让 当 m%m+1 过 上 上 和 m+ nn 时, 必 有 一 正 整 数 i(1 过 i 过 
关 77) ,使 m+ i = 处 , 则 来 积 
(cor+l 一 Ch) (Cor+2 Ce) (Cri 一 CD (Co 一 cy) 
中 有 一 个 因子 为 零 , 从 而 乘积 为 零 ,结论 显然 成 立 . 
(2) 当 m+ 1 > 上 时 ,乘积 中 所 有 的 因子 都 是 正 数 . 
由 已 知 条 件 , 有 
cp— co= plpi+1)—-aqlg+1)= (p- gq)(p+gq+1). 
于 是 式 化 为 
(ct1 一 Ch) Ctr2 一 CD) (Ctn 一 ck) 
=(m+l1—-k)(m+l+kt+l)(m+2—-k)(m+2+k+1)(m 
二 nn 一 六 (mm 十 n+ 大 +1) 
= [(m—k+t+l)(m—-k+2) (mm— ktn)l{(m+k+1+1)(n 
二 十 +2).(m+k+1l+n)) 


(m+n-pk)! (m+k+l+t+n)t 
(m 一 天)1 (m+k+1)! 


由 于 
C1C2 Cn 
= (1 .2)(2 .3)…[m(n +T)] 
= (1:2.n){2.: 3.…(7 + 1)] 
= 21 (n+ 1)!, 
所 以 


Cmt1 一 CR)(Cmt+2 ~ Cha) (Cmtn ~ Ck) 

CIC2 "Cy, . 
(mtn-k)!l, (m+tk+ltn)! 
(m~—-k)ln! (m+kt+1)!l(n + 1)! 


= Cr .m+k+1l+n)! 
mtak (直人 


因为 C3;,_。 是 整数 ,所 以 我 们 只 要 证 明 ; 在 w+k+1 是 大 于 n+ 
1 的 素数 的 条 件 下 ， 


《7 十 玉 十 1 十 2) 
(m+ k+l1)!(nx + 1)! 
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是 整数 就 可 以 了 . 
(21 十 记 十 1 十 7 ) 


(和 十 玉 二 12 十 1) 


_ (m+k+l+n)!. ] 
(m+k)l(n+1)! 和 十 天 二 |t 


tl 1 
Cirntk+l ” 7 十 玉 十 1 


我 们 只 要 证 明 Ct yk+l 能 被 m+k+i+! 整除 就 可 以 了 . 

事实 上 ,在 (m+ n+k+1)! 中 ,m + 上 有 +1 是 它 的 一 个 因子 ,而 
+ 有 +1T 是 大 于 2+1 的 素数 , 则 在 (2 +1)1 及 (mm + 此 )! 中 均 不 含有 
+ 上 十 1 这 个 因子 ,所 以 当 (m + n+ 月 +1)1 被 (nn +1)1(m + 此)! 除 时 ， 
不 能 约 掉 wm + 有 + 1, 因 而 Ce 能 被 m+ 上 + 1 整除 . 


(m+n+t+kt+1)! 
因此 ,0 +1)1(n + 1)1 是 整 玫 


于 是 , 当 乘 积 @ 的 各 因子 都 是 正 数 时 ,乘积 只 能 被 c1c2…c, 整除 . 

(3) 当 + < 时 ,乘积 中 的 各 因子 都 是 负数 .同样 可 以 证 明 乘 
积 @ 能 被 clcz…cy 整除 . 

由 (1),(2),(3) 可 得 ,乘积 Q@ 一 定 能 被 c1c2…c 整除 . 


3.44 ” 设 为 素数 ,J 为 2x 2 逢 阵 (。 ,其 元 素 属于 集合 10 
1,2,…,p 一 11, 且 满足 下 列 两 个 同 余 式 : 






泗 咏 如 泪 


atd!1 (mod p), QO) 
ad -b=0 ( mod p). © 
试 确定 矩阵 j 的 个 数 . 


(第 29 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 由 同 余 式 @, 若 a = 0, 则 4 = 1; 关 a = 1, 则 4 = 0. 在 这 
两 种 情况 下 都 有 bc = 0, 即 

b=0 或 c=0. 
当 65 = 0 时 ，c = 0,1,2,…,p-1， 
当 c = 0 时 ， 665 二 1,2,…,p—1. 
这 时 , 求 得 的 J 有 2(p+ pp 一 1) = 4p 一 2 个 解 . 
和 茶 a 关 0 或 1, 即 奎 

a = 2,3,4,…,p—-2,p-1, 
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则 对 应 的 4 等 于 (由 中式 ) 
d=p-1, p-2, p—-3, …, 3, 2. 
这 时 ad #0 {( mod p). 
为 使 @ 式 成 立 , 即 
pc =ad (mod p), 

我 们 可 以 取 b=1,2,.…,p—1. 

(注意 到 &k 关 0 ( mod p)), 而 c 的 取 值 随 之 可 惟一 确定 ,由 a 的 
取 法 有 p -2 种 ,b 的 取 法 有 p 一 1 种 ,这 时 , 求 得 的 J 有 (p 一 2)(p 一 1) 
种 . 

于 是 可 确定 J 的 个 数 为 

4p-2+(p-2)(p—-1)= p+p. 


SE 丰 北 


3.45 ”已 知 n 之 2, 且 对 0 三 上 kN， 好 + 上 +n 是 家 数 , 求 
证 对 0 志和 n 一 2， 上 及 + 上 + n 也 是 素数 . 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 1] 假设 对 所 有 的 &， 0 二 一 2， 有 + 上 + nn 不 都 是 
素数 , 即 存 在 一 些 k， 0 过 上 过 nn 一 2, 使 得 &*+ 上 +n 是 合 数 . 
设 如 是 使 得 +& +n 是 合 数 的 最 小 的 &, 则 如 0 三 n-2， + 
ko + n 是 合 数 . 
再 设 g 是 好 + ko + 7 的 最 小 素 因 子 , 则 
gq ki+tkotn. 
我 们 首先 证 明 g > 2ko. 
若 9 过 2k0, 考 虑 差 
(kj + kot+n)— (k++kR+n)= (ko—k)(ko+k+1). 
取 上 = 二 0,1,2,…,ko 一 1, 则 由 ko 的 规定 ,k* + 上 十 nn 为 素数 . 
此 时 ,ko 一 =1,2,…,ko, ko+k+1l= kot+l],ko+2,.…,2ko0. 
于 是 ko 一 上 与 ko + 上 有 +1 遍 取 1,2,…,2ko 诸 数 ,由 于 9g 过 2k0, 则 
存在 一 个 ,使 得 
q | (ko— k)(ko +k+1). QO 
又 因为 18+Ao+2 则 
9 上 有 太 十 眼 十 刀 ， 
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鉴于 有 *+ 上 上 +n 是 素数 , 则 有 gqg = k*+k+n. 
由 于 ko-k 寺 ko 寺 n-2<n+k+k = y, 
ko+k+l(n-2)+k+1l=n+k-1<n+ki+k*=o, 
所 以 gq +t(ko — k)(ko+k+1). © 
中 与 @ 有 矛盾 . 
因此 ，gqg >2k0， 即 g 守 2k0+1. 
由 于 kf8+ ko+n 守 gq 守 (2k0 + 1)? = 4&8+4ko+1, 即 
3ki nn-1-3kRRn-l1l<n, 
ko < 3 
由 已 知 条 件 , 当 ho < \/ 各 时 ,好 + ho + 是 素数 ,与 好 + 和 十 
为 合 数 巴 盾 . 
因此 ,这 样 的 如 不 存在 , 即 对 有 = 0,1,2,…,n 一 2， + 上 +n 都 
是 素数 . 
[证 2] 假设 存在 一 些 &， 0 三 上 nn 一 2, 使 得 上 + 有 +n 不 是 
素数 ,由 宇 2, 则 + 请 + 为 合 数 . 
设 ko 是 使 得 k* + 有 +n 为 合 数 的 最 小 的 &, 即 £6 + ko + 为 其 中 
的 最 小 的 合 数 . 
又 设 g 是 局 + ko + n 的 最 小 素 因 子 . 
(1) 大 4 委 台 , 则 可 设 io = q+65(b 实 0). 于 是 
ki+kot+n 
= (g+6b)+(g+6b)+n 
= oldg+20+1)+(62 二 DT+7)， 
由 于 0 < 如 0, 则 
b+O+n< ki+kotn, 


由 &o 的 假设 ,5* + 5 + nn 是 素数 . 






泽 咏 全 浸 注 


又 由 于 
dg | ki+kot+n, glga(lg+26b + 1), 
则 glb+b+n, 
所 以 上 必 有 qg= 6 +6b+n. 
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并 


此 时 有 g=6b+b+n>n-2, 
而 g 过 ko < n 一 2, 出 现 矛 盾 . 
(2) 若 g > &0; 则 可 设 g = ko + 0, 于 十 
ki 十 大 0 十 
(gg 一 0) +(g-b)+n 
gy(g -20+1)+(O 一 1 六 +( 一 1)+7， 
当 6-1<Ao 时 ,由 
bp—-l<kon-2, 
可 知 (5 -1)?+ (5 一 1)+ nn 是 素数 . 
所 以 有 (5-1)?+(b-1)+n=g. 


| 


于 是 gq Skitkot+n 
= g(g—-26+1)+g 
= 时 一 200 +29， 
从 而 bl. 
于 是 只 能 有 65 = 1, 即 g = n 是 素数 . 
又 由 qg=kot+b=ko+1l=n 
而 ko+l1ln-2+1=n-1. 
于 是 7 <7 一 上 . 
导致 矛盾 . 
因此 只 能 有 2 -1 工 立 &o, 即 
b 宇 ko+1. 
= kot+b 守 2ko+1. 
于 是 (ho 1 gq ki+ kot nn, 


4k8 + 4ko+ lki+kot+n, 
n > 3ki + 3ko + 1 > 3k6, 


ko < A/ 3 
然而 由 已 知 , 当 io<A/ 本 时 ,有 3 +R+7 是 素数 ,与 人 二 Ro+D 


是 合 数 了 矛盾. 


由 以 上 , 当 0 达 如 oo 过 n 一 2 时 ,ki + ko + n 都 是 素数 ,从 而 命题 得 
证 . 
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3.46 “” 任 给 素数 p. 试 证 存在 整数 zo ,使 得 户 | (zi 一 xo + 3) 的 
充分 必要 条 件 为 存在 整数 yo ,使 得 p | (yi — yo + 25). 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 
[证 1] 易 知 xf 一 xo+3 和 一 yo + 25 都 是 奇数 ,从 而 不 妨 设 
p 为 奇 素数 .于 是 
六 1(zi-xzo+3)<c>pl40zi-zo+3) 
€>p| (2r0 ~ 1)+11, 
pl(y— y+25) p14(y — yo +25) 
Epil(2y0~1)+3.11. 
于 是 只 须 证 明 : 存 在 xo, 使 得 p | (2xo -- 1)* + 11 的 充 要 条 件 是 存 
在 yo, 使 得 p 1 (2yo -12 +32 .11. 
(1) 若 存 在 xo 使 p | (2xo 一 1)*+ 11, 则 
pl3(2x0— 1)+3.11, 
即 pli{i2(3xo—1)—-1]+3:.11. 
只 须 取 yo = 3xo -1 ,就 有 Pp1(2yw 一 1) +3 .11. 
(2) 若 存 在 % ,使 得 p | (2yo -1) + 3 11. 
当 p = 3 时 ,只 须 取 xo = 1, 即 有 
pl1(2.1-1)+1 = 12. 
当 p > 3 时 ,因为 (p,3) = 1, 所 以 存在 整数 a 和 64, 使 得 
ap+3b=1. 
由 此 对 任意 整数 ,有 
(a—3k)p+3(b+ HR)=1. 
所 以 存在 al 和 651, 使 得 






潍 咏 全 潍 


alp + 36b| = 1, OQ 
县 2 为 奇数 ,(p,b1) = 1. 
由 pi(2y0 1) +3.11, 
得 户 | 2ot[(2w — 1) +3.11]. 
印 pl (2b1y0 — 61) + (3651) 11 © 


由 人 有 
(36) :11 = (1-ap) :ll=1 (modp). 
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所 以 由 人 有 
pl (20601y0 ~ 601) + 11. 
由 51 是 奇数 ,可 令 561 = 2m + 1, 则 
2b1y0 ~ b1 = 2(2m+1)y -2m-1=2i(2m+1)y -ml—1. 
取 ro = (2m +1)y-m 就 有 pi| (2ro-1)+11. 
于 是 命题 得 证 . 
[证 2] 令 f(x)=x*-x+3, g(y)= y— yt+25. 
首先 ,由 于 对 任意 整数 zo 和 yo, f(xo) 和 g(yo) 均 为 奇数 ,可 知 素 
数 2 不 县 有 所 述 性 质 , 从 而 p 关 2. 
当 zo = 3, yo = 2 时 ,有 
ri -xo0+3=9, %- y+25= 27， 
因而 31(xi— rot+3), 31(y— yo + 25). 
所 以 对 于 p = 3 结论 成 立 . 
下 设 素数 p 宇 5. 由 于 
3°f(x) = 9x* — 9x +27 
= (3z -1)—-(3r-1)+25 
= g(3r — 1). 
因此 , 阁 存 在 整数 xo, 使 p | f(xo), 只 要 令 yo = 3x0 -1, 就 有 
p1g(3zxo 一 1), 站 即 p | g(yo0). . 
反之 , 若 存 在 整数 yo ,使 p 1 g(yo), 则 对 任意 蓝 数 ,有 pl1g(yo+t 
kp ). 
这 是 因为 
g(yo + kp) = (yo + kp)* — (yo + kp) + 25 
= (yi — yo +25) + 2yokp — kp + k’p’ 
三 g{(y0) (mod p). 
又 由 于 (p,3) = 1, 故 可 取 k € 10,1,2| ,使 
yo+ kp=2 (mod3). 
于 是 只 要 取 3xo0 一 1 = yo + kp, 就 有 


To 二 三 (yo+ kp+ 1) 
为 整数 . 
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由 于 g(y + kp) = g(3zx0— 1) = 3 f(x0), 


及 plg(yo + kp), 
可 知 p13 (zxzo). 
又 由 于 pp 是 之 5 的 素数 ,(p,3) = 1, 于 是 
pi f(xo). 


3.47 nn > 3 是 一 个 整数 ,从 集合 12,3,…,n| 中 取 三 个 数 ,用 括 
号 .加 号 和 乘 号 把 它们 连接 起 来 ,考虑 所 有 可 能 的 组 合 . 
(1) 证 明 如 果 我 们 选 出 的 三 个 数 都 大 于 -> , 则 这 三 个 数 所 有 可 能 
的 组 合 所 得 的 数 都 不 相同 . 
(2) 设 p 是 一 个 素数 ,p 过 V7, 证明: 选 三 个 数 ， 最 小 的 数 是 p ,并 
且 这 三 个 数 的 所 有 可 能 的 组 舍得 到 的 数 不 是 全 不 相等 的 选取 方法 数 恰 
好 等 于 请- 1 的 正 因 子 数 . 
(亚洲 太平 洋 地 区 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] (1) 设 a,b,c 是 从 |2,3,…,n| 中 选 出 的 三 个 数 , 且 2 过 dc 
<b<c 委 ?2, 则 所 有 可 能 的 组 合 是 
CQ 十 万 +c，， abtc, act+b, bec+a, 
atb+cec), blat+c), cla+b), akc. 
由 于 (ab+ce)-(at+b+c)= (a-1)(6 -1)-1>0, 
(ac + 6b)- (ab+t+ce)= (a-1)(c-6)»>0, 
(bc+a)—-(ac+6)=(c-1)(6-a)>0, 
blat+c)—-a(b+e)= (86-a)ec>d0, 
cl(a+b)—-b(la+c)= (c-b)a >d0, | 
abc—- clat+b)= cl(a-1)(b~-1)-1]>0 
所 以 有 at+bobtc<abtc<at+b<bhcti+a, 
al(b+c)<b(latc)<c(a+b)< op 
又 因为 a(b+c)—- (ac+6)= b(a-1)>)d0, 
blat+c)—- (+a)=a(b -1) >0, 
所 以 又 有 a 人 (b+c)> ac+D， pa+c) > ac+a， 
因此 ,如 果 在 所 有 的 组 合 中 有 可 能 相等 的 数 , 只 有 w + a 与 a( + 
c) 有 相等 的 可 能 . 
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若 bet+a= a(bt+ce), 


则 cb-a)= a(b—1). 
" (6a) > D>), 
从 而 有 2( 一 aj) > 一 1， 


b>2a-1>n-1. 
因为 65>n-1，c>3>5, 则 c > 1n, 与 c 过 nn 刻 盾 . 
所 以 &e + a 与 a(b5 + c) 不 相等 . : | 
即 这 三 个 数 的 所 有 组 合 所 得 到 的 数 都 不 相间 . 
(2) 设 a = p 声 Vn 志 了 广 ( 当 n>3 时 ). 由 (1), 所 有 组 合 中 可 能 
相等 的 只 有 bc + a 与 a(5 + c); 则 
bc+p= pl(b+ ce), 
pc = plb+c—1). (0) 
因为 p 是 素数 ,所 以 由 @ 式 必 有 
pl6b， 或 pice. 
可 p15, 则 5 = Bp(B > 1), 代 入 外 得 
ERE= Bp+ec-l1. 
(B—-1)c=pBp-1=65-1. 
由 此 可 知 ，c 16 一 1. 
从 而 c < 5 ,与 假设 的 c > 6 矛盾 . 
所 以 只 有 plc, 则 c = yp(Y >1), 代 入 中 得 
=b+Yp-!1, 
(yy~- D6= 7Yp-1=(7Y-D)+7Y(p~-1). 








于 是 b= 1+ p> = (人 
因为 (7y,Y—1)=1, 
所 以 . - YY~-11p—1. 
1 7p-D 1c-7Y_c-l 
且 =1+ 7 =1+71=7T<c， 
_1.72-D)_,， ,pp-l 
b= 1+ y—1 一 + > 
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于 是 a=p<b<e. 

由 四 式 , 对 于 请- 工 的 每 个 正 因子 7 - 1, 都 有 一 个 整数 5 和 整数 

c= pA An. 

使 得 组 合 中 有 两 个 数 相等 . 

所 以 ,这 三 个 数 中 的 所 有 组 合 中 有 两 个 数 相 等 的 选取 方法 数 恰好 
等 于 p 一 1 的 正 因 子 个 数 . 

3.48 ” 设 已 知 对 任意 正 整 数 >, 恒 有 素数 p 存在 ,使 得 nn 志 p 三 
2x. 试 证 下 列 命题 :例如 存在 一 个 大 于 2 的 最 小 偶数 2xm0, 它 不 能 表示 
为 两 个 素数 之 和 ， 则 4mo 必 能 表示 为 三 个 或 四 个 素数 之 和 . 

(中 国 天 津 市 数学 竞赛 ， 1979 年 ) 

[证 1 由 题 设 , 存 在 素数 p 满足 

mo 他 pb 2mo, 
从 而 2mo 2p 4mo, 
2mo 守 p+ pp 4mo. QD 
由 于 2zzo 不 能 表示 为 两 个 素数 之 和 , 则 
2mo p+p. 
又 在 4mo = p+ p, 则 : 
Pp = 2mo0. 

又 由 2m0 > 2, 则 mo > 1, 所 以 p > 2, 而 大 于 2 的 素数 一 定 为 奇 
数 , 所 以 p 关 2mo. 

因此 ,中 式 中 的 等 号 不 成 立 , 即 

| 2mo < p+ p< 4mo. 
令 4mo = p+pti+n. @ 


于 是 nn 为 正 整数 , 且 为 偶数 . 
由 多 得 


n = 4mo -2p < 4mo— 2mo = 2mo. 

由 于 2mo 是 不 能 表 为 两 个 素数 之 和 的 最 小 偶数 , 则 由 n < 2mo 
知 ,n 或 者 等 于 2, 或 者 为 两 个 素数 之 和 . 即 4me = p+ p+n 可 表 为 三 
个 或 四 个 素数 之 和 . 

[证 2] 由 题 设 2m。> 2, 所 以 存在 素数 p 使 得 

2me -2 夺 p R22me - 2). 
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因为 4 = 2+2, 可 表 为 两 个 素数 之 和 ,所 以 必 有 2mo > 4, 即 2mo 
一 2 > 2, 所 以 p > 2, 而 大 于 2 的 素数 必 为 奇数 ,所 以 p 为 奇数 . 

由 于 2mo 2p4no 一 4， 
则 2m0 < 2mo t+ 1p+3R4m -1 < 4mo. 

故 0< 4mo— (p+3) < 4 2mo = 27720. 

邻 g = Am0 (p+ 3), 则 g 是 偶数 ,于 是 

2 gq < 2mo. 

因此 g 或 者 是 2, 或 者 是 两 个 素数 之 和 . 即 4mo = = +434 可 以 与 
成 三 个 或 四 个 素数 之 和 . 

3.49 (1) 是 否 存在 14 个 连续 正 整 数 , 其 中 每 一 个 数 均 至 少 可 被 
一 个 不 小 于 2, 不 大 于 11 的 素数 整除 ? 

(2) 是 否 仔 在 21 个 连续 正 整数 ,其 中 每 一 个 数 均 至 少 可 被 一 个 不 
小 于 2, 不 大 于 13 的 素数 整除 ? 

(第 15 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] (1) 不 存在 .下 面 用 反 证 法 证 明 . 
设 这 14 个 连续 正 整 数 为 
N, N+1l, N+2, .%, N+13. 

由 对 称 性 ,不 妨 设 N 为 偶数 .于 是 
N, N+2, :…, N+12 
均 能 被 2 整除 

而 余下 的 7 个 奇数 

N+1l, N+3, ©, N+13 

可 能 被 3,5,7， 上 榴 除 的 最 多 个 数 分 别 为 3 个 ， 2 个 ,1 个 ,1 个 ,总 和 也 是 
7 了 个 . > 

所 以 素数 3,5,7,11 均 必 须 分 别 整除 它们 各 自 可 能 整除 的 最 多 个 
数 的 数 , 且 不 会 有 两 个 不 同 素数 整除 同一 个 数 的 情况 发 生 . 

由 于 被 3 整除 的 奇数 须 相隔 6 个 数 ,此 时 恰 有 3 个 ,只 能 为 

N+l, N+7, N+13. | 
而 被 5 整除 的 奇数 须 相隔 16 个 数 , 又 恰 有 2 个 ,所 以 为 


N+1，N+11, 或 者 N+3,， N+13. 
这 时 出 现 N + 1 同时 被 3 和 5 整除 ,或 者 N + 13 同时 被 3 和 5 整 
除 的 情形 ,这 是 不 可 能 发 生 的 . 








因此 不 存在 14 个 连续 正 整 数 ， 其 中 每 一 个 至 少 镇 2， 3,5,7,11 中 的 
一 个 整除 . 
(2) 存在 . 
我 们 注意 到 这 样 的 21 个 连续 整数 : 
—10, -9, -8,…, -1,0,1,2,…,9,10. 
除去 土 1 之 外 ,其余 每 个 整数 均 宇 少 可 被 2,3,5,7 之 一 整除 . 
现在 我 们 设法 用 剩 下 的 11 和 13 这 两 个 素数 来 解决 这 两 个 数 . 
这 就 要 求 N 满足 
| 


N= lim+1, 
N = 13n—1. 
而 由 中 国 剩余 定理 ( 即 孙 子 定理 ) ,满足 同 余 式 组 ， 
[N=0 ( mod2 .3.5 .7)， 教训 
{n= ( mod 11), 人 
N 二 -1 ( mod 13). 数 


的 N 是 存在 的 ,比如 99540 就 是 这 样 的 数 . 
从 而 N-i0N-9,…N-1NN+1…N+9,N+10. 
即 99530 ,99531 ,…… ,99539,99540,99541,… ,99550 
就 是 其 中 的 一 组 连续 21 个 正 整数 . 
3.50 ”方程 x+ar+p+li=0 的 根 是 自然 数 .证 明 az + 02 是 
合 数 . 





，。 (第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 已 知 方程 的 二 个 根 为 x1,x2, 则 
Tl 十 7X» 二 4， 
XIX2 = p+1. 
于 是 有 a*+6b* = (zi1+ zx) 二 (zz 一 1)? 
= XI + T+ 2r1x2 十 T1722 一 27i 2 +1 
= tx + Xi+ ws+1 
= (zf + D(x2+ 1). 
显然 ,由 x1 E N，x2E€ N 得 zf?+1>1,， z+1>1. 
所 以 a? + 6&2 是 合 数 . . 
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3.51 证 明 N = > 一 不 是 素数 


5 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 预 半 是 1992 年 
[证 ] 令 z = 5. 则 
_ ;1 
x 1 
= X44+ ri+zrz +xrt+i 
=(z2+3zr+1l)2 -5rtr+1) 
= (xz2+3zr+1) 一 S2(z+1) 
= [(z2+3z+1)+S3(Grz+1)][Czz+3z+1l) 一 SOz+i)]. 
显然 ， (zz+3z+1l)+5S3(rz+1l) >1， 
(xz2+3r+1)- S53(rt+1)>1. . 
于 是 N 是 两 个 大 于 1 的 自然 数 的 乘积 ,不 可 能 是 素数 . 
3.52 ”证明 1010…101( 含 有 个 0 及 &+1I 个 1， 之 2) 为 合 数 . 
(第 11 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ]  ” 设 此 数 为 必 : 则 
xr =1010…101 
=100 + 100*7!+.…+100+1 
_1004 一 1 
100—1]1 
_ (104*D)?—1 
99 
_ (10*+1 + 1)(10*+! ~ 1) 
99 : 
(1) 铬 上 为 偶数 , 则 有 + 1 为 奇数 ,于 是 
10+1= 11|10*ti+1, 
10-1=91|10 -1. 


Nk+L k+l 
从 而 m= +1.1 1 





.9 
是 两 个 大 于 1 的 整数 之 积 , 因 而 x 是 合 数 . 


(2) 夺 上 为 奇数 , 则 上 + 二 为 偶数 . 设 k+1=2t. 其 中 1: 宇 2，1:€ 


N. 于 是 


104+1 一 


T= 00 .《〈1041 + 1). 
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= 


一 609 一 (10 + 1). 


因为 100 一 1 =991100:- 1， 有 二! > 1( 因 为 上 之 2)， 


10**” +1>1, 所 以 x 是 两 个 大 于 1 的 整数 之 积 ,因而 zh 是 合 数 . 
3.53 ”证 明 数 100…01 是 合 数 . 


16I 个 


(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] ”100:…01 


161 个 
= 10156 + 1 


一 (105654)3 + ] 
《10554 + 1)(10% - 105% + 1). 






因而 100…01 是 合 数 . 
3.54 ”证 明 数 1 00…00 1 是 合 数 . 与 
Wo 合 

21974 , 21000_ 1 个 0 教 


(第 37 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 由 于 219%4 + 2% = 29(2974 二 1) 


则 数 A = 100…01 

= 100…00+1 

_ (102 )2 “+ 
记 102” 是 a， D974 + ] 一 ， 
则 ”是 奇数 . 
于 是 A = w+1 能 被 xc+1>1T 整 除 , 从 而 A 是 合 数 . ” 
3.55 ”证 明 对 于 每 一 个 x , 数 11…12 11…1 -是 合 数 ， 


nn 个 


(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ， 1987 年 ) 
[ 解 ] 11…1211…1 
10 11…11 
+1 个 个 +] 个 
= 11:…11(100:…0 + 1) 
yy 
1 十 1 个 7 个 
= 人 (11…11).。、 (10” + 1). 
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所 以 是 合 数 . : 
3.56 ”证 明 数 45 + 5454 是 合 数 . 
“(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] ”已 知 数 可 化 为 ” | : 
4545 十 5454 一 (2545)2 十 9 。 23545 。 S4S“ 十 (545)4 2 。 7545 。 545° 
= (2545 + 5452)2 — 2546. $452 四 
= (2545 + 5452)? ~ (2273 . 545)? 
= (2545 + 545? + 223。545)(2545 + 545? — 223，545) 
因此 该 数 是 合 数 . 
3.57 ”证 明 如 下 的 数 512 + 6753 + 7203 是 合 数 . 
”” 《列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 令 z= 512,y = 675,z -= 720. 则 
T=2, y=3.$, z=24.3.5. 
于 是 2z2=3ry. 
从 而 有 
3 十 y3 十 3 
= 2 十 归 一 23 十 2z2 .> 
一 xz3 二 人 妇 一 2 二 37 
一 z+ 2 3ry(- >) . 


(z+ty—z)(r +y +e- ryt+rzt+ ye). 

由 x+y-z>1， x +y+e -ryt+re+yw>1 可 知 x3+ 
六 + 2 二 5123 + 6753 + 7203 是 合 数 . z 

3:58 者 ca 为 自然 数 , 则 ao: - 3a: + 9 是 素数 还 是 合 数 ?给 出 你 的 
证 明 ， 

(中 国 广 州 .重庆 ,洛阳 ,福州 .武汉 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 1 已 知 表达 式 可 分 解 为 
a -3a +9= (ao:+6a2+9) -9a2 
= ta’ + 3a +3)(a’ — 3a + 3). 

当 a = 1 时 ,ao -3a<+9= 7 为 素数 ; 

当 a = 2 时 ,a14 一 3a*+9 二 13 为 素数 ， 

当 a >2 时 ,a 一 3 宇 0, 则 
az2+3a+3> 1 ， 
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2a“+3ae+3=ale-3)+3>1. 
于 是 a“ -3a* + 9 可 以 分 解 为 两 个 大 于 1 的 整数 的 乘积 . 
所 以 , 当 a = 1 或 2 时 ,a4 - 3a + 9 为 素数 . 
当 a >2 时 ,a4 一 3a* + 9 是 一 个 合 数 . 
3'59 ”自然 数 a,b,c,d 满足 等 式 ab = cd .求证 
k = ul984 十 p1984 十 “1984 十 71984 
是 合 数 . 
(第 10 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 由 ab = cd ,可 设 
a= uv, b= wt, c= uw, d= vt. 
其 中 ,v,w,t 是 自然 数 . 于 是 
k = a!%4 二 p1984 | “1984 | 11984 
一 ( ww )1984 十 ( wot )1284 十 ( uw )1284 十 ( wt ) 1984 
= 1%84( 184 4 wo!984) + £1984( wel984 二 v1984) 


1984 十 t1284 ) ( v1984 十 ol1284 ) . 






深 中 业 深 洲 


= (u 
由 于 4,v,w,t 是 自然 数 , 则 
11 1984 十 1 1284 > 1 ， 
zi1984 十 veld ~>1. 
于 是 & 是 合 数 . 
3.60 试问 ,对 于 哪些 自然 数 1, 数 32"11 一 22"1+1 -6* 是 合 数 . 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] ， 原 式 可 化 为 
32n+1 22n+1 一 人” 
32 2 
一 322+1 37+1 。 27 十 37 。 22+1i 22n+1 
= 3 "(3” — 2”) + 2"7"(3” 一 27) 
= (3” — 27)(3"t! + 27+1). 
当 = 1 时 ， 3 --22711 一 6” = 13 是 素数 . 
当 > 1 时 ,由 于 
37~—27>1, 3"!+2”l>1. 
所 以 32"+! -222+1 -6* 是 合 数 . 
因此 所 求 的 为 n 实 2 的 自然 数 . 
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3.61 ”证 明 存 在 无 穷 个 自然 数 a 具有 下 列 性 质 ,使 得 对 一 切 自然 
数 n, 数 z= n4 + a 不 是 素数 . 
(第 11 届 国际 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 若 z = n+ a 不 是 素数 ,又 显然 z >1. 则 z= n*+a 是 
合 数 ,于 是 z = n+ a 应 能 分 解 为 下 面 两 种 形式 的 一 种 : 
(1) nfs+a=(n+m)(n + +cn + ad). 
(2) n+a= (n+ mnt+p)(n + bn+ce). 


对 于 (1), 有 
ni4+a=ni+(m+b)n + (bmt+c)n + (mc tad)nt+ md. 
比较 对 应 项 系数 得 
m+pb=0, QD 
bm+c = 0, © 
mc+d = 0, (3) 
md = a. (4) 


由 忆 得 mr = 一 5, 代 入 句 得 c = 6467. 
把 pi,c 的 值 代入 @ 得 4 = 66. 
把 w1,4a 的 值 代 人 四 得 a = (~ 565): 态 =--64<0, 与 a 是 自然 数 
相 玫 盾 . 
于 是 + a 不 能 分 解 成 (1) 的 形式 . 
对 于 (2) ,有 
nta=nit+(m+b)nm+(pt+et+ mob)n + (ph+ ecm)nt+ ep. 
比较 对 应 项 系数 得 
m+pb=0, 
pt+c+ mb = 0, 
po t+ cm = 0, 
cPpP= a. 
由 名 得 m= 一 5, 代 入 加 得 
(p—-c)b=0. 
则 5 = 0 或 p 一 c=0. 
厅 6b5 = 0, 代 信人 @ 得 p+c=0，p=-c. 
把 训 =-c 代 人 图 得 
a=-c <0, 


OOOA 
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与 a 是 自然 数 和 矛盾 . 上 
于 是 5 关 0, 从 而 p-c=0，p= . 
把 六 =-6 及 p = c 代 入 图 可 得 2p = b*， 从 而 3 是 偶数 ， 
，- 设 6= 2k, 则 由 2p = 如 得 p = 2k”. 
再 由 = c=282 及 图 可 得 a = 4k4. 
事实 上 , 当 a = 444, 且 大 >>1， 上 EN 时 ,有 
z = ni+a 站 
= n4 + 4k4 
= (n+ 2k°): — (2nk)’ 
= (n+2k* +2nk)(n’ + 22k — 2nk) 
= [(n+k) +k*][(n ~ k) + Rk], 
由 于 & > 1, 则 对 一 切 自 然 数 n ,有 
(n+k) +k*>1,n—- kk) +k >l1. 
于 是 z = n+ a 能 分 解 成 两 个 大 于 1 的 自然 数 的 乘积 .因此 , 当 a 
= 4&4(& > 1， EN) 时 , 数 z= nx4+a 是 合 数 . | 
又 由 于 有 无 穷 多 个 大 于 1 的 自然 数 &, 因 此 也 就 得 到 无 穷 多 个 自然 
数 a = 4k4, 使 得 对 于 一 切 自然 数 n, 数 z = z4 + a 都 不 是 素数 . 
3.62 给 出 一 个 无 穷 数 列 


| 


a a i a 
其 中 每 一 项 都 是 由 它 前 面 那 个 数 在 后 面 添上 菜 个 非 9 的 数码 而 得 . 现 
已 知 a1 是 任意 一 个 十 位 数 .证 明 该 数列 中 至 少 有 两 项 为 合 数 . 
《第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 假设 该 数列 中 仅 有 不 多 于 1 个 合 

那么 从 某 个 数 a 开始 ,所 有 的 数 都 是 素数 . 

显然 在 a 的 后 面 不 能 添加 偶数 数码 ,也 不 能 加 $, 和 否则 这 个 数 就 是 
合 数 . 

如 果 在 a 的 后 面 添 加 1 或 7, 则 至 多 添加 1 次 .否则 , 若 a 是 3k+2 
型 的 数 , 则 添加 1 次 1 或 7 就 是 3 的 倍数 ,车 a 是 3k+ 1 型 的 数 , 则 添加 
1 或 7 时 ,添加 2 次 就 是 3 的 倍数 . 

于 是 ,从 某 个 时 刻 开 始 ,就 只 能 添加 数码 3. 

如 果 在 这 一 时 刻 之 前 得 到 一 个 素数 p, 这 时 ,只 要 添加 不 多 于 p 个 
3 就 会 得 到 一 个 能 被 p 整除 的 数 , 即 得 到 一 个 合 数 .这 是 因为 在 
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P 个 3 
中 ,至 少 有 一 个 能 被 户 整 除 . 
因此 ， 天 沦 吉 何 这 加 非 数码、 一 定 会 产生 一 个 合 数 . 即 已 知 数列 
中 至 少 有 两 
3 63 着 ce N, zi = XAit bo (n=0,1,2,"). 证 
明 xz, 不 可 能 全 为 素数 . 
(中 国 国家 集训 队 测验 题 ,1990 年 ) 
[证 ] (1) 若 (a,6)=4d>1, 则 
dilrxl= roat+b. 
Bh 尼 ] 是 合 数 . 
(2) 看 (a,0) = 1, 则 
(xi,a) = (a,p) = |. 
在 zi,z2,z3,… 中 ,至 少 有 两 个 数 关于 mod xi 同 余 , 设 这 两 个 数 
为 xz ,Xr1T(T 之 1), 则 
: Xk = XAT ( mod ri), 


ari_1+ barrr+b ( mod x1), 


az_1 三 ariiT! (mod zi). 
又 因为 (zx1,a)=1, 则 本 
Xk-1 -+T-L (mod zx1). 
从 而 有 Tl 二 Xtr (mod zi). 
印 XI | 之 1+ 子 ， 
而 ZHT 之 2 > 1 
又 有 | zl1 = aro+D > 1， 
于 是 ZI+FT 之 工 
”加 zs7 为 合 数 . 


3:64 “ 试 证 明 如 果 自 然 数 n > 4, 并 且 不 是 素数 ， 那么 从 1 到 一 
1 的 连续 自然 数 之 积 能 被 n 整除 . 
| (波兰 数学 竞赛 ,1949 年 ) 
[证 ] ， 拘 为 不 是 素数 ,有 征 ”> 4, 所 以 是 大 于 4 的 合 数 .于 是 
存在 目 然 数 p 和 g ,使 得 
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n= pa, l<p<n, l<gq<n. 


并 设 p 是 n 的 最 大 素 约 数 . 


即 


(1) 若 p 关 ag, 则 p 和 g 是 1,2,…,n 一 1 中 不 同 的 两 项 . 


所 以 户 11: 2 (7 一 于)， 
11.2.…. (二 1) 
从 而 ”| 1 1 2. (7 一 二 ). 


(2) 车 p= 9g, 于 是 nn = p*. 
由 于 2 > 4, 所 以 p>2，p* > 2p. 


于 是 n> 2p. 
所 以 p 和 2p 是 1,2,…,n 一 1 中 不 同 的 两 项 . 
因而 pll.2..….(n—1), 
: 2p11.2..….(n -1). 第 
进而 2p711.2.. (nn 1). -i 
n= pi11.2.…. (1). 和 
由 以 上 可 证 ml1 2， (7 一). 数 


事实 上 ,我 们 还 可 以 证 明 更 强 一 些 的 结论 : 
若 n 是 不 小 于 6 的 合 数 , 则 
ni(n—3)t!. 
事实 上 ,者 n = pg (1 < 之 pp，g 达 7). 则 必 有 pp 和 g 均 不 大 于 n 





否则 ,着 pp 宇 nn 一 3, 又 由 于 9g 之 2, 则 
pg 宇 2(n ~ 3), 
n>2n-6, n<b6. 
与 nn 之 6 记 盾 . 
于 是 pn-3，g 太 nn 一 3. 
当 户 天 9 时 ,由 户 委 -3，d 扫 -3 可 得 
n= pgl(n— 3)!. 


当 p = gq 时， 
由 nn 守 6 可 知 p 之 3. 
由 此 得 p’ 守 3p. 
n= 放 守 3p=2p+p 守 2p+3. 
从 而 2 这 7 一 3. 
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于 是 p 和 2p 为 1,2,…,n 一 3 中 不 同 的 两 项 ,从 而 


p:2pl(n— 3)!. 

即 有 ”- n= p21 (no—3)!. 
因此 对 n 宇 6 的 合 数 ， ' 
n|(n ~— 3)!. 


3.65 ”求证 对 任何 正 整 数 n ,都 存在 ”个 相继 的 正 整数 ,它们 都 
不 是 素数 的 整数 寡 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 令 N=[L+1l)1I +1 
则 N+ 1,N +2,…,N + 这 个 相继 的 正 整数 都 不 是 素数 的 整 


数 睫 . 
否则 , 则 有 正 整数 )， m， 1 志 j 过 nn 和 素数 bp, 使 得 
N+j;= p". 中 
由 NN 的 定义 可 得 
1+jIN+j. 
但 (1+ 7) +N+j. 
由 中 可知 1+j= fp, kEN. 
又 (1+jj) IN-1, 
所 以 p*IiN-1, 
从 而 PIIN-1. 
所 以 ~ A!'! HN +j. 


由 人 @ 知 , 必 有 m = 上 ,从 而 有 
N+j=p”==1+j. 

这 是 不 可 能 的 . 

从 而 N+1，N+2，…，,，N+n 满足 要 求 . 

3.66 ”最 大 的 不 能 写成 两 个 奇 合 数 之 和 的 偶数 是 几 ? 

(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 我们 证 明 : 对 于 不 小 于 40 的 偶数 ,一 定 可 以 表示 成 两 个 奇 
合 数 之 和 的 形式 . 

我 们 注意 到 ,如 果 n 是 大 于 1 的 奇数 , 则 5n 是 一 个 个 位 数 是 5 的 奇 
合 数 . 
为 了 能 得 到 两 个 奇 合 数 之 和 表示 所 有 的 偶数 ,一 个 奇 合 数 是 54， 
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另 一 个 奇 合 数 只 须 找到 个 位 数 是 5,7,9,1,3 的 奇 合 数 即 可 , 易 知 15， 
27,9,21,33 是 满足 要 求 的 奇 合 数 . 





设 & 是 不 小 于 40 的 偶数 . 
如 果 & 的 个 位 数字 是 2( 即 有 = 42,52,62,…) , 则 
R 三 27+97. 
如 果 & 的 个 位 数字 是 4( 即 有 & = 44,54,64,…), 则 
k=9+5n. 
如 果 & 的 个 位 数字 是 6( 即 & = 46,56,66,…), 则 
k= 21+5n. 
如 果 & 的 个 位 数字 是 8( 即 & = 48,58,68,…), 则 
k= 33+5n. 
如 果 & 的 个 位 数字 是 0( 即 & = 40,50,60,…), 则 
k= 1S+ 5n. 
于 是 不 能 写成 两 个 奇 合 数 之 和 的 偶数 一 定 小 于 40. 外 
最 大 的 偶数 是 38. 数 





由 于 38 = 1+37=3+33$=S$+33=7+31=9+29= 11+27 
= 13+25 = 15+23= 17+21 = 19+19, 所 以 38 不 能 表示 成 两 个 奇 
合 数 之 和 . 
于 是 38 是 满足 题目 要 求 的 偶数 . 
3.:67 ”机 器 人 对 自然 数 从 1 开始 由 小 到 大 按 如 下 规则 进行 染色 : 
几 能 表示 为 两 个 合 数 之 和 的 自然 数 都 染 成 红色 ,不 合 上 述 要 求 的 自然 
数 染 成 黄色 (比如 23 可 表示 为 两 个 合 数 15 与 8 之 和 ,23 要 染 成 红色 ,而 
1 不 能 表 为 两 个 合 数 之 和 ,1 染 成 黄色 )， 辣 被 染 成 红色 的 数 由 小 到 大 数 
下 去 ,第 1992 个 数 是 多 少 ? 请 你 说 明理 由 . 
(中 国 北 京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 j (1) 当 = 2k(k = 1,2,3,…) 时， 
n= 2k = 2(k — 2)+4, 
其 中 -2 宇 2, 即 上 写 4， 1 之 8 时 ,7 为 合 数 之 和 . 因此 对 不 小 于 8 的 
偶数 都 可 以 表 为 两 个 合 数 之 和 . 
(2) 当 n=2&k-1 (k= 1,2,…) 时, 
n= 2k—-1=2(k—-5)+9. 
其 中 -5 之 2, 即 记 之 7，n 之 13 时 ,nn 为 合 数 之 和 .因此 对 不 小 于 13 
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的 奇数 都 可 以 表 为 两 个 合 数 之 和 和 . 和 
由 (1),(2) 可 知 , 在 自然 数 中 ,只 有 1,2,3,4,5,6,7,9,11 这 九 个 数 
为 黄色 数 , 其 余 均 为 红色 数 . 


所 以 第 1992 个 红 数 是 
1992 + 9 = 2001. 


3.68 ”对 任 一 正 整数 go, 考 虑 由 g; = (co -1232+3 (= 1， 
2,…,7) 定义 的 序列 gq1,g2,…,g,. 若 每 个 9g,(i 一 1,2,…,7) 都 是 素数 
的 容 . 求 ”的 最 大 的 可 能 值 . 


六 机 溺 


( 鲫 牙 利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 于 一 m= mn-D)(m+1) 三 0 (mod3)， 
所 以 9 = (gi1 ~ 1) +3 

= (gt -1 

= -1 (mod3). 
因而 gq1,g2,q3 中 必 有 一 个 能 被 3 整除 ,这 个 数 应 当 是 3 的 寡 . 


者 31(g 一 1+3, 则 


31(g- 1», 
于 是 31g-1. 
i(g 1), 
而 31(g~1»8+3, 
于 是 只 有 在 go = 1 时 ,(g;- 1)3”+3 才 是 3 的 短 . 这 时 必须 ; = 0. 
但 go = 1 时 推出 
qi =3, gq = 11, wg;= 1003 = 17.59. 
所 以 的 最 大 值 是 2. 
3.69 “证明 如 果 1+2"+4" 是 素数 ,zzE N, 则 ”= 3*, 其 中 是 
非 负 整数 ， 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 设 w = 34, 其 中 是 非 负 整数 ,是 3 
我 们 证 明 , 此 时 p=1+2"+4" 被 g = 1+23 +43 整除 ,从 而 


不 是 素数 . 
(1)r = 3s+1 时 ,s 是 非 负 整 数 . 则 


p~g = (27 _23 ) 十 (4” -4 ) 
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-23 0233 1)+4 (23 6 — 1) 
=0 (mod (23 3 - 1)). 
因为 233 1= (2 -DG+23 +4) 
= (23 - 1)9. 
所 以 g1p 一 gq, 于 是 g|p. 
(2)r = 3s +2 时,s 是 非 负 整数 , 则 
pg=(4"—23)+(2"—4) 
一 23 [23 3(2:+1) 1] 十 22°3 (23 3 _ 1) 
=0 (mod (2 3 -1)). 
同 (1), 仍 有 a | Zp. 
于 是 n = 34+， 3 时 ,p 为 合 数 , 从 而 当 p = 1+2”+4" 是 素数 
时 ,nn = 3*. 
3.70 ” 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 wn € N ,存在 0,1,2,…,n 一 1 的 排 
列 (a| ,a2,… ,a,), 使 得 dl» CIC2， ala2d3, 四 CQ122 人 被 ” 除 的 余 
数 各 不 相同 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 当 n = 1 工时 ,排列 (ci) = (0) ,满足 题目 的 条 件 . 
当 nn = 4 时 ,排列 (aj,a23,a3,a4) = (1,3,2,0) , 则 
al = 1, ala;2=3, ald2Q3 = 6, aiaya3a4 = 
被 4 除 的 余数 各 不 相同 . 
当 n 为 素数 时 , 则 由 中 国 剩余 定理 ,对 每 个 有 = 2,3,…,n, 存 在 
b4 ,使 得 
b; 三 0 ( mod 天 一 1 ) ， 
六 三 上 ( mod n ) . 


用 w 表示 cx = < 被 n 除 的 余数 , 则 

b= cl(k -1)=a(k-1) (modn). 
令 al = 1. 下 面 证 明 a ,a,,… ,a 互 不 相同 . 
事实 上 ,有 ao, = 0, 且 当 久 = 1,2,)…,n 一 1 时 ,a; 去 a,. 
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nt 


这 是 因为 a,(n 一 1) 夺 0 (modn)，al = 1, 且 当 
k= 2,3,…,n 一 1 时， 
a(k -1)=&k ( mod n ). 
其 次 ,如 果 w = ar=a，1<l1<k<n, 则 
(= ww(-1 大 (modn), 
a(kl— 1) = ar(R 一 1 王充 ( mod n ). 
这 和 时 有 a(k 一 /) = alkl 一 [)—- a(lk—-k)0 (mod n ). 
这 是 不 可 能 的 ,因为 (a，n) = (k& 一 i,n)=1. 
最 后 ,如 果 w = a1, 其 中 1<&<<, 则 
k-i1=a(k-1) 三 &k (mod 7 ). 
出 现 矛 盾 . 
因此 集合 lc ,ay ，…,a, 由 n 个 不 同 的 数组 成 ,并 且 对 任意 上 ,有 
0 过 an-l. 
所 以 arya2,' "dan! = 10.1,……,2 一 1 
下 面 再 证 明 ,所 得 到 的 排列 (cl ,az，…ayv) 满足 题目 的 条 件 . 
事实 上 ,有 al = 1, aia2'*a, = 0. 
而 当 & = 2,3,…,n 一 1 时 ， 
lavasar, 2asar, ‘**, (k-— l)a:, 上 
被 n 除 的 余数 相同 , 即 
aa 有 (modn). 
因此 ,al yaliazyaiazas，…alc2…an 被 7 除 的 余数 集合 为 
上,2，…,7 一 1 ,01 . 
当 ) 是 大 于 4 的 合 数 时 ,我 们 证 明 ,这 样 的 > 不 合 题目 的 条 件 . 
如 果 n = 户 , 则 记 g = 22< 2 否则 > 可 表 为 x = pg, 其 中 1 < 
p<gq<n. 
在 n= p? 及 n = pg 这 两 种 情况 下 ,都 有 
pg 生 0 ( mod n). 
假设 排列 (al ,a3,… ,a ) 合乎 题目 的 条 件 , 则 当 有 = 1,2,…,n 一 1 
时 ,as 关 0， 
否则 ”ayaar 三 0 (modn) 且 arcz…akktrl 三 0 ( mod n ). 
这 是 不 可 能 的 . 
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取 &，7<1m 使 得 as = p，al= gq,i 记 tm = max(k,;,/). 
则 ay aicz…an :因此 
aiad2mpay 三 0 ( mod 7 )， 
且 Qala anamtl 0 (mod ni. 
与 假设 矛盾 . 
所 以 符合 条 件 的 n 为 所 有 素数 及 n = 1,4. 
3.71 设 w(n) 表 示 自 然 数 的 素 因 数 的 个 数 ,n > 1. 证 明 有 无 
限 多 个 ,使 得 w(n) < wl(n +1) < w(n +2) 成 立 . 
(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 
[证 ] ”首先 证 明 , 有 无 限 多 个 形 如 n = 2* 的 数 ,使 得 w(n) < 
w(n+1), 其 中 kEN. 
假设 有 某 个 n = 2* 适合 w(n) 之 w(n + 1), 则 
1 = ow(24) 之 mw(24 + 1) 之 1 
因此 w(2 + 1) = 1. 从 而 
2+1= 加 ,其 中 mmEN，p 为 素数 . 
如 果 1 二 27 , 则 
2 = pl1=(p-D)(p + 1). 
即 p+ 1 与 p/' 一 1 都 是 2 的 乱 , 由 此 可 得 
p+1=4, pi -1=2. 
即 p=3, (=1, k=3. 
如 果 m 为 奇数 , 且 mx > 1, 则 由 
22=p"”" -1= (pp-1)(p” +.…+p+1) 。 
可 知 ,大 于 1 的 奇数 加 +…+ 记 +1 是 2 的 方 寡 , 这 是 不 可 能 的 .因此 
m 二 1. 即 有 2*+1 = p. 
对 2*+1 = ,如 果 & = 24 . 7, 其 中 vr 为 大 于 1 的 奇数 , 则 有 
p=2+1=2+1=0 (mod(22 + 1)). 
即 素数 p 被 小 于 p 的 数 22 + 1 整除 ,这 是 不 可 能 的 ,因此 = 29， 4 
为 非 负 整数 . 
至 此 已 经 证 出 ,存在 无 限 个 &E N，& 尖 3 且 太 不 等 于 2 的 方 宕 ， 
均 有 
ow(2) < af(22 + 1). 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 213 


素 
数 
与 
合 
数 





1 党 





现在 设 适 合 o(24) < w(2 + 1) 的 大 中 只 有 有 限 个 也 适合 w(2 + 
1) < w(2* +2), 则 可 以 找到 这 样 的 足够 大 的 数 ko = 2% > 5 ,使 得 对 每 


个 上 = 二 ko+1， ko+2，…， 2ko 一 1 < 2%”, 均 有 
关 w 2 +1) Ew +2) = ww(2(0241+1))=1+w(2 1+1). 
由 此 可 得 
w (20 +) 1+ w207+1) 
> (ko — 1) + wl2%0 + 1) 
> ko. 


因此 ,如 果 用 如 <.ps < … 表示 连续 素数 , 则 
2 7 + 1 pp Pi 
=(2.3.5°.7°11)(pe ps) 
>45 .4t0? = 22k0 > 224p0-1 41. 
出 现 蔬 盾 ， 
由 此 结论 得 证 . . 
3.72 ” 设 h(n) 表示 自然 数 n 的 最 大 素 约 数 , 是 否 存在 无 限 多 个 
n ,使 得 
h(n)<h(nt+l1)< h(n+2)°? 
(第 21 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 取 定 奇 素数 p ,我 们 证 明 , 递 增 的 偶数 列 a,, = p*”+ 1(m 
为 非 负 整 数 ) 中 任意 两 个 数 都 没有 大 于 2 的 公约 数 . 
事实 上 ,如 果 m > / 宇 0, 则 
Pp" 1=(p" t+ 1)(p"!—1) 


= (pl +4 pm 2 + 1) (p+ (pL 下 
能 被 2 + 1 整除 .因此 
(aa)=(2+(p2 — 1),p +1) 
=(2,p + 1) 
二 2. 
现在 考虑 数列 | a,1 中 至 少 被 一 个 大 于 p 的 素数 整除 的 项 的 集合 . 
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由 上 面 已 证 的 数列 |a,,| 的 性 质 可 知 ,数列 ja | 只 有 有 限 个 不 含 大 于 也 
的 素 约 数 的 项 ,因此 此 集合 是 非 空 的 . 设 此 集合 的 最 小 数 为 co ,网 
h(a,) > p, 
h(a, —1)= h(p’”)= p, 
h(a,, — 2) 
= h(p”—1) 
= max{h(p™ 1),h(p” to 1)| 


= max{h (pe™ +1), hp +1),,h(p+1),h(s— 1)| 
= max{h(a,-1), h(a-2), hla) hl(p— DD! 
<p. - : z 

这 是 因为 h(p 一 1) < 户 ,并 且 由 7 的 取 法 可 知 , 对 ! = 0,1,…,m 
一 2,m 一 1, 均 有 有 h(a) 过 pp. 又 由 a 圭 1 (mod pp) 可 知 h(a) 关 pp， 
Bh h(a) < p. 

于 是 对 给 定 的 素数 p, 所 有 形 如 nn = p*” -1 的 数 都 满足 h(n) < 
h(n++1) < 之 h(n+2). 由 于 对 不 同 的 bp, 相应 的 也 不 同 ， 因此 这 样 的 
n 有 无 限 多 个 . 

3'73 设 a,po,cyd 为 自然 数 ,并且 ap= cd ,试问 c++c+qd 能 
否 为 素数 ? 

(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[ 解 1] 由 于 ab= cd, 由 素 因数 分 解 定 理 可 知 ,存在 整数 ci,c>， 
d1,d2, 使 得 
c=cicy,d = did2,a =c1di1,b= cc 
于 是 有 a+b+c+td =ciditcdst+cics+ did> 
=(c1+d2)(di+ ce2). 

因此 a + 5+c+4qd 为 合 数 . 

[ 解 2] 由 ab=ca 得 

atbtctd=atbtct=(ate bt 


C 








为 整数 .从 而 存在 整数 c1,c2, 使 c= clcz, 且 2 十 = 人 ,~ 
数 . / 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 215 


素 
数 
与 
合 
数 





训 1 深 





Mk 注 


由 于 a+c>c 之 cj ,bt+c 六 (之 cy， 站 
所 以 k>1.I>l,Xatbtct+d=kl,. | .. . . 
因此 ,a +65+c+d 为 合 数 . 
3'74 ” 试 确定 所 有 的 四 元 数组 (pl， pa, pss pa), 其 中 pi, pb2, pb3, 
psa 是 素数 , 且 满 足 

(Dpi< p< p3< pa; 
(2)p1p2+ pap3t p3pat papi= 882. . 

(澳大利亚 数学 奥林匹克 ， 1995 年 ) 
[ 解 ] 条 件 (2) 可 化 为 (Pi+ p3)(p2+ps)=882=2x3 x72. 
由 于 41 882 ,所 以 pj + ps 及 pz+ ps 中 必 有 一 个 奇数 ,又 由 pl， 


p2, ps3, Pp4 是 素数 ， 及 pi 最 小 ， 所 以 pi =2, 从 而 2+ p3 是 882 的 奇 因 


子 . z 
即 2 十 p1441. 

又 由 于 pi+p3< pz+ pa, 

所 以 ”2+p3< V882<30. 

于 是 p3+2 的 可 能 值 只 能 是 1,3,7,9,21, 再 由 p3 是 素数 ,所 以 p3 
只 能 是 5,7,19. 

下 面 分 别 讨论 ， 


(1 ) 著 ps=5, 则 由 条 件 (1),p2=3, 目 pz+ ps 应 为 2 =126, 思 
= 123 不 是 素数 ; 
(ii) 著 =7, 则 pz+ pa= 半 98, 且 只 能 为 3 或 5 相应 的 
ps 为 95 或 93 ,都 不 是 素数 . 
882 


〈 放 ) 看 p3= 19, 则 jj4=5+19=42， 

由 于 2<p,<19< ps, 

则 ps ==5,11,13, 相 应 地 , ps = 37,31,29. 

综合 以 上 ,所 求 的 四 元 数组 (pi, pz,p3, pa) 为 (2,5,19,37),(2， 
11,19,31),(2,13,19,29). 

3:75 已 知 是 自然 数 ， 有 2n+1 了 3% +1 都 是 完全 平方 数 ， 请 
问 ;4 与 5n +3 能 否 是 素数 . 

(第 19 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
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[ 解 】 设 2n+1=,3n+1=m*, 则 
Sn+3=4(2n+1)-—(3n+1)=4k’-m’ 
= (2k+ m)(2k ~- m). 和 
若 2k 一 区 =1, 则 2k+ r=2m++1,5n 二 3=2m+1, 此 时 有 
(2 -1) =m (2m+1)+2=3n+1- (5n+3)+2 
= —2n<0, 

上 式 显 然 矛 盾 . 

因此 2k 一 吉隆 1,2k + m>>2k -mm>>1, 于 是 由 @ 式 S +3 是 合 
数 . 

3:76 ”对 于 自然 数 ,如 果 对 于 任何 整数 ec, 只 要 na” -1, 就 有 
n*|a" 一 1, 则 称 xn 具有 性 质 P. 求 证 

(1) 每 个 素数 n 都 具有 性 质 已 . 

(2) 有 无 穷 多 个 合 数 也 都 具有 性 质 P. 

(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 

[证 ] (1) 设 n= 4p 为 素数 , 且 pla? 一 1. 
于 是 (a,p)=1. 

又 at-l=a(at !—1)+(a—-1), 

由 Fermat 小 定理 知 pla? 1! 一 1, 则 pla-1. 
即 a 圭 ](modp), 

因而 a 1(mod p),i=0,1,2,.…,p—1. 

Sy a'=p=0(mod p). 

所 以 pl(a-l)(a? lta? ?+.…+a+1)=a?—1. 

(2) 设 n 是 具有 性 质 P 的 合 数 . 

大 nla” 一 1, 则 (n,a)=1， 

由 Euler 定理 ,有 a”” 二 1(mod nn). 

又 由 于 a" 王 1(mod n), 

则 a(™¥(n))=1 (mod n). 

如 果 (nn,g(n))=1, 则 由 (1) 可 推 得 n*ia” 一 1. 

因此 ,问题 化 为 求 无 穷 多 个 合 数 n ,使 (n ,p(n))=1. 

对 任何 素数 p 宇 5, 取 p 一 2 的 素 因 数 g ,并 令 n= pg. 

这 时 ,p(n)=(g 一 1)(p—1).. 
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并 


因为 clp-2, 则 gt pl1. 

又 因为 g 夺 pp-2<p, 邦 pt pl. 

因此 (pqg,(p-D(g-1))=1, 

即 (n,9(n))=1. 

”对 于 这 样 的 合 数 ,者 nja” 一 1, 则 nla--1. 
因而 4* 寺 1(mod n),k=0,1,2,.… 

注意 到 a 一 1 =(a-1)(a” 1+a “+.…+a+1) 

=(a—-1)[(ar -lt+(a -1)+.…+(a—-1) 
+n| 

知 n*ija*—1. 

因为 对 每 个 素数 p 宇 5 都 可 按 上 述 程序 得 到 具有 性 质 P 的 相应 合 
数 p<n(p)<<p. 所 以 有 无 穷 多 个 合 数 n 具有 性 质 PP. 

3.77 ”pp,g 是 两 个 不 同 的 素数 , 正 整 数 n 宇 3. 求 所 有 整数 a ,使 得 
多 项 式 f(x+)= x”"+ ax” + pq 能 够 分 解 为 两 个 不 低 于 一 次 的 整 系数 
多 项 式 的 积 . 

(中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 ,1994 年 ) 

[ 解 】 设 7z)= 妇 +ar 1+pg=g(z)h(z). Q) 

可 人 设 g(x),h(z) 的 最 高 次 项 的 系数 为 + 1, 否 则 可 考虑 ( - g(x)) 
《一 上 (zx)). 即 设 


g(xX)=7x ta 117 + 二 CI 人 十 G0， © 
h(x)= "+h 1x™ (+*+ birt+bo. (3 
显然 avobov = pg. (4) 


由 p,g 是 不 同 的 素数 及 由 式 ,可 设 pt ao, 则 plbo， 
设 plb.(B=0,1,…,r -1),pt (07r 委 7 )， 
记 f(z) 中 x" 的 系数 为 c,, 则 由 名 ,名 及 @@ 有 

cr = aob,+ aib,-1+***+ abo. 


由 pt ao 知 pt c,, 又 由 题 设 条 件 


Ci = 一 C2 二 … 和 一 C_-2 二 人 0， 
它们 全 是 p 的 倍数 . . 
由 于 > 委 关 委 2 一 1 ,所 以 只 可 能 是 >=2 一 1, 即 
7 二 7 一 ]. 
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h(x) 为 n 一 1 次 多 项 式 ,g(x) 为 一 次 多 项 式 . g(x)= xx+ ao. 
从 而 (一 a0)=0, 即 0= (a0o)*+a( 一 a0)” !+ pg. 
则 (-ao) ‘(a~ ao0o)= — pg. © 
由 nn 一 1 之 2 及 p,q 是 不 同 素数 , 则 由 上 式 知 ao = 土 1. 
此 时 由 @ 式 有 a= 二 1+( 一 1)"pg 或 4= 一 1- pg. : 
3*78 ” 试 求 满足 以 下 条 件 的 全 部 素数 p: 对 任 一 素数 g<p, 若 p 
= kg +r,0 夺 r<<gq, 则 不 存在 大 于 1 的 整数 a ,使 得 a? 整除 >， 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 p=2,p=3=1x2+1， 
p=5=2x2+1=1x3+2, 
p=7=2x3+]1=1xX5+2. . 
均 满 足 题目 要 求 的 条 件 . 
而 p=11=]1xX7+4=1x7+22. 
户 =1]11 不 满足 题目 要 求 条 件 . 
现 考虑 p>11 的 情形 . 
考察 pp 一 r=kg,0<r<g. OD 
显然 ,由 素数 g 达 素数 p 及 p>11 知 : 
r 兴 1,2,3,$,6,7,10,11,12 
现 研究 户 -4, 户 -8, 户 -9. 
由 于 p 一 4 不 能 含有 大 于 3 的 素 约 数 ,由 四 
户 -4=3?,a 之 2. 
由 于 p 是 奇 素数 ,所 以 p -9 是 偶数 ,含有 素 约 数 2, 且 它 的 素 约 数 
不 超过 7. | : 
由 于 p-9=3* 一 5, 则 p 一 9 不 能 含 素 约 数 5. 
于 是 ,p 一 9 只 能 含 素 约 数 2 和 7. 
再 考虑 p -9 所 含 素 约 数 2 的 最 高 次 寡 . 


11-—5 4 
-9=3° ~ 5 = od 
7 3 | (mod 8) 


者 1 各 


素 
数 
与 
合 
才 





6 
于 是 8f 户 -9. 
这 样 ,p 一 9 只 有 两 种 可 能 : 
p-9=2.7?, 或 p-9=22.76. 
夺 p-9=2.75, 则 3 一 5=2.75， 


2 





部 杰 此 


Bp 


| 


0， 了 


3° =2(72+1)+3. 
由 此 得 ”0 圭 7 寺 1 (mod 3) ,矛盾 . 
于 是 只 有 p -9=4*7”. © 
或 p—8=4:7+1. 
由 于 户 -~ 8 不 含 大 于 7 的 素 约 数 . 
由 ”3jp-4 得 3fz 一 8. 
由 7|p-9 得 7tp-8. 
这 样 ,p 一 8 只 含 素 约 数 5， 

p—8=5° . 6 

于 是 ,由 名 和 人 @ 得 4.7? =5 一 1,b 守 0,c 宇 1. 
车 5b 宇 1, 考 察 数列 
{5 ~—1(mod 7)} =14,3,5,1,2,0,4,3,5,1,2,0,.…|, 
于 是 c 是 6 的 倍数 . 
设 c=2c ,c 之 1. 
则 4.72=25 一 1， 
即 2414:7? ,这 是 不 可 能 的 ， 
所 以 ,5b 宇 1 不 成 立 .于 是 b=0,c=1， 
故 pp-8=4:7+1, 即 p=13. 
综 上 ,p=2,3,5,7,13. 
3.79 设 户 为 素数 ， F(z) 为 整 系数 d 次 多 项 式 且 满 足 
(1)f(0)=0,f(1)=1; 
(2) 对 任 一 正 整数 n, f(n) 被 p 所 除 的 余数 或 为 0 或 为 1. 


“证明 ad 之 p-1. 


(第 38 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 | 用 反 证 法 .假设 4d 二 p -2. 那么 ， 多 项 式 fT) 过 全 由 它 在 
,一 2 的 值 所 确定 . 
由 拉 桥 妥 日 插值 公式 对 于 任 __ .有 


_ < rx)(r—k+1)(r -hl1)..( 
f(x)= 2 fk) k! (1 (pk-2)! 





=D 


将 zx= 户 -1 代入 上 式 得 


四 -5 (p—1)…(p—-k) 
Ap DD)= 2 fk) (1 
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= » fk)C—1)? «01. 中 
可 以 证 明 , 若 户 是 素数 ,有 旦 0 和 上 委 户 -1 工 , 则 

CCD (mod p). 、v © 
我 们 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 公式 @ 
当 &=0 时 ,C2_iI=1 (mod 户 ) 显 然 成 立 . 
对 满足 1<k 志 p 一 1 的 ,假设 0-1 二 ( 一 1)4-! (mod p) 成 立 ， 
由 plCGs 及 Cp-1= Cp Co- 

可 得 CG 二-(-1)* =(-1D)* (mod p). 

因而 已 式 成 立 . | 


. p-2 
由 只 和 @ 可 知 ,f(p 一 1) 二 (一 1)? 2 f(k) (mod p). 
上 式 可 改写 为 对 任 一 素数 p, 有 
f+ A/D ++ fp- D0 (mod p). 人 
数 


设 S{)=f(0)+ f(D + +f(p-1), : 
则 有 S(f)=0 (mod p) 3) 
@ 式 对 任 一 次 数 为 d 志 pp -2 的 整 系数 多 项 式 都 成 立 . 
由 条 件 (2) 可 知 S'(f) 二 k (mod p) 
其 中 & 表示 在 集合 10,1,…,p 一 1 中 满足 f(n) 寺 1(mod p) 的 那些 数 ， 
由 条 件 (1) 可 知 1<k 志 p 一 1， 
于 是 S$S(f) 关 0(mod p) | @ 
与 @ 巴 盾 , 于 是 d 宇 p -1. 
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第 四 章 “ 素 因数 分 解 


4.1 ”如 果 正 整数 N(N > 1) 的 正 约 数 的 个 数 是 奇数 ,求证 NN 是 
完全 平方 数 . 
(中 国 北京 市 初中 三 年 级 数学 竟 赛 ,1981 年 ) 
[证 1] 设 六 的 标准 分 解 式 为 


N= | | 
其 中 p; 是 素数 ,a; 是 正 整 数 ,i = 1,2,… ,kk. 
则 N 的 所 有 正 约 数 个 数 为 
d(N) = 1l + 1). 


若 d(N) 是 奇数 , 则 每 个 a; + 1 都 是 奇数 ， 从 而 所 有 的 a; 都 是 偶 
数 . 设 a, = 28.， 8 是正 整数 ,i = 1,2， ,上 k, 于 是 


N = 11 = [lc = (L128). 

于 是 N 是 完全 平方 数 

[证 2] ”假设 N 不 是 完全 平方 数 , 则 VN 不 是 整数 . 

当 N 是 素数 时 ,NN 只 有 两 个 正 约 数 1 和 N,N 的 正 约 数 个 数 是 偶 
数 . 

当 N 是 合 数 时 ,对 于 N 的 每 一 个 小 于 VN 的 正 约 数 4 ,也 必 有 一 个 
大 于 V 的 正 约 数 今 ,因而 N 的 正 约 数 个 数 也 是 偶数 . 

从 以 上 可 知 , 当 N 不 是 完全 平方 数 时 , N 的 正 约 数 个 数 必 是 偶数 . 

因此 当 N 的 正 约 数 个 数 是 奇数 时 , N 必 为 完全 平方 数 . 
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4.2 ” 设 正 整数 > 9 不同 因数 的 个 数 为 N() ,例如 24 有 因数 
2,3,4,6,8,12,24, 所 以 No = 8. 试 确定 和 
NO + No) + "+ N(igg9) 
是 奇数 还 是 偶数 . : : 
(澳大利亚 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 】 因为 当 且 仪 当 ”是 平方 数 时 ,N(n) 是 奇数 . 
又 因为 44- < 1989 < 45°, 
所 以 1,2,…,1989 中 有 44 个 完全 平方 数 , 即 在 数 
Ny) , NGO), , Ngg9) 
中 有 44 个 奇数 ,其 余 为 偶数 ， 
于 是 No + No + …+ Nuoss9) 是 偶数 . 
4.3 ”证 明正 整数 x 的 正 约 数 的 个 数 不 超 过 2 Vn. 
(第 23 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[证 ] 设 d1 是 的 一 个 正 约 数 , 则 ”d= 六 也 是 ”的 一 个 正 
约 数 . | 
于 是 min {di,d2| 所 Vn. 
把 > 的 所 有 正 约 数 两 两 配对 ( 当 为 完全 平方 数 时 ,Vn 除外 ), 从 
”而 正 约 数 的 总 个 数 不 超 过 Yn + Vn = 2 Vn. 
4.4 ” 数 20!1 有 多 少 个 正 整 数 因数 ? 
(第 1 届 墨 西 哥 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] “由 于 小 于 20 的 素数 为 2,3,5,7,11,13,17,19. 
在 20! 的 标准 分 解 式 中 
2 的 最 高 指数 


= [2 + [ 针 ]+[ 久 ]+ [各] 

”3 的 最 者 

- [ 弛 ] [9] 
5 1.3. 的 最 分明 为 .2.1 
于 是 ,201! 的 标准 分 解 式 为 
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201 = 2!8 . 38 .54 .7 .11.13. 17 .19. 
于 是 20! 中 正 约 数 的 个 数 >(201) 为 
r(201) 
(18 + 1)(8 + 1)(4+1)(2+1)(1 + 11 +1)(l1+1)(l+1) 
=19.9.5.3.2.2.2.2 
= 41040. 


| 1 1 1 1 
4.5 。 试 求 不 定 方程 +T + y + CF 了 1) ”1951 的 正 整数 和 
的 组 数 ， 


虽 


站 尝 





(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 化 为 
1991y + 1991(z + 1) + 1991 = (x + 1)y, 
(r+1)y— 1991(x + 1)— 1991y = 1991 ， 
(z+ 1)y— 1991(xr +1)— 1991y + 1991° = 1991 + 1991°. 
[x +1)— 1991|(y — 1991) = 1991 . 1992. z 
显然 ,已 知 方程 的 正 整数 解 的 个 数 等 价 于 1991 . 1992 的 正 约 数 的 
个 数 , 由 于 
1991. 1992 = 23 .3.11.83.181. 
所 以 1991. 1992 有 
(3+1)(1+1)(1+1)(1+1)(l1+1)= 64 
个 正 约 数 , 即 已 知 方程 有 64 组 正 整数 解 . 
4-6 求 自然 数 N ,使 得 它 能 被 3 和 49 整除 ,并且 包括 1 和 在 
内 , 它 共 有 10 个 约 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 把 数 N 写成 素 因 数 分 解 的 形式 
N= ?el .3% 。Sa3 。 7“4… pon. 
其 中 ww 守 0，i = 1,2,…,n. 
则 它 的 所 有 约 数 的 个 数 为 
(al t+ 1)(as t+ 1)(a3+ 1)(ea + 1)(0,, + 1) = 10. 
由 于 SIN，7IN, 则 
aq 二 1 之 2， ad+1 之 3. 
因此 al ,az ,as，…,a， 必然 都 等 于 0. 即 
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N= 53.7%. 

由 (a3+1)(as+1)=10=2.5, 
可 得 a3 二 1， a4 二 4， 

即 本题 有 惟一 解 N = 5 .7 . 

4.7 ” 求 最 小 的 正 整 数 ”, 满 足 

(1)n 恰 有 144 个 不 同 的 正 因数 ; 

(2) 在 ”的 正 因 数 中 有 10 个 连续 整数 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 于 10 个 连续 整数 中 必 有 数 被 23 ,3 ,5,7 整除 ,所 以 
n = 2% » 3% +» So“ » 7%» 11°s., : 

其 中 避 宇 3，oj 之 2，a3 宇 1， oy 之 1,…. 


第 
由 于 ”的 正 因数 个 数 为 天 四 
(al+ 1H(az+1l)(as+1(as + 1)(as +1)… = 144. 四 六 

而 (art+l)(as+ i)(ay+1)(at+1) 守 4.3.:2.2= 48， 和 


于 是 有 (as 1)… < 委 3. 
所 以 至 多 有 一 个 w (7 辫 5) 为 正 数 ,并 且 w 只 能 等 于 1 或 2. 
考虑 方程 (at + 1)(as + 1)(a3+ (as + 1)(as + 1) = 144 
关于 a 之 3，@;y 宇 2，a3 宇 1]， sy 宇 1，as = 1 或 2 的 所 有 的 解 ， 
并 使 n 最 小 ,由 此 可 得 ”| | 
a = SS, a;=2, a3=a4=as=1. 
即 n=2 .3 .5.7.11 = 110880. 
此 时 n 有 连续 正 因 数 1,2,3,…,11,12. 
4.8 ”有 一 个 小 于 2000 的 四 位 数 , 它 恰 有 14 个 正 约 数 (包括 1 和 本 
里), 其 中 有 一 个 素 约 数 的 末 位 数字 是 1. 求 这 个 四 位 数 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 这 个 四 位 数 为 N = pp2… pr, 其 中 pp, 为 素数 ,a 为 
自然 数 ,; = 1,2,…,k. 则 NN 的 约 数 个 数 为 
(al+ 1)(as + 1) (w+1)=14=2.:7=1.14. 
因为 a; 之 1, 则 a;+1 宇 2. 所 以 & 达 2. 
当 = 1 时 ,有 pb < 2000, 
这 时 有 pl < 2, 这 不 可 能 . 
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所 以 必 有 k=2. 


于 是 N = ph'p?. 
即 (art+ 1)(ay+1)=2.7. 
不 妨 设 xl > ao, 则 cf = 6，a2=1. 
所 以 N= pe " p2. 
因为 p? * p< 2000, 
所 以 p13. 


这 时 pi 的 个 位 数 不 等 于 1, 只 有 ps 的 个 位 是 1, 所 以 p; 之 11. 
若 pi = 3， 户 之 11, 则 
N 守 3 .11 > 2000. 

所 以 pi = 2. 
于 是 N = 28. p,. 
若 p2 = 11, 则 N= 2 .11 = 704 不 是 四 位 数 . 
车 ps = 31, 则 NN = 26. 31 = 1984. 
否 户 之 41, 则 NN 守 28..41 > 2000. 
所 以 ,所 求 的 四 位 数 只 有 1984. 
4.9 nn 是 满足 下 列 条 件 的 正 整数 中 最 小 的 数 : 
(1) nn 是 35 的 倍数 ，. 
(2) 和 恰 有 75 个 正 整 数 因子 (包括 1 及 本 身 ). 
试 求 75 

(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 条 件 (1), 设 n= 75k(k € 入)， 


因为 75 = 52 .3, 
所 以 n = 5 .3k. 
又 设 n = 5 3 pr pr por. 


其 中 p;(i = 1,2,…,m) 为 素数 ,a; 为 非 负 整数 . 
由 条 件 (2),n 的 素 因数 分 解 式 中 ,素数 的 指数 应 满足 
(s+1): (t+1).: (e+1) (aa +1) = 75. 
因而 其 指数 应 为 2,4,4 或 2,24, 或 4,14. 
为 使 n 最 小 ,显然 为 
n 二 和 .34.24. 
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于 是 k=75= 3.2 = 432. 

4.10 ”自然 数 N 恰 有 12 个 正 约 数 ( 包 括 1 和 入), 将 它们 按 递增 顺 
序 编号 :dj < d; < … < dy. 已 知 下 标 为 ds - 1 的 正 约 数 等 于 

(di + d;, + ds4)* dsg. 
试 求 自然 数 NN. 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 六 的 所 有 正 约 数 满足 di<d< … < dw, 可 知 
didia= d2d11 = dadio = dde = dsds = d6d7. 

且 N 至 多 有 3 个 素 约 数 . 

记 d4—1= 上 上. 

由 题 设 可 知 di + ds + ds 是 dy 的 约 数 ， 

所 以 di + d+ ds 也 是 N 的 约 数 ,并 且 

dit+d;+d4 守 ds. 

于 是 就 有 d; = (dl + d;+ds)' ds 之 dsds = 入. 

男 一 方面 d, 扫 入 

于 是 ds = 入 

从 而 有 有 = 12，ad =]13，d = di + 中 + 友 . 

又 di=1, 则 dz =dw+d+dadi = d,+14. 

由 于 d, 是 素数 ,并且 dy 委 d4 -2 = 11. 

于 是 可 对 4，= 2,3,5,7,11 讨论 . 

若 d; = 2， 则 4ds = 16 = 24，N 的 约 数 中 还 应 有 ,2 等 ,这 
是 不 可 能 的 . 

奋 d =5S, 则 cs=19, 此 时 的 约 数 中 已 有 3 个 素数 $,13,19, 则 
d; 应 为 合 数 , 且 其 约 数 为 5,13 或 19, 然 而 对 于 5 < d; < 13 是 不 可 能 
的 . 

大 do = 7, 则 ds = 21, 此 时 di; 需 满足 7 < 4; < 13 且 有 约 数 3,7 
或 13, 这 也 是 不 可 能 的 . 

右 d2 = 11, 则 4s = 25, 此 时 4; 满足 11 < 4d;< 13, 则 4d; = 12， 
这 时 NN 的 约 数 中 还 应 有 2,3,4,5, 且 应 在 4 与 4d; 之 间 , 这 是 不 可 能 的 . 

所 以 d， = 3, 此 时 ds = 17, 又 因为 N 的 约 数 中 至 多 有 三 个 素数 ， 
且 3<c3a< 13, 因 此 只 有 4d; 一 3* = 9. 这 时 
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N= 3.13.17= 1989. 

它 恰 有 12 个 正 约 数 . 

4.11 “数学 老师 把 一 个 两 位 自然 数 n 的 约 数 个 数 告 诉 了 S, 把 
的 各 位 数码 和 告诉 了 P,S 和 P 是 两 位 很 聪明 的 学 生 , 他 们 希望 推导 出 
n 的 准确 值 ,S 和 P 进行 了 如 下 的 对 话 . 

P: 我 不 知道 n 是 多 少 . 

S: 我 也 不 知道 ,但 我 知道 n 是 否 偶 数 . 

已 :现在 我 知道 n 是 多 少 了 . 

S :现在 我 也 知道 了 . 

老师 证 实 了 S 和 P 都 是 诚实 可 信 的 ,他 们 的 每 一 句 话 都 是 有 根据 


试问 ”的 全 究竟 是 多 少 ? 为 什么 ? 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 设 2 的 各 位 数码 之 和 为 户 , 约 数 个 数 为 ;. 

第 一 句 话 说 明 :2 志 p 祈 17. 

这 是 因为 已 说 我 不 知道 n 是 多 少 . 如 果 nn = 10, 则 p= 1, 如果 
= 99, 则 p = 18, 因 此 车 P 知道 p = 18, 或 知道 p = 1, 就 知道 nn 是 多 
少 了 . 

第 二 句 话说 明 :s = 2,3,8,10,12. 

这 是 因为 s 关 1( 否 则 nn = 1),s* 尖 11( 否 则 = 2 就 不 是 两 位 
数 ). 

又 5 委 12, 和 否则 * = 13,2* 不 是 两 位 数 .; > 13， 7 也 不 可 能 是 两 
位 数 . 

寿 s = 二 7, 则 = 2 = 64 与 S 说 不 知道 矛盾 ， 

痢 s = 二 9, 则 nw = 2*.，3? 二 36 与 S 说 不 知道 矛盾 ， 

硅 s5 = 二 4, 则 n=2.7= 14 或 n = 3: 5, 即 或 为 奇数 或 为 偶数 . 

大 s = 二 5, 则 n= 2 = 16 或 n = 34 = 81, 或 为 奇数 或 为 偶数 . 

右 5=6, 则 =2-3=12, 或 =32.2=-18 或 =32.5=45 

以 上 都 使 S 无 法 确定 ”是否 为 偶数 . 

而 s = 2 时 ,n 必 为 奇 素数 . 

s 二 3 时 ,n 必 为 奇 素数 的 平方 . 

s 二 8,10,12 时 ,nn 必 为 偶数 . 
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第 三 句 说 明 :”= 11,30,59,89, 相 应 的 p = 2,3,14,17. 

这 是 因为 对 应 于 = 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,16 时 ,都 各 
有 两 个 值 适合 = 2,3,8,10 或 12. 

例如 ,13 或 31,23 或 41,24 或 42,43 或 61,17 或 71,54 或 72,37 或 
73,29 或 83;48 或 84,49 或 67,78 或 96,79 或 97. 

而 对 应 于 p = 2,3,14,17 均 仅 有 一 个 n 的 值 适合 s = 2,3,8,10， 
12, 即 2 = 11,30,59 或 89( 其 实 此 时 只 有 = 2 和 8). 

第 四 人 句 说 明 :n = 30. 

这 是 因为 由 第 三 句 s = 2 时 ,n 可 以 为 11,59 和 89,S 无 法 确定 n 的 
值 ,所 以 只 有 s = 8, 即 ”= 30. 

4.12 矩形 R 的 两 边 长 为 正 整数 a ,6 ,用 平行 于 任 一 边 的 一 组 截 


线 将 R 分 割 为 全 等 的 整数 边 长 的 小 矩形 ,分 割 的 方法 数 ( 包 括 整 个 R 多 
的 一 种 ) 记 为 D(a ,6). 试 求 R 的 周 长 p, 使 -er 
D(a,b) 
P 解 


为 最 大 . 
《奥地利 一 波兰 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 平行 于 一 边 的 分 割 法 数 等 于 另 一 边 的 约 数 的 个 数 . 
记 a 的 正 约 数 个 数 为 4{a), 则 
f(a,b) = 2 


d(a) + ad(b)-!]1 
2(a+6b) : 


、 、 _2+2-1 3 
我 们 有 f(2,2) = HT 7) = 


下 面 证 明 : 对 任何 a,pE N 





等 号 仅 在 a = b 


dd(a) + qd(6)-1 
2(a + 5) 


_ 2+3a-4d(a)+2+36 -4d(b) 


8(a + 6b) : 
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故 只 要 证 明 对 任何 2 € NN， 
2 + 3n 宕 4d(n), z 中 


数 且 等 号 仅 在 n = 2 时 成 立 . 
n=1 时 2+3.1 守 4= 4d(1). 
人 四 式 显 然 成 立 . 
n 二 2 时 ,有 等 式 


2+3.2=44(2)= 8. 
下 面 证 明 nn 之 3 时 ,2 + 3n > 4d(n). 
令 n 的 标准 分 解 式 为 


nn 二 [ 1， 


其 中 户 为 素数 ,a; 为 自然 数 ,i = 1,2,…,&. 
则 %n 的 所 有 约 数 的 个 数 为 


d(n) = 了 ja + a;). 


下 面 用 数学 归纳 法 (对 a) 证 明 .对 任何 pP 宇 2，aN, 总 有 
Pr 之 1+a. © 
a 二 1 时 ,大 = pt! 守 2 = 1+1,@ 式 成 立 ; 
假设 a = 上 时 ,有 pi 宇 1+t. 
那么 a = 1+ 1 时 ， 
p"*!= pp2p(l+t)21+ (+1). 
因而 有 名 之 1+a. 
如 果 nw 有 一 素 因 子 p 宇 3, 则 对 任何 a € N ,由 数学 归纳 法 易 证 
3 加 > 4(1 + a). 
因而 3 六 >4 jG+a), 
于 是 2+37 > 4d(n). 
如 果 7 = 2°, 则 对 a € NN, 有 日 a > 1, 由 数学 归纳 法 易 证 
3.2°>2(1+2a). 
从 而 2+3n>4(1+a). 
由 以 上 
全 - Fa ,op) 之 0， 
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3 
Ha,b) 委 总 . 


于 是 仅 当 a = 6 = 2 时 ,f(a,b) 有 最 大 值 训 ， 

4.13 (1) 在 保险 室内 放 着 编号 为 1,2,3,…,n 的 n 个 保险 柜 , 原 
来 都 锁 着 . 一 个 职员 进行 一 系列 名 之 为 ,了 T;,…,T, 的 操作 , 这 里 
T(l 上 迄 n) 是 指 对 所 有 那些 而 且 仅 仅 那 些 编号 为 & 的 倍数 的 保险 
柜 进行 一 次 由 上 锁 变 开锁 或 由 开锁 变 上 锁 的 操作 . 完成 这 n 步 操作 之 
后 发 现 , 现 在 是 且 只 是 那些 编号 为 完全 平方 数 的 保险 柜 的 锁 开 着 .请 对 
此 给 予 数学 证 明 . 

(2) 研究 出 几 种 在 数学 上 有 意义 的 操作 程序 ,使 得 能 分 别 打 开 编 
号 为 完全 立方 数 的 柜 ; 或 形 如 2m? 的 数 的 柜 , 或 形 如 m* + 1 的 数 的 柜 ， 
或 你 自选 的 非 平 凡 的 类 似 数 的 保险 柜 . 

(第 28 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1967 年 ) 

[证 ] (1) 在 n 步 操作 都 执行 后 ,第 m 号 保险 柜 (1 志 mmx 声 n), 当 
且 仅 当 mx 有 奇数 个 因子 时 成 为 开锁 . 

设 m 的 标准 分 解 式 为 

m = pr pr pr 
则 x 的 所 有 约 数 的 个 数 为 
(at+ 1)(a; + 1):…(a, + 1). 

当 且 仅 当 xi ,as,…,ax 是 偶数 时 , 约 数 个 数 为 奇数 ,此 时 m 为 完全 
平方 数 . 

(2) 记 TT 为 对 号 人 码 是 2k 的 倍数 的 保险 柜 进行 一 次 开锁 或 上 锁 的 
操作 , 则 可 得 号 码 为 2m? 的 柜 锁 都 开 着 . 

奋 Ti 对 柜 号 i(i 一 1 是 上 的 倍数 ) 的 操作 ,并 约定 1 号 柜 只 被 了 | 所 
作用 , 则 编号 为 m* + 1 的 柜 锁 都 开 着 . 

4.14 “对 每 个 自然 数 & 2, 定 义 数列 a,(k) 为 

c0 = k&,， 
a = TQ), n= 1,2,.…,， 
其 中 tr(a) 是 a 的 不 同 的 正 因 数 的 个 数 . 
求 出 所 有 的 ,使 数列 中 没有 平方 数 . 





屠 准 洗 画 小 


本 加 流 





中 尝 


(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] (1) 若 为 素数 , 则 


Al = as 三 4 三 … 二 了 2， 

其 中 没有 平方 数 . 

(2) 设 a, () 中 没有 平方 数 . 

记 a = php phlai 1 i= 1,2,…,h). 则 

a, = (ai + 1)(a; +1) (ay + 1). 

若 an-1 > 2， 

显然 有 Ay < C 1， 

如 果 a,_| 是 合 数 , 必 有 疡 > 1 或 者 疡 = 1 而 。 是 大 于 2 的 奇数 ( 因 
为 a,_| 不 是 平方 数 ). 

此 时 a, 也 为 合 数 . 


这 就 导致 一 个 完全 由 合 数组 成 的 严格 递减 的 数列 ,这 是 不 可 能 的 . 

所 以 a,-1 为 素数 , 即 数列 的 各 项 都 是 素数 . 

特别 地 ,k 为 素数 . 

因此 ,& 为 素数 时 ,数列 中 没有 平方 数 . 

4.15 ”对 前 上 个 素数 2,3,5,…, p(k > 4), 求 出 它们 的 一 切 可 能 
的 乘积 ,在 每 一 个 乘积 中 ,每 个 素数 至 多 出 现 一 次 (例如 ,3.$,3.S$… 户 ， 

11.13， 7 等 等 ) ,将 所 有 这 些 乘 积 的 和 记 作 S$ ,证 明 数 S + 工 可 以 分 
解 为 2& 以 上 个 素 因 数 的 乘积 . 
(第 30 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] ”由 题 设 可 得 
S+1= (2+1)(3+1)(5+1)(7+1).(p. + 1). 
因为 3,5,…, ps 是 奇数 , 则 (3+1),(5+1),(7+1),…,(pe+1) 每 


一 个 都 至 少 分 解 成 两 个 素 因 数 之 积 . 


又 因为 妃 >>4 且 7+1=2.2.2, 则 S+1 至少 分 解 为 2k 以 
上 个 素 因 数 的 乘积 . 
4.16 已 给 一 个 正 整 数 的 所 有 正 因数 的 乘积 ,是 否 总 能 惟一 确定 


这 个 正 整 数 . 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 4 为 的 因数 , 则 一 也 是 ”的 因数 . 
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又 设 P(n) 为 n 的 所 有 正 因数 的 乘积 , 即 
P(n) = | Ja. 


又 有 P’*(n) 一 [la 。 | 可 一 nr™(™), 
其 中 +(n) 是 的 正 因数 的 个 数 .从 而 
En 
Pl(n) 


n 
cr( np) rn) 


若 有 和 2，7 满足 m 2 =n2， 

即 CA 一 npr) 6 

这 表明 ,wm 和 7 的 素 因 数 完全 相同 ,并 且 每 个 素 因 数 p 在 m 的 分 解 
式 中 出 现 的 次 数 与 x 的 分 解 式 中 出 现 的 次 数 的 比 是 r(n) : r(m). 

在 tr(n) > rt(m), 则 每 一 个 素 因 数 p 在 m 的 分 解 式 中 出 现 的 次 数 
大 于 在 的 分 解 式 中 出 现 的 次 数 , 从 而 mm 的 因数 个 数 z(m) 大 于 的 
因数 个 数 zr(n), 出 现 予 盾 , 所 以 r(n) 委 rt(m). 

同 理 tr(n) 之 TT(m). 

于 是 rn) = tm). 

从 而 由 人 式 得 n= nn. 

因此 由 因数 的 乘积 P(z) = xz 可 以 惟一 确定 . 

4.17 ” 设 SCz) 表示 正 整 数 z 的 最 大 奇 约 数 .求证 对 于 一 切 正 整 
数 z ,不 等 式 














30D + 2 + + < 1 


成 立 . 
(第 32 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1971 年 ) 
[证 ] 显然 ,奇数 的 最 大 奇 约 数 就 是 这 个 奇数 本 身 . 
偶数 2& 与 & 有 相同 的 奇 约 数 , 因 而 它们 的 最 大 奇 约 数 相 等 , 即 
2k+1)= 2k+1, 


(2k) = 8(k). 
记 S(z) = 6(1) + 822 + + 282) 则 
so 2 80 1 20 , 5G) ， 4 +， 
6(2k -1) 58(2k 
1 R11 1 2k 
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汶 沪 并 思 沙 


局 吾 小 











1436 41+3 rt 
数 = k+ SA 
论 
和 S(2k + 1) = SC2A) + Sk + 
= k+ SA +1. 
当 z=1 和 x = 2 时 ,因为 
2 2 
0D- 呈 |= | 全 
1 
= <1 
0(C2) 2. 
0D) + 2 ”3 2 
1 
-<1 
故 不 等 式 成 立 . 
假设 不 等 式 (1) 对 满足 z 近 2m(m 之 1) 的 一 切 整数 x 都 成 立 , 则 
sm + 1) -二 :COm+D| 
二 m + 1 + SC 人 了 | 
SC(m) mm 1 
1 2 s+ 二 | 
< 二 | S(m) -名 m + 本 
] 1 
< 7271+3<l 


sm +2) -名 (2m+2) 





SwtD_4 名 -4| 
n1 十 1 十 5 3 3 
于 

2 3 3 

= 二 stmtD -n+D)) 
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] 
< <1. 


因而 不 等 式 对 了 =2m+1 和 ~=27+2 成 立 .于 是 不 等 式 对 一 
切 正 整数 z 均 成 立 . 

4.18 ”假设 n= 2 和 (22- 1), 这 里 22 -1 是 素数 .证 明 数 的 所 
有 不 等 于 n 本 身 的 约 数 之 和 恰好 等 于 nn. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1903 年 ) 

[证 设 g=22- 1 为 素数 . 

数 2 = 2?71g 的 一 切 小 于 它 本 身 的 约 数 为 

1, 2, 22 ，  ， 2272, 22-1; 
9，24，29，…，20 9g，. 

由 于 

1+2+22+…+222+221 一 22-1 = 0， 
0 十 20g 二 220 十 .…。 十 2620 二 (2p1 _ 1)4, 
则 2 的 一 切 小 于 它 本 身 的 约 数 之 和 为 
27 -1+ (27!— 1)(2? -1) 
= 2771(22 — 1) 
一 1， 

4.19 ” 设 o(NN) 为 NN 的 所 有 正 整 数 因 子 之 和 (其 中 包含 1 与 N 自 
身 ) ,例如 p 是 一 个 素数 , 则 ol(p) = p+1. 当 o(N) = 2N+1 称 正 整 
数 六 为 拟 完 全 的 .证 明 每 个 拟 完全 数 是 一 个 奇数 的 平方 . 

(第 37 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1976 年 ) 

[证 ] 设 和 N= 2°php&… 所 .其 中 a 与 8 是非 负 整数 ,并 且 p; 是 不 
同 的 奇 素数 ,i; = 1,2,…, 上 . 

由 o(NN) 为 NN 的 所 有 正 整 数 因子 之 和 , 则 

oN) = 6o(2°) .ol ph)o( fh). 
因为 o(N) = 2N + 1 是 奇数 , 则 
o( 妃 ) 是 奇数 , 且 1 雪 ;去 上 
由 于 oP)=1+p+pr+t++ fp, 

所 以 当 且 仅 当 8; 为 偶数 时 ,ol ph ) 为 奇数 .这 是 因为 上 式 右 边 为 奇 
数 个 奇数 之 和 ,所 以 为 奇数 . 

由 B; 为 偶数 (1 过 i 声 衣 ) ,可知 
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委 池 妾 加 注 
二 下 浅 


ee 机 兰 





的 pa 
是 一 个 完全 平方 数 , 设 为 AM, 且 M 为 奇数 ,从 而 
N = 2°M’,a 全 0. 0 
下 面 我 们 证 明 a = 0. : 
因为 N 是 拟 完全 数 , 则 


oN)=2N+1 = 2°IM*+1. © 

由 届 可 得 | 
o(N) =60(2°). ol M’) 
= (2 — 1)o(M’). 

再 由 有 

2°tIM :+1 = (2°! -1)o(M). 

M+1=0 (mod2°*! — 1). ® 

如 果 a > 0, 则 


2°tt— 1 二 3 (mod4). 
所 以 2“ -1 有 一 素 因子 p 圭 3 (mod4). 
由 @ 式 得 
M+1=0 (mod pb). 
即 一 1 是 p 的 二 次 剩余 ,这 与 p 三 3( mod4) 相 矛 盾 . 
于 是 a = 0. 
再 由 ,NN 是 完全 平方 数 ,日 为 奇数 的 平方 . 
4.20 “用 S 表示 数列 1,2,3,…,2” 中 各 项 的 最 大 奇数 因子 之 和 ， 
求证 3S = 4" + 2. 
(前 联邦 德国 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[证 ] 用 数学 归纳 法 . 
(1)n = 1 时 ,数列 1,2 中 各 项 的 最 大 奇 因子 分 别 为 1,1, 其 和 
S= 1+1=2 
又 4"+2=6=3S. 
所 以 n = 1 时 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 数列 1 ,2,3,… ,2”! 中 各 项 的 最 大 奇 因 子 之 和 为 
4” 二 2 
下 面 讨论 数列 
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1 .2322 一 27. 
中 各 项 的 最 大 奇 因 子 之 和 S. 
由 于 奇数 的 最 大 奇 因子 就 是 本 身 , 所 以 
S=1+3+5+ "+(27-1)+S. 
其 中 S 为 12,4,6,8,…,2”| 中 各 项 的 最 大 奇 因 子 之 和 . 
由 于 12,4,6,8,…,2”| 中 各 项 的 最 大 奇 因子 之 和 等 于 141,2,3， 
4,…,2"!| 中 各 项 的 最 大 奇 因 子 之 和 ,所 以 由 归纳 假设 有 


， 421 十 ? 
S = 
而 1+3+5+°* + (27 -1)= (2 1). 
n—l 
于 是 有 S = (2"1)?+ te 
_4 十 < 素 四 
3 让 语 
因此 命题 对 n 也 成 立 . 分 
由 以 上 ,对 所 有 自然 数 ,总 有 3S = 4”+2. 角 


4.21 求 N = 19% -1 的 所 有 形 如 4 = 2 .32(0c,p 为 自然 数 ) 
的 因子 4 之 和 . 
(奥地利 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] N= 198%8 -1 
= (20- 1) —1 
= (4.5—1)88—1 
=— C8e4* $+ Ce4 .5 — Chad? 53 + 


_ Ced4s7 S87 十 C88488 S88 


=— 25 .55 + 2M 
= 23(~ 55 + 2M). 
其 中 M 为 整数 . 
所 以 ,N 的 标准 分 解 式 中 ,2 的 最 高 次 宕 是 5. 
为 一 方面 


N=(2.9+1)® -1 
= Cgs2 .9+ Cées2: 92 + … + C88288 . 988 
=3 .2.88+33.T 
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=3(2. 88 + 3T) 


其 中 醋 为 整数 . 
所 以 ,在 六 的 标准 分 解 式 中 ,3 的 最 高 次 医 是 2. 即 
N=2.3. 工 . 
其 中 上 中 没有 因数 2 和 3， 
于 是 , N 中 所 有 形 如 a = 2“ . 34 的 因子 之 和 为 
(2+2+23+24+25)(3+ 了 3) = 744. 
4.22 ” 设 为 自然 数 ,n + 1 能 被 24 整除 ,求证 的 全 体 约 数 之 


和 也 能 补 24 整除 . 


Eh 机 波 


(第 30 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1969 年 ) 


[证 ] 由 题 意 24|1n+l 
n 三 - 1] (mod 3), 


等 价 于 2 三 -1 (mod8). 
设 d 是 nn 的 一 个 约 数 , 即 
d|n. 
则 有 d 三 1 或 2 (mod3)， 


d 圭 1,3,5 或 7 (mod8). 
再 由 d. 了 =n 二 -1 ( mod 3) 或 ( mod 8). 
可 知 , 仅 有 下 列 几 种 可 能 


4 一 1, 本 二 2 (mod 3), 
d= 二 1, 了 7 三 7 ( mod 8), 
d 二 3, 了 二 5 ( mod 8). 


友之 ,以 上 由 三 个 同 余 式 也 可 得 
n 二 一 1 (mod 3) 或 ( mod 8). 


于 是 有 d+ 三 0 ( mod 3)， 
d+ 三 0 ( mod 8) ， 
即 d+ 六 三 0 ( mod 24). 


因而 对 于 寺 -1 (mod3),n 不 是 完全 平方 数 ,所 以 4a 天 本 
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所 以 n 的 约 数 两 两 互 异 , 即 ”的 全 体 约 数 之 和 一 定 能 被 24 整除 . 
4.23 fl(n) 是 对 一 切 正 整数 n 有 定义 的 图 数 , 且 
f(n) =(-1 (n>1， 上 是 n 的 素 约 数 的 个 数 ). 
例如 f(9) = (-1)，f(20) = (- 1) 
令 F(xn) = >,f(d). 
d 1n 表示 4 是 nn 的 约 数 ,上 式 表示 对 ?7 的 一 切 约 数 d 的 也 数 f(ad) 
求 和 .求证 F(n) = 0 或 1. 问 对 怎样 的 nn,F(n) = 1? 
(第 22 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1961 年 ) 
[证 ] 当 %n=1 时 ， 
F(1) = f(1)=1. 
当 w> 1 时 , 设 w = [| 部, 其 中 p; 是 不 同 的 素数 ,a; 是 正 整 数 ，; 
= 1,2,.…,k. 
n 的 约 数 是 形 如 
d= ph ph ph , 0 三 Ba;,， 1 二 1,2,.…,k 的 一 切 数 ， 
所 以 fld) = (— 1 )B th++h | 
一 ( 一 1)8 . (一 1 到 …( 一 1 ) 扣 . 
F(n) = >,f(d) 
= > CD De. 1) 


(8 :BB) 


一 >,(- 1)81.…. > (一 1)&. 
B=0 B=0 


因为 
Si 1)8 =1+(~1)t1li+(—1)+……+ (1)" 
B=0 
- 网 ai 是 偶数 ， 
0， al 是 奇数 . 


和 
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SY 1)8 =1+(-1)+1+(-1)+ + (1)% 
8 =0 
此 
1， wo 是 偶数 ， 
0， ao 是 奇数 . 
所 以 F(0) = 0 或 1. 
当 且 仅 当 a ,az,…,as 都 是 偶数 , 即 nn 是 完全 平方 数 时 ,FF(n) = 
1. 
4.24 ”在 3. 3 的 正方 形 表 的 格子 中 , 填 上 九 个 不 同 的 自然 数 ,使 
得 每 行 三 数 相 乘 ,每 列 三 数 相 乘 ,所 得 的 六 个 乘积 彼此 相等 (我 们 用 P 
表示 这 个 乘积 ). 
(1) 证 明 这 种 填 数 法 是 可 以 实现 的 . 
(2) 试 确定 已 能 取 1990,1991,1992,1993,1994,1995 这 六 个 数 中 
的 哪些 值 ? 
(3) 试 求 PP 的 最 小 值 ,说 明理 由 . 
《中国 北 京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1) 如 图 填 上 的 九 个 数 ,每 行 每 列 三 个 数 的 乘积 均 为 120. 
(2) 显然 ,所 填 的 九 个 数 应 是 P 的 九 个 不 同 的 
约 数 ,并 且 这 九 个 约 数 不 能 包括 P, 因 而 P 的 约 数 
个 数 不 小 于 10. 
在 1990,1991,1992,1993,1994,1995 这 六 个 
数 中 : 
1990 = 2. 5.199, 共 有 8 个 不 同 的 约 数 ; 
1991 = 11. 181, 共 有 4 个 不 同 的 约 数 ; 
1992 = 23 .3 .83, 共 有 16 个 不 同 的 约 数 ; 
1993 = 1 1993, 共 有 2 个 不 同 的 约 数 ; 
1994 = 2: 997, 共 有 4 个 不 同 的 约 数 ; 
1995 = 3 .3 .7. 19, 共 有 16 个 不 同 的 约 数 . 
显然 ,P 不 能 取 1990,1991 ,1993 ,1994. 
P 可 能 取 的 值 为 1992 和 1995, 又 
P = 1992 时 P = 1995 时 


给 机 兴 
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(3) 一 般 情 况 下 ,我 们 在 方 格 表 的 左上 角 的 2x2 的 方 格 中 , 任 填 四 
个 不 同 的 自然 数 a,5b,c,d .在 右 下 角 的 格子 中 填 人 与 它们 都 不 同 的 自 
然 数 e. 


其 余 四 个 格 分 别 填 人 轰 ,和 9 , 嫩 ,ae ， 
就 可 使 


所 以 只 须 选 a,5 ,c,d 使 得 生 ,全 ， 翁 ， 毕 均 为 自然 数 , 且 它们 一 
定 是 两 两 不 等 的 . 

在 一 般 情况 下 ,我 们 可 以 认为 。 小 于 a,6,c,d. 若 不 然 ,我 们 适当 
交换 行 与 列 , 使 最 小 的 数 变 到 右 下 角 即 可 ,此 时 并 不 影响 PP 的 值 . 

取 。 = 1, 乘 积 P = 2 取 最 小 值 显然 为 2.3.4.5 = 120, 如 (1) 
中 的 表 所 示 . 

当 ¢e = 2 时 ,P 完 180. 

当 e = 3 时 ,P 完 280. 

当 e = 4 时 ,P 完 420. 


4 
当 e > 5 时 ,seee > 和 > 125 > 120. 


因此 ,P 所 取 的 最 小 值 为 120. 

4.25 找 出 具有 下 列 性 质 的 一 切 正 整数 ”: 

使 集合 fn， n+1，n+2，n+3， nn 十 4， 1 十 51 可 以 分 成 
两 个 不 相交 的 非 空子 集合 ,并 且 一 个 子 集中 所 有 元 素 的 积 与 另 一 个 子 
集中 所 有 元 素 的 积 相等 . 

(第 12 届 国际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 1] 假设 存在 自然 数 n 满足 题 设 的 性 质 , 即 集合 lx， 7 + 1， 
n+2， n+3， 叉 + 4， ++ 51 能 够 分 成 两 个 非 空 的 不 相交 的 子 
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a 


集 ,其 中 一 个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 等 于 另 一 个 子 集中 的 所 有 元 素 之 积 . 

对 7，7+1，7n+2，7mn+3，m1+4，71+5S 进 行 素 因 数 分 解 ， 
者 题 设 的 要 求 能 实现 , 则 每 一 个 素 因 数 至 少 在 上 述 六 个 元 素 中 的 两 个 
元 素 中 出 现 , 即 必然 存在 素数 p ,能 整除 

n, n+1l, n+2, n+3, n+4, n+5 
这 六 个 连续 自然 数 中 的 至 少 两 个 数 ,因此 ,这 样 的 素数 p 只 能 是 2,3 或 
4. 

若 有 素 因子 5, 则 只 能 在 x 和 ?2 + 5 中 出 现 ,因此 , 数 关 +1，7+ 
2，7?2+3，72+4 仅 有 素 因 子 2 和 3 

由 于 在 四 个 连续 数 中 恰好 只 有 两 个 是 奇数 ,这 两 个 奇数 决 不 可 能 
有 素 因 子 2, 即 只 可 能 是 素 因 子 3, 所 以 这 两 个 奇数 必须 是 3 的 整数 次 
荐 ,又 因为 这 两 个 奇数 是 相 邻 奇数 , 则 有 

3 一 3”=2 (或 -2). 
其 中 有 > 1， 7 > 1 
然而 ,这 个 等 式 不 可 能 成 立 . 

因此 ,满足 题 设 条 件 的 正 整数 ”不 存在 . 

[ 解 2] 首先 证 明 : 把 已 知 集合 分 成 乘积 相等 的 两 个 子 集 ,不 可 能 
为 一 个 子 集 含 一 个 数 , 另 一 个 子 集 含 5 个 数 .这 是 因为 最 大 的 数 是 n+ 
5, 而 下 面 的 不 等 式 显 然 成 立 : 

n+i+5<4(n+3)< (nt+3)(n + 4). 

因此 ,这 六 个 数 不 能 按 1,5 分 成 两 个 子 集 . 

下 面 再 证 明 :这 六 个 数 也 不 能 按 2,4 分 成 两 个 子 集 . 这 是 因为 

n 二 1 时 ,1.2.3.4'5.6 一 24.32.5 不 是 完全 平方 数 ,因而 集 
合 11,2,3,4,5,6| 不 可 能 分 成 两 个 各 元 素 乘积 相等 的 子 集 ; 

n 之 2 时 ,由 
n(n+l)(n+2)(n+3) 守 2(n +2):3(n+3)> (n+4)(n + 5) 
可 知 , 也 不 能 把 已 知 集合 按 2,4 分 开 . 

因此 ,要 使 结论 成 立 , 两 个 子 集 只 能 都 是 三 个 数 , 我 们 把 两 个 子 集 
写成 

{n+i, n+t+k, n+S!, fn+l, n+j, n+t+s!. 


且 每 个 子 集中 的 三 个 数 都 按 从 小 到 大 排列 ,显然 有 1 扫 & 委 4. 对 不 分 
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情况 讨论 . 
(1) 车 k=1， 则 i = 0. 
这 两 个 集合 为 jn，n+1，n+5} 和 {n 二 2，n 十 3， 7 十 4|， 
然而 
n(n+l1)(n+5) <(n+l1)(n +3)(n+4) 
<(nt+2)(n+3)(n + 4). 

显然 不 合 题 意 . 

(2) 若 & = 2, 财 i = 0 或 1, 此 时 有 
n(nt+2)(n+5) < (n+1)(n+3)(n + 4), 
(n+1)(n+2)(n+5)> n(n +3)(n + 4). 

显然 也 不 合 题 意 . 

(3) 若 & = 3 或 & = 4, 除 去 明显 不 相等 的 情形 之 外 ,只 有 两 种 可 


能 : 
n(n+3)(n+5)= (n+1)(n +2)(n + 4), 
n(n+4d)(n+5)= (n+1)(n+2)(n + 3). 
由 此 得 到 的 两 个 关于 n 的 二 次 方程 
n+n-8=0, n+3n-2=0 
均 无 正 整数 解 . 


因此 ,不 存在 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 ”. 
4-26 ”整数 9 可 以 表示 成 两 个 连续 整数 之 和 ,9 = 4+5, 同 时 ,9 可 
以 用 两 种 不 同 的 方法 写成 连续 自然 数 的 和 9 = 4+5=2+3+4. 
问 是 否 有 这 样 的 自然 数 N. 
(1) 它 是 1990 个 连续 整数 的 和 ; 
(2) 它 恰 能 以 1990 种 不 同 的 方法 表示 成 连续 整数 的 和 ， 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 如果 条 件 (1) 被 满足 , 则 
N=n+{(nt+l1)+(n+2)+…+ (n+ 1989) 


= 六 . 1990(2n + 1989) 


=995(2n + 1989). 中 
由 中 , N 必 为 奇数 . 
设 N 可 以 写成 & + 1 个 (为 目 然 数 ) 连续 自然 数 之 和 , 且 这 &+1 
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个 数 中 最 小 者 为 mm , 则 


N=m+(m+1)+ +(m+k) 


= 方 ( + 1)(2m + 下)， 


3 由 次 


2N = (Ek+1)(2m +k). | 区 
由 名 有 
1990(2n + 1989) = (gk + 1)(2n + &). 
因此 ,满足 下 式 的 (xm ,k) 有 多 少 对 , 则 N 就 有 多 少 种 方法 写成 连 
续 & + 1 个 自然 数 之 和 . 
由 四 及 入 是 自然 数 可 知 
k+1|j2N, k+l<ki+2m. 
所 以 z k+1< V2N. 
反之 ,如 果 有 一 个 2N 的 约 数 < V2N , 记 这 个 约 数 为 &k+ 1, 则 
2N = (k+ 1)c. 
其 中 有 +1< <. 
可 以 把 c 记 为 2m +k&，mEN. 
因为 N 是 奇数 ,所 以 k+ 1 与 c 不 可 能 都 是 偶数 .因此 , 当 上 是 奇数 
时 ,c 是 奇数 , 当 是 偶数 时 ,c 是 偶数 ,因此 可 以 把 c 记 为 2m + 此. 
于 是 2N = (k+1)(2m + &£). 
这 就 说 明 , 当 NN 为 奇数 时 ,车 N 可 以 写成 多 于 一 个 的 连续 自然 数 
之 和 的 形式 有 /种 , 则 /就 是 2N 的 大 于 1 且 小 于 V2N 的 约 数 的 个 数 . 
由 全 N = 995(2n + 1989), 
2N = 1990(2n + 1989) 
=2.5. 199(2n + 1989) 
z =2° .5° . 199p% po: ph 
由 于 N 有 1990 种 不 同 的 分 法 ,把 1 个 自然 数 的 情况 考虑 在 内 , 则 


2N 的 约 数 个 数 为 
(1+ D(at+1)(b + 11Gb + 1).(b, + 1) 
= 2. 1991 
=2.1]1.181. 
其 中 a,6E€EN, bENU 1IO0l, 71= 1,2,.,k. 
于 是 bl1= 6 = = b,=0, 
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(at+1)(6+1)= 11: 181, 


a 三 10， a = 180, 
则 或 
b = 180, b= 10. 
即 N =S0.19918 或 N = 5Sl80 .19910. 


4.27 ”对 于 怎样 的 ,可 以 找到 这 样 的 自然 数 , 使 其 等 于 自己 的 上 
个 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 ? 
. (前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 显然 ， = 1 是 可 以 的 . 


当 上 =2 时 , 令 
1 一 a+bp aln, bln, 
于 是 必 有 pla, alDb. 
从 而 a = 5。 ,与 题目 条 件 相 矛 盾 . 
所 以 有 天 2. 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 所 有 的 正 整数 & 衬 3, 都 可 以 找到 自然 
数 ,使 其 等 于 自己 的 和 个 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 . 
对 & = 3, 我 们 有 
6=3+2+1. 
假设 & = 时 ,结论 成 立 , 即 存在 这 样 的 自然 数 n, 当 
1 之 112 > > mm,,， 
有 17111172， 一 12…… yy， 
nn 二 
令 n = am., 则 
(1+a) = (+a)mt+(lta)mt +(l+a)m, +am.+m,. 
于 是 (1 + a)n 表示 成 自己 的 ; + 1 个 互 不 相同 的 正 约 数 之 和 . 
从 而 证 明了 上 & 写 3 时 结论 成 立 . 
综 上 可 得 ,k 可 以 是 除了 2 以 外 的 所 有 自然 数 . 
4.28 ” 设 m 和 为 自然 数 ,试问 自然 数 
m(n +9)(m + 2n° + 3) 
最 少 有 多 少 个 不 同 的 素 约 数 . 
(第 53 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 j (1) 如 果 mz > 1, 则 由 mm 与 mx + 2n* + 3 的 奇偶 性 不 同 ,在 
习 积 m(n + 9)(m + 2n* +3) 中 必 有 偶 素数 2 为 约 数 .此 外 ,还 至 少 含 
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下 水 


有 一 个 奇 素数 作为 约 数 . 
因此 ,m > 1 时 ,乘积 m(n +9)(m +2n*+3) 最 少 有 两 个 不 同 的 
素 约 数 . 
(2) 如 果 m = 1, 则 乘积 化 为 
2(n + 9)(n?* + 2). 
显然 有 偶 素 数 2 为 约 数 . 
若 n 为 奇数 , 则 n? + 2 为 奇数 ,因此 必 还 有 奇 素数 作为 约 数 . 
若 2 为 偶数 , 则 n + 9 为 奇数 . 
于 是 ,m = 1 时 ,乘积 x(n +9)(m + 2n*+3) 最 少 有 两 个 不 同 的 
素 约 数 . 
(3) 如 果 取 mr = 27，n = 7, 则 有 
m(n+9)(m+2n*+3)= 3 . 2. 
这 个 数 恰 有 两 个 不 同 的 素 约 数 2 和 3. 
由 以 上 ,对 所 有 自然 数 m 和 nn, 数 
m(n + 9)(m + 2n? + 3) 
最 少 有 两 个 不 同 的 素 约 数 . 
4.:29 ”把 1,000,000 的 每 一 个 真 因数 取 以 10 为 底 的 对 数 ,把 这 些 
对 数值 加 起 来 ,得 到 和 S, 求 离 S 最 近 的 整数 . 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 1 由 于 1,000,000 = 26 .56. 共 有 (6+1)(6+1) = 49 个 因 
数 . 
除去 1000 之 外 , 剩 下 的 48 个 因数 组 成 24 对 ,每 一 对 因数 的 乘积 为 
10*, 所 以 1,000,000 的 全 部 因数 之 积 为 ”1000 . (106)24 = 10147. 
这 里 包括 一 对 非 真 因数 1 与 10 的 积 , 所 以 全 部 真 因 数 之 积 为 
10% = 1014i 
105 
由 对 数 性 质 ,这些 真 因数 之 积 的 对 数 即 为 每 个 真 因数 对 数 之 和 , 即 
S = lgl041 = 141. 
[ 解 2] 考察 1,000,000 中 的 素数 因数 2 和 5 在 它 的 全 部 因数 中 
出 现 的 次 数 , 即 全 部 因数 的 乘积 中 的 2 和 5 的 寡 指 数 . 
注意 到 2(1 过 j 太 6， jE€ N) 可 以 组 成 的 因数 有 
2, 2 .5, 21.5, 2i.53, 2i.,54, 2i.55, 2/. S56, 
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于 是 这 些 因数 之 积 中 2 的 指数 为 77. 
对 j 取 1,2,3,4,5,6 得 


同样 ， 


7T(1+2+3+t+4+5+6) = 147. 
所 有 因数 之 积 中 5 的 指数 也 是 147. 


去 掉 非 真 因数 1 = 29.50 及 10 = 26.56 中 2 和 5 的 指数 , 则 2 和 
5 在 所 有 真 因 数 之 积 中 的 指数 均 为 141. 
从 而 有 S = lg2!4! + lg5!! = 141. 


4.30 


用 E(n) 表示 可 使 % 是 乘积 1 .2 .3 4 .和 的 约 


数 的 最 大 整数 有 &, 则 五 (150) 等 于 多 少 ? 


[ 解 ] 


(中 国 上 海 市 高 一 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
1,2,3,.…,150 中 有 | 12|-= 30 个 5 的 倍数 ,每 个 提 去 一 个 


约 数 5, 连 同 它们 相应 的 指数 ,可 得 5 的 指数 


1,2,: 


3+S4.2+9.3+…+93. .30 
= S(1+2+…+30) 
= 2325. 


.150 中 有 | |= 6 个 绊 的 倍数 ,每 个 已 提 去 一 个 约 数 5， 


再 提 去 一 个 约 数 5, 连 同 它们 相应 的 指数 ,可 得 5 的 指数 


1 ,2,: 


52+5.2+.…+5.6 
=S(1+2+…+6) 
一 $25. 


,150 中 ， 有 | 总 | = = 工 个 是 $ 的 倍数 , 它 已 提 去 两 个 约 数 


5, 再 可 提 去 一 个 约 数 5, 连 同 它 的 相应 指数 ,可 得 5 的 指数 为 3”= 125. 


了 ,2 ,… 


4.31 


,150 中 没有 5*(& 之 4) 的 指数 ,于 是 
E(150) = 2325 + 525 + 125 = 2975. 
已 知 1a, | 为 正 整数 数列 


Qn+3 = ant2(antl + 2an) (n €E N), a6 = 2288. 


求 Uld2d3: 


[ 解 ] 


(中 国 四 川 省 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
由 递 推 公式 ， 
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Sk 出 奖 


a4 = a3(a2 + 2a1), 
as = a3(a2 + 24a1)(a3 + 2a2), 
ag = aqg(az+2ai)(as+2a))(a + 2al + 2). 
又 ae=2288=24.11.13. 
因为 数列 ja, + 为 正 整数 数列 ,所 以 
243 二 2a2 之 3，ar+2al 过 3. 
又 由 于 (ez+2al+2)- (na,+2a1) = 2， 
而 a6 =2 11 13 中 只 有 13 与 11 是 不 小 于 3, 且 其 差 为 2 的 因数 , 因 
此 必 有 
a2 +2al+2 = 13, 
a + 2a!l= 11. 
因此 as(a3 + 2a23) = 24. OD 
若 a3 为 奇数 , 则 上 式 左边 为 奇数 ,右边 为 偶数 ,所 以 不 可 能 . 
于 是 a; 为 2 的 塌 , 由 a; + 2a, 之 3 可知 a3 三 2. 
将 a3 = 2 代入 四 式 得 
4(2 + 2a;) = 16. 


> 一 1. 
再 由 a2 十 2ai 一 11 得 dl 一 S$. 
于 是 Ul 一 Ss, 他 2 一 上 ， 3 一 2. 


4.32 设 di1,d;,,… ,di 为 正 整 数 n 的 全 部 因数 ， 
l=di<d <d3<-:…<d,=n, 
求 出 使 上 守 4, 并 且 df + d3 + d3 + d? = n 的 所 有 nn. 
(第 6 届 巴 尔 干 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 如果 ”为 奇数 , 则 它 的 因数 di ,4Q,,… ,qd 全 为 奇数 ,而 四 

个 奇数 的 平方 和 df + d? + d3 + di 为 偶数 不 可 能 等 于 奇数 . 
所 以 nn 为 偶数 . 
于 是 di =1，oa =2. 
如 果 闻 是 4 的 倍数 , 册 
4 € jd3,d4 

这 样 , 在 前 四 个 因数 1,4d;,d;,ds 的 平方 中 ,已 有 两 个 (22 和 42) 

为 4 的 倍数 ,1 个 为 1, 如 果 另 一 个 因数 为 奇数 , 则 它 的 平方 被 4 除 余 1， 
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这 时 ,d? + d+ qd? + di 为 4& + 2 型 的 数 ,n 不 是 4 的 倍数 ;如 果 男 一 
个 因数 为 偶数 , 则 它 的 平方 能 被 4 整除 ,这 时 df + d+ d3+d4 为 4k+ 
1 型 的 数 ,n 也 不 是 4 的 倍数 . 
所 以 n 是 偶数 ,但 不 是 4 的 倍数 . 
设 n = 2m， m 为 奇数 . 
d; 应 是 m 的 最 小 质 因数 ,因此 4d; 为 奇数 ,这 时 ,di 二 ] ， d2 = 2,， 
di3 为 奇数 ,di 为 偶数 ,从 而 由 题 设 有 ds = 24d;. 
于 是 n= 1+22+ df+4d3 
= 5+ 5ds. 
从 而 5 是 n 的 约 数 . 
由 于 ds 了 关 4, 所 以 dy 宇 6. 
从 而 di = 5， 4d4 = 10. 则 
2 二 1+22+ 和 +10 = 130. 
4.33 ” 边 长 分 别 为 1,3,5,…,(2n - 1)cm 的 2 个 正方 形 的 面积 之 
和 能 否 等 于 100m? ,为 什么 ? 
(中 国 上海 市 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 假设 能 , 则 由 题 设 有 
?+32+5+. + (2n 1) = 106. 


2 刘 
Pk — > (28)? =.106， 


夫 三 1 k=1 


2n(2n+1)(4n+1) 4n(n+1)(2n+1) ,6 
6 6 = 10°， 


志 n(4n — 1) = 10°, 
n(4n* — 1) = 3. 10, 
(2n — 1)2n(2n + 1)=2.3.10 =2.5.3. 

如 果 此 式 成 立 , 则 左 端 必 有 一 因 式 是 5 的 倍数 ,因为 在 连续 三 个 自 
然 数 中 ,有 5 的 因数 不 多 于 1 个 ,所 以 左 端 必 有 一 因 式 是 5 的 倍数 ,此 
时 左 端 必 大 于 6 . 105, 这 是 不 可 能 的 . z 

所 以 不 可 能 . 

4.34 “一 整数 恰 有 4 个 素 因 数 , 其 平方 和 为 476, 求 这 个 整数 . 

(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 由 476 三 2 (mod3), 及 3+a 时 ， 
a2=1 ( mod 3). . 
则 4 个 素 因数 中 有 两 个 3, 剩 下 的 两 个 素 因 数 设 为 p,q, 则 由 题 设 
pr+g +3+3 = 476. 
p* + g* = 458 < 222. 
又 设 pp 宇 g, 则 


本 水 


2p* > 458, 
15 < V229 所 p21. 
于 是 pp 为 17 或 19. 
当 p = 19 时 ， gq* = 97. 


此 时 无 解 . 
当 p = 117 时 ， g* = 169, 即 

， g = 13. 
于 是 所 求 的 整数 为 


3. 3. 13. 17 = 1989. 
4.35 ”证 明 对 任何 整数 x 和 ,下 式 
Xx + ry Sry -15ry +4ry + 12y 
的 值 不 会 等 于 33. 
(第 9 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[证 ] T+3riy— Sry -15riy +4ryt + 12y 
= xi(rt+3y) -Sr y (r+3y)+4y (r+3y) 
= (zz+3y)(z — 5z:y + 4y) 
= (zz+3y)(z — y)(r — 4y’) 
= (zx +3y)(rt+ yr- yr+2y) (xr -2y). 
所 以 原 式 可 分 解 成 5 个 不 同 因 式 的 乘积 ,而 33 = 11. 3, 不 可 能 分 
解 成 5 个 不 同 因数 的 乘积 . 
所 以 对 任何 整数 z,y, 原 式 的 值 不 会 等 于 33. 
4.36 2 过 2) 名 选手 的 比赛 持续 有 天 ,每 天 各 选手 的 得 分 人 恰 为 
1,2,…,n( 无 二 人 有 相同 得 分 ) ,& 天 结束 时 ,每 位 选手 的 总 分 都 是 26. 
试 求 所 有 可 能 的 (nn ,&) 值 . 
(第 22 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 计算 全 体 选 手 所 得 总 分 之 和 ,有 
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Ek(1+2+.…++n) = 26n. : 
即 k(n+ 1) = 52. (QD 
对 52 进行 素 因数 分 解 ,52 = 22 . 13, 它 共有 6 个 不 同 的 约 数 : 
1，2，4，13，26， 52. 
由 于 n+1 守 3， 守 2.( 若 = 1, 即 只 有 一 天 比赛 ,各 选手 得 分 
不 可 能 相同 ) ,所 以 方程 中 只 有 三 组 解 : 
(n,k) = (25,2),(12,4),(3,13). 
事实 上 ,这 三 组 解 都 是 可 能 的 ,我 们 可 以 列 出 这 三 组 解 中 ,各 选手 


每 天 得 分 的 情况 . 

n = 25， 上 =2 寺 ， 
1， 2, 3，.…， 25, (第 1 天 ) 
25， 24， 23，.…， 1. (第 2 天 ) 

2 =12，R=4 时 ， 
1， 2, 3, …，12 (第 1 天) 
12， 11，10，…，1t (第 2 天 ) 
1， 2, 3, …，12 (第 3 天 ) 
12， 11，10，…，1 (第 4 天 ) 

n= 二 3， 上 k= 13 时 ， : 
1，2，3 (第 1 天 ) 
1，2，3 (第 2 天 ) 
1，2，3 (第 3 天 ) 
1，2， 3 (第 4 天 ) 
2,，3, 1 (第 5 天 ) 
2，3，1 (第 6 天 ) 
2，3，1 (第 7 天 ) 
2，3，1 (第 8 天 ) 
2，1，3 (第 9 天 ) 
3，1，2 (第 10 天 ) 
3，1， 2? 《第 11 天) 
3，1，2? (第 12 天 ) 
3，2， 1 (第 13 天 ) 


4.37 ”证 明 1984 个 连续 正 整数 的 平方 和 不 是 一 个 整数 的 平方 . 
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(第 16 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] ” 设 ”为 任意 一 个 正 整数 . 1984 个 连续 正 整数 为 
n, n+l, n+2, YX, n+ 1983. 


1983 1983 1983 1983 


nthk) = Ont+2n Dk+ DR 
k= 从 大 = k= 人 0 二 浊 


= 1984n? + 1983 . 1984n + 

= 1984n(n + 1983) + 32 . 31 . 661 . 3967 

= 32. 62n(n + 1983) + 32 . 31. 661 . 3967 

= 32[62n(n + 1983) + 31 + 661 . 3967]. 
由 于 62n(n + 1983) + 31， 661 …3967 是 奇数 ， 


1983 


所 以 不 论 n 为 何 值 , > ,(n + &)2 能 被 32 整除 ,但 不 能 被 64 整除 . 


1983 


1983 . 1984 . 3967 
6 


于 是 (x + 下) 的 标准 分 解 式 中 含有 25 ,所 以 不 可 能 为 完全 平方 


数 . 


4.38 ”对 卓然 数 进 行 如 下 运算 : 先 将 它 分 解 为 素数 的 乘积 = 
Pi1P2… pn-1pn ,然后 求 出 和 数 pl + pz +… 十 p,_1 + p+ 1. 再 对 所 得 
的 和 数 进 行 同样 的 操作 ,如 此 等 等 .证 明 从 某 一 时 刻 起 ,所 求 得 的 和 数 


序列 成 为 周期 性 的 . 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] ”注意 到 不 等 式 : 
当 a 宇 2，5 实 2 时 ,有 

ati+b< ab. 
用 记号 AR) 表示 对 数 上 进行 一 次 运算 之 后 所 得 的 数 . 
人 则 对 任何 有 ,都 有 

f(k)SER+1. 


阁 上 为 奇数 , 且 FE) 为 奇数 ,如 果 f( f()), 以 及 以 下 的 每 一 次 运 
算 都 是 奇数 ,这 将 是 一 个 奇数 的 减 数列 ,最 终 得 到 只 有 一 个 奇数 的 习 ， 


这 时 下 一 次 运算 f(&) 将 是 偶数 ， 
因此 我 们 可 以 假定 & 是 偶数 . 
若 = 2, 则 得 到 数列 


252 世界 数学 奥林匹克 和 解 题 大 辞典 








3，4，S$，6，6，6,…: 
若 = 4, 则 得 到 数列 
4，5，6，6，6， 
车 = 6, 则 得 到 数列 
6，6， 6， 
当 上 为 偶数 ,日 有 之 8 时 ,有 
f(k) =2+ pttprtl 
3+ pa p, 
二 3 十 加 < 上. 
即 f(k)k—1. 
于 是 f/f(f(&)) 上 . 
这 就 表明 所 考察 的 数列 仅 在 区 间 [1,k + 1] 中 取 值 ,于 是 必 将 两 次 
取得 某 个 相同 的 值 ,因而 必 为 周期 性 的 . 
4.39 ”证 明 对 任意 的 正 整 数 n ,有 不 等 式 lgn 之 klg2, 其 中 lg7n 是 
数 nn 的 以 10 为 底 的 对 数 ,k 是 的 不 同 的 素 因 子 的 个 数 ， 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1896 年 ) 
[证 ] (1) 当 %= 1 时 ,k = 0， 
lgn = lgl 之 0，.1lg2 = Rlg2 
显然 成 立 . 
(2) 当 ”>1 时 , 设 ”的 标准 分 解 式 为 
n = plip%* pk. 
其 中 p; 是 素数 ,ai 是 正 整 数 ,; = 1,2,…, 上 . 
由 于 p; 宇 2，7 二 1,2,…, 率 . 则 
nn 2 22 
Du 
> 24, 
即 lg7 之 klg2. 
4.40 ”一 个 大 于 1 的 自然 数 ,如 果 它 恰好 等 于 其 不 同 真 因 子 ( 除 1 
及 其 本 身 的 因子 ) 的 积 ,那么 称 它 为 “好 的 ”. 求 前 十 个 “好 的 ”自然 数 的 
和 . 
(第 $ 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
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a 


[ 解 ] 设 是 一 个 正 整数 , 令 


1， di, d2, **, d,1, d,, 上 
为 有 的 所 有 的 因子 , 且 按 递增 顺序 排列 . 
由 此 可 得 
1.:k= did, = ds* ad = OD 


若是 “好 的 ", 则 等 于 它 的 所 有 不 间 真 因子 之 积 , 即 有 & = 


又 由 外 式 ， k= did,, 

则 did, = dyd2'*…d, id， 
即 d, = dd 
于 是 刀 二 2， 


即 的 全 部 真 因子 为 Ci .ad2. 

显然 ,di 为 素数 .否则 ,车 d| 是 合 数 , 则 的 素 因子 p 必 在 上 面 的 
因数 递增 数列 中 出 现 , 且 应 有 1 < p < adi, 这 是 不 可 能 的 . 

同 理 ,d, 也 必须 为 素数 或 者 di 的 平方 .否则 , 若 d, 为 合 数 且 不 为 
di 的 平方 , 则 在 1 和 4, 之 间 不 可 能 只 有 一 个 素数 di. 

所 以 大 或 是 两 个 不 同 素数 dg 和 d; 的 积 dq ,或 是 一 个 素数 的 立 
方 di. 

这 样 ,我 们 很 容易 列 出 前 10 个 “好 数 ”: 

6, 8, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 27,， 33. 
它们 的 和 为 182. z 


4.41 已 知 为 正 整数 , 试 确定 下 列 方程 一 = n 中 ,有 序 正 整 
数 对 (z,y) 的 解 的 个 数 . 
(第 21 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 】 已 知 方程 可 化 为 
(zx—-n)(y-n)= 7 Q) 
显然 , 铬 0 之 + 这 n，0< 之 y 达 nn 时， 
Ir-nlly-ni<n.'n=n’, 
因此 ,此 时 无 整数 解 . 
于 是 ,方程 在 有 解 , 必 满 足 
TXT>n, y>n. 
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令 守 的 素 因数 标准 分 解 式 为 


则 n= TE pe 
Oz 的 整数 解 的 个 数 等 于 和 分 解 成 两 有 序 因数 的 积 的 不 同 分 法 种 
数 , 这 种 数 是 
(2a1 + 1)(2a2 + 1)°*(2a. + 1). 
4.:42 “ 求 所 有 不 超过 100 的 恰好 有 三 个 正 整 数 因 子 的 正 整 数 的 乘 
积 .证 明 , 所 有 这 样 的 数 是 完全 平方 数 . 
(第 1 届 严 西 哥 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[ 解 ] ”首先 证 明 : 恰 有 三 个 正 整数 因子 的 正 整数 是 素数 的 平方 . 和 

设 ， 恰 有 三 个 正 整 数 因子 . 有 

则 除 1 和 本 身 外 还 有 一 个 素 因 子 , 设 这 个 素 因 子 为 p, 则 长 
pln, p71. 解 

于 是 n=p'g, qn, 1. 

这 样 必 有 户 = 4 

因此 n= p?, 


此 时 p， 必 为 素数 ， 否则 ,n 就 多 于 三 个 正 整 数 因子 . 

而 小 于 100 的 素数 的 平方 只 有 2* ,3 ,5? ,7?. 

于 是 所 求 的 数 的 乘积 为 

2 .344100 = (210)?, 

4.43 ”将 2” 个 素数 写成 一 行 .已 知 其 中 不 同 的 数 少 于 个 .证 明 : 
可 以 从 上 述 数列 中 选取 一 组 写 在 一 起 的 数 ,它们 的 乘积 是 一 个 完全 平 
方 数 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[证 ] 要 证 明 本 题 的 结论 ,只 要 证 明 在 某 一 组 连续 排列 的 数 中 ， 
每 一 个 素数 都 出 现 偶数 次 即 可 . 

设 所 给 的 2” 个 素数 为 al ,az,，……,a ,其 中 不 同 的 素数 有 六 个 : 

pli, Pa, 人， 四 m < nn. 

设 所 给 素数 第 1 项 至 第 j 项 的 乘积 aja2… ， (1 碌 7 碌 2”) 中 素 

数 p;(1 三 i 亿 m) 的 指数 记 为 cj 
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红 机 此 


又 设 d 为 cy 被 2 除 所 得 的 余数 : 
cj = 2 + dys, dy; € 10,1l. 

形 如 (qd1;,d2;, daj;,**, dw) 的 每 一 个 数组 都 是 由 m1 个 0 或 1 组 成 . 

由 于 j= 1,2,…,2”, 所 以 这 样 的 数组 共有 2” 个 .而 由 个 0 或 1 
组 成 的 数组 总 共 只 有 2” 个 . 

由 于 < 2, 则 2”< 2 所 以 在 构造 的 2 个 数组 中 一 定 有 两 个 相 
同 的 数组 , 设 为 

(di di ,dw) = (desd dh) 

其 中 1 委 J)<R 委 2 

这 时 相应 的 cj ,cz 就 有 

Ck — Ci = 2(1 一 i) + (di 一 d;) = 2(1x — 1; ). 
于 是 CR Ci 为 偶数 . 
考虑 到 cj 的 定义 , 则 在 乘积 
CI1C2 “Uk 
Qiji+1Cji+2 CR 一 ala2 a 

中 ,素数 pi 的 指数 等 于 CR Ci 次 , 即 pi 的 指数 为 偶数 次 . 于 是 
a+lcg+2 at 为 完全 平方 数 . 

4.44 ”由 n(n 之 1) 个 已 给 素数 的 积 (每 个 素数 可 出 现 几 次 ,也 可 
以 不 出 现 ) 组 成 n + 1 个 正 整 数 .证 明 在 这 n+ 1 个 数 中 可 以 取出 几 个 
数 ,它们 的 积 为 完全 平方 数 . 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 p,p2,…,p, 为 已 知 的 个 素数 ,pil ,1m，,… ,p141 是 由 
已 知 n 个 素数 之 积 组 成 的 n + 1 个 正 整 数 (其 中 p; 可 出 现 几 次 ,也 可 不 
出 现 ) ,这 样 ,这 n + 1 个 数 可 表示 为 


m; 二 I pis. 
其 中 a; 为 非 负 整数 ,i = 1,2,…,n，j= 1,2,…,n+1. 
从 这 ”+ 1 个 m 中 任 取 若干 个 相 乘 , 所 得 的 乘积 对 应 于 [m1， 
m12,… ,mn+11 的 所 有 非 空子 集 ,因此 这 种 乘积 共有 2"*! - 工 个 ,其 中 每 
一 个 都 具备 形式 


Rt = [It 
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宕 指数 B; 可 能 为 奇数 ,也 可 能 为 偶数 . 

按照 奇偶 性 来 分 ,(B1,B;,…,B,) 共有 2" 种 . 

由 于 2 -1>2", 

所 以 , 必 有 积 所 妨 … 志 与 所 1' 所 1… 所 +， 的 短 指 数 具 有 完全 相同 
的 奇偶 性 ,因而 乘积 


(ph ph ph )( ph 1 ph 2 ph ) = [1 pe OD 


中 的 指数 有 + B';(i = 1,2,…,n) 都 是 偶数 . 
于 是 中 是 一 个 完全 平方 数 . 


是 一 些 m 的 乘积 ， 去 挤 那 此 在 mp SI 加 中 均 出 现 的 mm ， 


则 剩 下 的 那些 m， 各 出 现 一 次 ， 它们 的 积 仍 为 完全 平方 

4.45 ”如 果 1986 个 目 然 数 的 乘积 恰好 有 1985 个 不 同 的 素 因 数 . 
证 明 : 在 这 1986 个 自然 数 中 ,或 者 有 1 个 是 完全 平方 数 ,或 者 有 某 几 个 
自然 数 的 乘积 是 完全 平方 数 ， 

(第 49 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 已 知 的 1986 个 自然 数 的 集合 记 为 A. 

考查 A 的 每 一 非 空 子 集 . 

A 的 所 有 非 空子 集 共 有 2% -1 个 . 

求 出 A 的 每 一 非 空 子 集中 所 有 元 素 之 积 , 并 且 将 乘积 表示 成 最 大 
可 能 的 完全 平方 数 与 一 些 素数 的 积 的 形式 (例如 某 一 子 集中 所 有 元 素 
之 积 为 N, 且 N=28.35 .55 .173, 则 将 NN 表示 为 N = (28 .37 .56 
17) .3.5.17, 若 某 一 子 集中 所 有 元 素 之 积 为 M, 且 M = 216 .13!0， 
则 将 M 表示 为 M = (2 .135) 等 等 ) ,再 将 上 述 乘积 除 以 最 大 可 能 的 
完全 平方 数 ,所 得 的 商 就 是 一 些 素数 的 乘积 ,以 这 些 素数 为 元 素 可 以 得 
到 一 个 素数 集合 (例如 ,上 述 的 N 可 得 到 素数 集合 13， 5,171 ,上 述 的 M 
可 得 的 集合 为 空 集 名 ). 

这 样 ,我 们 就 可 以 得 到 集合 A 的 每 一 子 集 与 一 个 素数 集合 或 空 集 
的 一 个 对 应 . 

由 于 这 1986 个 自然 数 的 乘积 恰 有 1985 个 素 因 数 ,所 以 上 述 素数 集 
合 都 是 这 1985 个 素数 集合 ( 记 作 集合 B) 的 子 集 ,而 这 种 子 集 共 有 21985 


个 . 


柳 学 由 男 淖 
局 一 洲 
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wala 


由 于 2M% 一 1 个 A 的 子 集 对 应 23 个 B 的 子 集 ,是 2”% 一 1> 
2 ” ,所 以 一 定 有 A 的 两 个 不 同 的 子 集 4, 和 A,, 对 应 着 B 的 同一 个 子 
集 1p1 ,py,…, px! ,也 就 是 说 Al 中 元 素 之 积 ”| 与 A, 中 元 素 之 积 12 分 
别 具 有 形式 ， 

ni = a * pip2'* pr, 
n2 = b* * pip2'* pe. 
其 中 a 和 2 是 两 个 正 整数 . 

这 样 一 来 ,njns = (abp1p2… Pie) 是 一 个 完全 平方 数 . 

但 是 在 nin; 中 ,将 4 门 A; 中 的 数 连 乘 了 两 次 ,因而 多 乘 了 一 
平方 数 .因此 在 划 去 了 Al 和 A4; 的 公共 元 素 之 后 ,所 剩 下 的 数 的 乘积 仍 
然 是 一 个 完全 平方 数 ， 

4.46 已 知 48 个 自然 数 的 乘积 中 恰好 有 10 个 不 同 的 素 因 数 .证 
明 由 这 48 个 自然 数 中 可 以 挑 出 4 个 数 来 ,它们 的 乘积 是 一 个 完全 平方 
数 . 

(第 49 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 将 这 48 个 自然 数 进行 素 因 数 分 解 .并 将 这 48 个 自然 数 中 
任何 两 数 a ,6 之 积 都 表示 成 最 大 可 能 的 平方 数 和 一 些 素 数 的 一 次 究 的 
乘积 的 形式 (例如 a = 23.3 .193,6 = 55.77.19, 则 ab = (26、32 .53 
* 19°)* .2 . 7), 再 用 ab 除 以 最 大 可 能 的 平方 数 ,得 到 的 商 就 是 一 些 素 
数 一 次 寡 的 乘积 ,以 这 些 素数 为 元 素 得 到 一 个 素数 集合 (如 上 述 的 ab 
得 到 素数 集合 12,71)， 

这 样 我 们 就 得 到 每 一 数 对 (a ,5) 与 素数 集合 的 一 个 对 应 

由 于 这 48 个 数 两 两 组 成 的 数 对 (e ,b) 共 可 能 有 C3 = 和 4 = 
1128 对 ,而 这 48 个 自然 数 之 乘积 恰 有 10 个 不 同 的 素 因 数 ,这 10 个 素 因 
数组 成 的 集合 共有 210 = 1024 个 子 集 . 

由 于 1128 > 1024, 所 以 必 可 找到 两 个 不 同 的 数 对 (a ,65) 和 (c,d),， 
它们 对 应 着 同一 个 素数 集 (pi ,ps,…, pe) (0 过 志 10), 即 

ab = np’ pip2'** ph, 
cd = n’ pip2': pe. 

于 是 abcd = (mnpipo'' p,). 
是 一 个 完全 平方 数 ， 
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如 果 两 个 数 对 (a ,2) 和 (c,d) 没有 公共 元 素 , 则 a ,b,c ,a 即 为 所 


求 . 

如 有 果 两 个 数 对 (a ,5) 和 (c,d) 有 公共 元 素 , 不 妨 设 5 = d, 则 ac 一 
定 是 完全 平方 数 . 

从 这 48 个 日 然 数 中 ,暂时 去 掉 a 和 c ,还 有 46 个 元 素 , 对 这 46 个 自 
然 数 做 同样 的 考虑 . 





由 于 46 个 数 的 乘积 仍 仅 有 不 超过 10 个 的 不 同 的 素 因数 ,并 且 C4 


= 起 = 1035 > 1024 = 20, 所 以 一 定 可 以 从 中 找 出 两 个 不 同 的 数 
对 (zy) 和 (z,), 使 得 xyzt 是 完全 平方 数 . 

如 果 数 对 (z,y) 和 (z,i) 没有 公共 元 素 , 则 zyzt 即 为 所 求 . 

如 打数 对 (z,y) 和 (xz,i) 有 公共 元 素 , 设 为 x = i, 那么 ye 必 为 完 
全 平方 数 . 此 时 acyz 也 为 完全 平方 数 ,a ,c,y,z 即 为 所 求 . 

4.47 设 斌 是 一 个 自然 数 , 若 一 串 自然 数 


Xo=1, x, 2， ， TX/ 二 工 ， 





满足 Ti-1< Ti | x, 7= 1,2,.…,1. 

则 称 jx0, 1,2 | 为 工 的 一 条 因子 链 ,，/ 为 该 因子 链 的 长 度 . 
L(xz) 与 R(x) 分 别 表示 x 的 最 长 因子 链 的 长 度 和 最 长 因子 链 的 条 数 . 

对 于 x = 54 .31”. 1990*(k,m,n 是 自然 数 ), 试 求 L(x) 与 
R(x). 

(第 5 届 中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 对 于 任意 自然 数 
T= php pi 

其 中 户 ; P29" ,Pn 为 互 不 相同 的 素数 ,aj ,oa 为 正 整 数 . 

显然 ,> 的 因子 链 存 在 且 只 有 有 限 点 ,从 而 一 定 存在 最 长 因子 链 . 


设 |xo,x1,… ,zol 为 + 的 一 个 最 长 因子 链 ,我 们 证 明 汪 必 为 素数 
(7 = 1,2,.…,1). 
事实 上 ,如 果 存 在 i(1 < i < 7) 使 得 不 是 素数 ,可 设 


i 
r.., qd1d2，, 
7? 一] 


其 中 gq,g; 都 是 大 于 1 的 正 整数 , 则 
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证 人 三 溉 





六 落水 


|zo T10°s Ti1 3 qT ii ,Xe | 
也 是 z 的 一 个 因子 链 . 
这 与 ix0,x1，,…,X;_1,X;,"… ,Ty| 是 最 长 因子 链 相 矛盾 . 
由 此 可 知 , 对 任何 1< i 过 +:， 二- 必 是 的 一 个 素 因子 ,从 而 
1 一直 (zr)= al+ao 十 … 十 an 


反之 ,如 果 


| zz0， 十 1， 机 二， 


为 z 的 一 个 因子 链 , 而 且 对 任何 1 志 i 声 ， 都 是 素数 ,由 因子 
链 的 定义 可 知 
m=atayt++a,= L(xr). 
即 | zo,zi ,zu 上 必 为 最 长 因子 链 . 
因此 ,从 1 开始 逐次 乘 x 的 一 个 素 因子 直到 达到 x 为 止 ,就 得 到 > 
的 一 个 最 长 因子 链 ,而 且 不 同 素 因 子 乘 的 顺序 不 同 得 到 不 同 的 最 长 因 
子 链 ,因而 


《aol 十 ao) 


R(x) QT ap 
对 于 r= 5*.31”. 1990" 
= 2" .St+" . 31” + 199”, 
则 L(xz) = 3n+ki+m, 


R(x) = (3nt+k+ ni)! 
(nl)2m!(k+n)! 

4.48 ”在 中 心 为 O 的 正 n 边 形 的 顶点 上 放 着 (+ 1) 和 (- 1). 可 以 
同时 改变 在 某 一 正 & 边 形 顶 点 上 的 数 的 符号 (& 边 形 的 中 心 是 O, 且 可 
以 等 于 2). 

证 明 当 (1)n = 15， (2)n = 30，(3)n 是 任意 大 于 2 的 自然 数 
时 ,存在 (+1) 和 (~ 1 的 初始 摆 法 ,无 论 进行 多 少 次 改变 符号 都 不 能 把 
所 有 项 点 上 的 数 都 变 成 (+ 1). 

(4) 对 于 任意 ”, 试 求 满足 以 下 条 件 的 (+ 1),(- 1) 的 不 同 摆 法 的 
最 大 个 数 K(n): 任 何 一 个 摆 法 不 能 由 田 一 个 摆 法 经 过 若干 次 改变 符 
号 得 到 . 例如 证 明 K (200) = 2%. 
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(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 首先 注意 到 对 于 正 n 边 形 项 点 上 的 +1 和 一 1, 由 于 每 个 顶 
点 有 两 种 放 法 的 选择 ,所 以 对 于 正 n 边 形 有 2" 种 不 同 的 放 法 . 

我 们 约定 : 

如 果 两 种 放 法 能 用 题 中 指出 的 运算 , 即 改变 正 n 边 形 顶 点 上 符号 
的 方法 把 一 种 放 法 变 成 男 一 种 放 法 ,那么 就 称 它们 “等 价 ”. 

如 果 两 次 运算 的 结果 与 进行 这 两 次 运算 的 先后 次 序 无 关 , 就 称 它 
们 为 “ 换 向 ”的 . 

任何 一 种 运算 的 重复 ,等 价 于 不 改变 放 法 的 恒 等 运算 ,因此 可 排除 
重复 运算 . 

可 以 只 限制 在 正 p 边 形 (p 是 素数 ) 的 顶点 上 改变 符号 (把 这 些 点 
称 为 “生成 点 ”) 的 运算 ,对 任何 能 被 p 整除 的 , 正 w 边 形 顶 点 的 集合 
可 以 分 成 六 个 生成 p 边 形 . 

各 顶点 都 用 + 1 组 成 的 放 法 叫 作 “单位 放 法 ”, 我 们 用 下 表示 . 

(1) 当 n = 15 时. 

此 时 共存 在 8 个 生成 p 边 形 : 其 中 有 5 个 三 角形 和 3 个 五 边 形 . 

任何 与 五 等 价 的 放 法 都 可 以 表示 为 这 8 个 p 边 形 的 子 集合 ,这 样 
的 子 集 共 有 23 个 (包括 空 集 ). 这 个 数 小 于 放 法 的 总 数 25 ,因此 存在 不 
等 价 于 五 的 放 法 . 

(2) 当 2” = 30 时 . 

此 时 共存 在 31 个 生成 p 边 形 : 15 个 2 边 形 ,10 个 三 角形 和 6 个 
五 边 形 . z 
为 了 减少 生成 多 边 形 ,我 们 在 关于 中 心 对 称 的 每 两 个 三 角形 (或 五 
边 形 ) 中 只 取 其 中 一 个 ,并 在 它 的 顶点 上 改变 符号 , 即 在 包含 它 的 顶点 
的 3 个 (或 5 个 ) 2 边 形 ”上 改变 符号 ,这 等 价 于 在 与 它 对 称 的 另 一 个 三 
角形 (或 五 边 形 ) 上 改变 符号 . 现在 共 剩 下 15+ 5+3 = 23 个 生成 多 边 
形 ,于 是 至 多 有 2” 种 放 法 等 价 于 下 , 它 小 于 放 法 总 数 23. 因此 存在 不 
等 价 于 巨 的 放 法 . 

(3) 对 于 任意 的 n, 设 等 价 于 上 E 的 放 法 数 为 TT(n). 

注意 到 ,与 某 个 由 + 1, - 1 构成 的 放 法 A 等 价 的 放 法 个 数 也 等 于 
T(n), 因 为 它们 都 是 由 放 法 A 与 FE 的 等 价 类 中 的 任意 放 法 逐 项 相 乘 
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得 到 的 . 
用 K(n) 表示 “等 价 类 ”的 数量 ,于 是 


2 
K(n)= Tn): 
设 nn 有 S 个 不 相同 的 素 因 数 ,其 标准 分 解 式 为 
n = plip2* ps:. 
记 pip2**p; = q, o = nm. 


把 正 x 边 形 分 成 个 正 g 边 形 ,这 时 ,计算 了 (>) 的 问题 就 归结 为 
计算 T(g) = T(p1p2…p,) 的 问题 . 
因为 每 一 个 生成 p; 边 形 只 包含 在 一 个 g 边 形 之 中 , 即 在 不 同 的 4 
边 形 中 所 进行 的 符号 的 改变 互 不 相关 .因此 有 
T(xn) = [T(g)]s = [T(g)]”, 
K(n) = [K(g)]™. 
若 s 二 2, 并 设 n = plip;. 


pi X pz 的 表格 中 去 .写法 是 ,使 在 同一 列 中 的 数 对 模 pl 同 余 ,同时 在 
同一 行 中 的 数 对 模 ps 同 余 .例如 pl = 3， ps = 5，n = 15 时 ,就 如 
同 表 中 所 示 的 写法 . 

将 数 ol(r1,r;) =+ 1 和 和 一 1 放置 在 表 的 
方 格 里 (ri 是 行 号 ,r, 是 列 号 ) 与 +1 和 和 一 1 放 
和 置 在 ” 边 形 的 顶点 上 相对 应 , 而 改变 行 和 列 
的 符号 c 对 应 于 改变 在 pi 边 形 和 p; 边 形 中 
的 符号 ， 

用 这 种 运算 可 以 把 任何 放 法 
都 变 成 这 样 的 放 法 : 它 的 第 一 行 和 第 一 列 中 都 是 + 1. 这些“ 所 作 的 ” 放 
法 将 两 两 不 等 价 . 

事实 上 ,在 行 和 列 中 改变 o 的 符号 时 ,乘积 

olri,r2)o(0,r 5)o(r,,0)o(0,0) 
的 值 保持 不 变 , 对 于 一 切 (7x) ,r,)， lI<rAApi-l，1 过 过 户 > 
一 1, 一 组 这 样 的 值 确定 一 等 价 类 . 
因此 有 
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开 ( 有) = 2(9.7)(p,70, 
T(p1p2) = 2 . 
特别 地 K(15) 一 D(3-1)(5-1) 一 28 ， T(15) 一 27 ， 
K(10) = 22020677 =2，T(0) = 2. 
由 n= 200=23.5,g=2.5= 10,m = 1% = 20. 
K(200) = [K(10)]® = (24)” = 2%. 
对 于 任意 s ,可 类 似 地 求 出 K(n). 
设 g = pips…p, 由 中 国 剩余 定理 可 知 ,从 0 到 g -1 的 号 码 上 由 
9 除 以 pi1,p2，… ,Pp 的 余数 ,rr ，… ,7 所 惟一 确定 . 
放 法 ol(ri,r2,…,7,) 是 数组 rx,(0 志 r; 妇 户 一 |， ? 二 1,2,.…,s) 


的 集合 上 取 值 + 1 的 函数 ,借助 于 这 些 放 法 能 同时 改变 一 “ 排 ” 的 符号 ， 4 

这 一 “ 排 ” 由 p; 个 数 构成 , 且 这 些 数 组 的 第 i 个 分 量 x; 取 值 为 从 0 至 | 加 者 

p; - 1 的 数 ,而 其 余 的 1 个 数 x; 固定 (对 每 一 个 i = 1,2,…,s). 
任何 放 法 都 可 用 上 述 运算 归结 为 这 样 的 放 法 :如 果 至 少 一 个 六 等 | 年 


于 0， ol(ri,r2，,"…,7;) = 上 +1 ,所 得 的 这 些 放 法 相互 不 等 价 , 因 为 对 于 
把 某 些 分 量 换 为 0 后 所 得 到 的 这 些 数组 来 说 ,2; 个 o 的 值 的 乘积 保持 不 
对 于 g = pip2…p, 和 任何 的 n = gm ,结果 为 如 下 形式 
K(g) = 2 PD PD po 


K(n) = 29". 
| /1 /1 
其 中 p(n) 为 欧 拉 函数 p(n) = n (1 六 (1 站 
特别 地 K(30) = 342-1)(3-1)(5-1) 一 28 ， 
又 T(30) = 2 = 22. 


4.49 ”任何 一 组 个 非 负 数 的 积 的 pi 次 方 根 是 这 个 非 负 数 的 
几何 平均 数 . 

(1) 对 于 哪些 正 整数 n ,有 个 不 同 正 整 数 的 有 限 集 合 S, ,使 得 S， 
的 任何 子 集 的 几何 平均 数 都 是 整数 ? 

(2) 有 没有 不 同 正 整 数 的 无 限 集合 S ,能 使 S 的 任何 有 限 子 集 的 几 
何平 均 数 都 是 整数 ? 四 








数 
论 
大 


(第 13 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] (1)wm 个 非 负 数 的 积 的 次 方 根 是 整数 的 一 个 充分 条 件 


是 : 

已 知 的 nz 个 数 都 是 非 负 整数 的 此 ,并 且 短 指数 是 m 的 正 整数 倍 
数 . 
由 于 ”个 不 同 正 整数 的 集合 S, 的 任意 非 空子 集 可 以 含有 1 个 ,或 
2 个 ,…, 或 个 元 素 , 只 要 这 些 元 素 是 正 整 数 的 短 , 并 且 寡 指数 是 1,2， 
3,…,n 的 正 整 数 倍 ,例如 每 指数 是 n1, 这 时 任何 非 空子 集 的 几何 平均 
数 就 是 整数 . 

因此 ,对 于 每 一 个 正 整 数 ,都 及 个 不 同 正 整 数 为 元 素 的 有 限 集 
合 5, 满足 要 求 ,因为 总 有 个 不 同 的 正 整 数 的 n! 次 窒 可 以 作为 S, 的 
元 素 . 

(2) 这 样 的 无 限 集合 S 不 存在 . 

我 们 用 反 证 法 . 

设 有 不 同 正 整数 的 无 限 集合 $S, 它 的 任何 有 限 子 集 的 几何 平均 数 
都 是 整数 . 

.我们 从 这 些 数 所 含 素 因 数 的 星 指数 来 寻找 矛盾 . 

者 数 a 的 标准 分 解 式 为 


a= [2 
i=1 
其 中 户 为 素数 ,k; 为 正 整 数 ,i = 1,2,…, 
并 对 素数 p; 的 指数 点 记 作 
e(pi,a) = &,. 
显然 ,基站 a, 即 大 |a, 且 其 1ka. 
设 a,b 是 S 中 的 两 个 不 同 的 元 素 . 
因为 a 和 关 6, 所 以 至 少 有 一 个 素数 ,使 得 
e(p,a) 8 el(p,b). 
依 假设 , 对 任意 正 整数 ph,S 有 mx 元 子 集 la， nj， np，… 
nm-tl 和 jb,， nn1,， Nn2, …， ;1| ,此 时 素数 p 在 子 集 里 各 数 中 
的 指数 之 和 应 该 是 m 的 倍数 , 即 
e(p,a) + el(psni)t+'+e(p,n,.:!) 
利 e(p,b)+e(p,nt) + + e(p,n,1) 
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都 应 该 是 m 的 倍数 ,从 而 它们 的 差 即 
e(p,a) ~ el(p,6b) 
也 是 m 的 倍数 . 
由 于 mx 是 任意 的 ,所 以 只 有 0 才 是 任意 正 整数 的 倍数 , 即 
e(p,a) — e(p,6) = 0， 
e(p,a) = e(p,b). 
这 与 e(p,a) 关 e(p,65b) 相 蚀 盾 .，- 
所 以 这 样 的 无 限 集合 S 不 存在 . 
4-50 ”定义 在 正 整 数 集 上 的 晴 数 D(n) 满足 条 件 : 
(i) D(1) = 0， 
(ii) 当 p 是 素数 时 , D(p) = 1， 
(iii) 对 任意 两 个 正 整 数 wx ,v， 
D(uv) = uD(v) + vD(u). 
(1) 求证 这 三 个 条 件 是 相 容 的 ( 即 互 不 矛盾 ), 且 惟 一 确定 函数 


D(n). 推 导出 全 习 的 公式 ( 设 n = 扩 坎 … 娘 ,其 中 pi,;,…, 失 是 
不 同 的 素数 ). 
(2) 求 n, 使 D(n) = nn. 
(3) 令 Di(n)= D(xn), Di(n)= D(D(n))(k = 1,2,.…), 求 
当 mm 一 co 时 ,D”*(63) 的 极限 . 
(第 10 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1950 年 ) 





[ 解 ] (1) 令 


|， 当 n=1. 
D(n) = (2 a2 a ] 

十 一 -一 十 [| 十 -一 一 一 3 一 2 ys CQ 
n pi tp, p , 当 n pip: A 


显然 ,D(n) 满足 条 件 (i), (i). 
设 w = 多 刀 所， v= 成 刀 … 右 , 则 
uv = ph ph me pls, 


uD(v)+ vD (nu) 


= w+ + (至 + 2 pa 
p p2 pr p! Pp2 pe 
_ (2 | 

1 pe 
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EE 


二 下 证 





= D(uv). 
DO A 
类 人 (ii 得 
Dw) _ DD) ，DCo) 
u Uv 


UU 
利用 数学 归纳 法 可 证 :对 任意 个 正 整 数 41 ,us,…,u, 有 
Dawa) _ Dlu) , Pla) ， ,DC 
MI ME2 us ul] H2 ug 
从 而 , 背 n= 反 p2… 成 , 则 
D(n) -DLP , PLD + Pa + + pa) 1 








n pi pi p2 p2 
pk pk 


由 条 件 (ii) 得 
Dn) a 02,... 


n» bi pa ps 
结合 条 件 (1)， 得 
0, 当 n= 二 1 
D( ) = a a 
a + 全 ), 当 半 = 所 让 … pat. 
(2) 若 Dn)= 二 nn, 则 nn > 1, 可 得 
aa 
站 WV 
若 上 > 1, 则 
4 ep 一 p2°** pb (1 - 昱 -…- 华 ) 
万 “ft pp? Pe 
的 右边 为 整数 ,从 而 左边 为 整数 , 故 xi 能 被 p 整除 ,由 D, 只 能 有 = 
1, 妈 al = pi; 元 a2 = … = a = 0， n = pr, 其 中 5 是 素数 . 


(3) 因为 63 = 3 .7, 则 
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D(63) = 63( 所 + 广 )=51. 
又 可 求 出 D2(63) = 20, D3(63) = 24. 
我 们 证 明 : 当 之 2 时， 
D” 1(63) > D” (63), 
D"(63) = 4u,，【《u 是 某 个 正 整 数 ). 四 
当 m =2 时 ,@ 是 显然 的 . 
假设 mn = 1 时 ,名 成 立 , 则 当 区 = 1+1 时 ， 
D1(63) = D(D’'(63)) = D(4u,) 
= 4D(wu,) + wD(4) 
= 4(D(w,) + wu,). 
令 il = D(w)+ ww,; 则 
D (63) = 4(D(w41) + uni) 
> 4uri 
= D”1(63). 
所 以 ,人 加 当 m = t+ 时 成 立 . 
由 @, 当 mm 一 品 时 ,DD”*(63) 一 + co. 
4.51 ” 试 找 出 最 小 的 (大 于 1) 的 自然 数 ,使 它 比 自己 的 每 个 素 约 
数 至 少 大 600 倍 ? : 
(列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 】 注意 到 , 当 所 求 的 自然 数 含有 大 于 3 的 素 约 数 时 , 则 有 
m 之 $. 600 = 3000. 
因此 ,为 求 最 小 的 自然 数 x ,应 首先 考虑 形 如 2*' 3 形式 的 数 . 
由 于 2. 600 = 1200， 3 .600 = 1800, 则 
m 这 1800. 
而 大 于 1800 仅 含 素 约 数 2 和 3 的 最 小 自然 数 mm = 1944 = 23 .35， 
从 而 1944 即 为 所 求 . 
4.52 ”证 明 存 在 无 限 多 个 mn € N ,使 得 对 = 1,2,…,n 一 1, 有 


Ze) > 2 人 .其 中 o(n) 表示 的 所 有 因数 之 和 


(第 24 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1983 年 ) 
[证 ] 设 w = 2. 
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难 沪 闪 而 沙 
机 加 法 





a 


假设 结论 不 成 立 , 即 只 有 有 限 个 mn € N ,使 得 当 & = 1,2,…,n-1 

时 
dn > dh. 
设 上 是 这 些 ” 中 的 最 大 者 , 则 数列 
A, = max | ai ， 

以 A, 为 上 界 ( 因 为 4 委 4 过 … 委 4), 并 且 对 每 个 m > 1, 有 
A, = Tax | A-1,an| = A,_1( 因 为 存在 有 & € 11,2,…,n 一 11, 使 得 
wh) 

于 是 A, =AN= Ai = …. 

所 以 数列 1a,{ 也 以 A, 为 上 界 .因为 当 i = 1，2，…，N=-l 
时 ,ao < a ,因此 A, = ai 

另 一 方面 ,2z 的 因数 是 形 如 24 的 数 和 1, 其 中 4 1:, 因 此 

o(21) 守 20(1)+1. 


从 而 有 
ao > + = a, + 元 >a = A,. 
出 现 巴 盾 . 


因此 ,存在 无 限 多 个 符合 题目 要 求 的 n€ N. 

4.53 ”对 给 定 的 一 个 正 整 数 n, 设 p(n) 表 示 7 的 各 位 上 的 非 零 
的 数字 乘积 (如 果 n 只 有 一 位 数字 ,那么 p(n ) 等 于 那个 数字 ), 若 S= 
Pp(1)+p(2)+ p(3)+…+p(999), 则 S 的 最 大 素 因子 是 多 少 ? 

(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 

[ 解 】 考虑 所 有 小 于 1000 的 正 整数 ,车 不 是 三 位 数 , 我 们 在 该 数 
的 前 面 补 上 0, 使 之 成 为 三 位 数 . 

所 有 这 样 的 正 整数 各 位 数字 的 乘积 的 和 是 

0.0.0+0:0.1+0.0.2+…+9.9.8+9.9.9)--0.0.0 

=(0+1+2+.…+9)”—0. : 

然而 ,p(n) 是 n 的 非 零 数字 的 乘积 ,这 个 乘积 的 和 可 以 将 上 面 表 

达 式 中 的 0 用 1 代替 而 得 到 .于 是 


999 
>， pa)=(1+1+2+3+…+9)3-1 
nn 二 1 _ 


= 46 -1=3.5.7.103. 
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所 以 ,所 求 的 最 大 素 因 于 是 103. 
4.54 ”确定 所 有 的 正 整数 ” ,满足 2 =[c&(z 站 其 中 4 (nn) 表示 


n 的 所 有 正 约 数 的 个 数 ( 包 括 | 及 其 本 身 ). 


和 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 
[ 解 】 设 的 标准 分 解 式 为 
n= Pi1p9… pk(p; 是 素数 ,a; 之 0). 
有 d(n)=(1l+a)(l+a)…(1+ a ). 

由 题 意 ,x 二 [4d(n) 六 , 则 为 完全 平方 数 ,a; 为 偶数 , 记 a; = 28p,， 
于 是 po? p28 paB = (1+28)(1+28,)* (1+28,)’, 

记 扩 2 D426) (1+28.). (※) 
上 式 右 边 是 奇数 ,于 是 户 为 奇 素数 ,p; 之 3. 
当 B>0 时 ,有 六 人 32=(1+2)8>1+28， 

phiph ph >(1+2B)(1+28,):(1 +28,). ( 淡 湾 ) 
(※) 式 与 (※※) 式 矛盾 . 
.对 所 有 i,B.=0. 因 此 =1. 
4*55 设 5,m,n 为 正 整数 ,满足 5>>1 有 目 mw 了 关 nn .证明 若 56”*--1 


久 一 1 的 素 约 数 相同 , 则 +1 是 2 的 寡 . 


(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 】 对 任意 正 整数 zx 和 y， 我 们 用 符号 = 一 》 表示 它们 的 素 约 


数 相同 ， 


由 已 知 (6”* 一 11) 一 (5 一 1), 因 此 ,对 任何 能 够 整除 入 -1 的 素数 


也 能 整除 br -1, 因 而 也 能 整除 它们 的 最 大 公约 数 (6” -1,p" 一 1), 于 


是 


《8 一 1 人 一 划一 (0 一 起 一 (加 一 1 
男 一 方面 , 设 d= (m,n), 则 (6”*-1,6" 一 1)=6 -1. 
均 设 a= 如 ,k= 站 ,有 at—1l~a—1. 
先 证 明 原 命题 的 一 个 特殊 情况 , 即 证 明 
at-1~a 一 1 入 a+1 是 2 的 乘 方 . 
为 此 证 明 一 个 引 理 : 设 < ,上 为 正 整 数 , 关 为 奇 素 数 , 若 加 jc -1 


且 六 二 人, 则 大 *2 目 性 一 1 其 中 1,80. 


对 8 施行 数学 归纳 法 . 
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用 交 此 男 淖 


机 下 深 





由 水 


若 B8=0, 由 于 at 一 1=(a-1)(at lt+at +.…+a+1), 

又 a 三 1(mod pp) 可 以 推出 ,对 所 有 j 宇 0,a/ 三 1(mod p)， 

则 at-l+tat ?+ +a+1k(mod p). 

由 于 成 14k 及 B=0, 则 pk, 因此 pr 上 a 一 1. 

B=0 时 , 引 理 成 立 ， 

现在 假设 结论 对 某 个 8 成立 ,并 令 &A= i*, 其 (1,p)=1. 由 归纳 
+a abw —1. 


于 是 存在 某 个 与 p 互 罕 的 m, 使 得 cl = mpr*+8+1， 
则 有 a 一 1=(af)?-1= (mp e+1) -1 
=(mpr BP+ + Chomp h) + mp ht!. 

pp 是 奇数 ,p1C4, 则 在 上 式 中 倒数 第 二 项 的 素 因 数 分 解 中 p 的 指 
数 为 2a +2B8+1, 由 于 它 大 于 最 后 一 项 p 的 指数 a+ B+1, 于 是 由 上 
式 ,ar -1 的 分 解 式 中 p 的 最 高 次 咽 是 a+ B+1， : 

- 即 pr pt+1 | at—1. 

由 此 , 引 理 得 证 . 

下 面 证 明 : 关 a >>1, 且 对 于 某 个 &>1, 昌 at-1~a 一 1, 则 a+1 是 
2 的 乘 方 . 

首先 注意 到 , 若 8$ 是 & 的 约 数 , 则 由 导 -1~-a- 1 可 以 推出 as -1 
~a—1. 

事实 上 ,a -1 的 任意 素 约 数 都 能 整除 at - 1, 因而 也 能 整除 a - 
1. 假 设 上 有 一 个 奇 素 约 数 户 , 且 令 65= 太 ,其 中 六 上 .由 于 

a ~1=(a-1)(a lita ?+.…+at+1), 

设 g 是 A=a +ac +…+a+l 的 一 个 素 约 数 , 则 由 g 的 整除 
a 1, 因而 能 整除 a 一 1. 

由 此 可 知 , 对 所 有 的 j=0,1,2,…,al 三 ! (mod g)， 

于 是 A 二 6 (mod g). 

9 的 整除 86= 之 ,表明 g = p, 由 此 知 A 是 p 的 乘 方 . 

我 们 同时 证 明了 p 能 整除 a -1. 

令 上 a 一 1, 则 由 引 理 可 知 加 7 2 os 一 1 

于 是 ,由 a -1 的 分 解 式 可 知 p 在 A 的 素 约 数 分 解 式 中 的 次 数 为 
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(a+ 记 ) 一 a=B. 另 一 方面 ,p 是 A 的 惟一 的 素 约 数 ,因此 ,A = p= 6， 
但 这 是 不 可 能 的 .因为 由 4a>>1 可 得 A>5. 

这 样 ,我 们 证 明了 是 2 的 乘 方 ,特别 地 因为 上 >>1, 所 以 是 侦 
数 ,得 到 

a—-l~a’~—1l=(a—-1)(a+1). 

这 表明 a +1 的 任 一 素 约 数 g 也 是 a -1 的 约 数 , 即 意味 着 g 能 整 
除 (a +1) 一 (a 一 1)=2, 于 是 g=2, 由 此 可 知 ,a ++1 也 是 2 的 乘 方 . 

再 回 到 a = WW 的 情况 . ; 

大 d 为 偶数 , 因 是 奇数 , 则 有 a +1= +1 寺 2(mod 4). 

因为 a+1 是 2 的 乘 方 , 则 只 有 a+1=2 这 与 条 件 a>>1 矛盾 . 

所 以 a 必 为 奇数 , 则 65+ 1115s+1. 

由 于 刀 +1 为 2 的 乘 方 ,所 以 +1 也 是 2 的 乘 方 . 


属 沼 汝 带 沙 
所 三 梁 


el 2 





由 溢 


5.1 若 r 是 1059,1417 与 2312 被 d 除 后 的 余数 ,这 里 4 是 大 于 
1 的 整数 , 求 d -的 值 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] ”由 已 知 1059 兰 1417 三 2312 (mod qd). 
则 


d | 2312 ~ 1417 = 895, 
d | 1417 - 1059 = 358. 
而 (895,358) = 179， 
所 以 有 d 1 179. 


又 因为 179 是 素数 ,d > 1, 所 以 


d = 179. 
再 由 1059 = 179 . 5 + 164, 
于 是 r = 164. 
dr= 179—164= 15. 


若 7 为 小 于 50 的 自然 数 , 求 使 代数 式 4n + 5 和 7n+6 的 值 
有 大 于 1 的 公约 数 的 所 有 的 n 的 值 . 


5.2 


(中 国 天 津 市 初 二 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 (4n +5,7n+6)=d>1, 则 


dl4nt+5S, di7n+o6e, 

从 而 dil{(7n+6)— (4n+5)= 3n+1, 
di(4n+5)— (3n+1)=7n+4, 
ad | (3xn+1)—-2(nxn+4)=n~-7, 

dil(nt+4)-—(n~7)= 11. 
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因为 11 是 素数 , 则 4 = 11. 

设 -7=11, 则 
0O<n=1lk+7<50 
解 得 k= 0,1,2,3. 

于 是 n = 7,18,29,40. 


5.3 ”车 可 写成 有 限 的 十 进 制 小 数 的 形式 . 求 自然 数 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] ”由 于 (n, 3n+1)=1. 

车 3n + 1 与 2n ~ 1 互 素 , 则 分 数 p = -i 闻 - 是 既 约 分 数 . 

各 32 +1 与 2n -~ 1 不 互 素 , 设 它们 有 公约 数 d, 日 4 > 1. 设 

3n+l1= da,2n-1= db, 

则 d(2a — 36) = 2(3n +1)— 3(2n -1)= 5. 

故 3n + 1 与 2n -1 的 公约 数 是 5, 此 时 分 数 p 的 分 子 与 分 母 只 有 
公约 数 5. 

由 于 p 可 以 写成 有 限 的 十 进 制 小 数 的 形式 , 故 在 约 分 之 后 ,p 的 分 
母 除了 2 与 5 之 外 ,没有 其 他 的 约 数 . 

因此 ,>”(2”- 1) 仅 能 被 2 或 5 整除 , 即 

n(2n — 1) = 2* .5™. 
因为 2”- 1 是 奇数 ,有 目 nw 和 2n -1 互 素 .于 是 有 





n = 2*, : 

2n—1= 5™. 

即 24+1 = 3 二 二 
由 于 5”+1 二 2 (mod4)， 
则 2ttl =2 (mod 4). 
于 是 只 能 有 k+1=1, k=0. 


从 而 有 mr = 0. 

因此 仅 当 ”= 1 时 ,p 才 满 足 条 件 . 

5:4 和 目 然 数 cl ,az，…,ade 的 和 为 999, 令 了 为 al ,a;,… ,ano 的 最 
大 公约 数 ,d 的 最 大 值 为 多 少 ? 
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过 泪 


(基辅 数学 史 林 匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 由 于 a 一 (alyaz，…ado), 则 
d | ai 十 Q2 十 十 049 = 二 999. 


即 4 是 999 = 3 .37 的 约 数 . 


又 因为 dla, k= 1,2,.…,49, 
则 a 之 地. 
于 是 必 有 999 = al + as+*… + axg 之 49d,， 
d < Le <21. 
又 由 d 是 999 的 约 数 可 知 4d 只 能 为 1，3，9. 
又 因为 999 能 写成 49 个 数 的 和 . 


9+9++9+567 = 999. 


9t9+ + 
其 中 每 一 个 数 都 能 被 9 整除 ,所 以 a 的 最 大 值 为 9. 


5.5 100 个 正 整数 之 和 为 101101, 则 它们 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 
能 值 是 多 少 ?证 明 你 的 结论 . 
(中 国 上 海 市 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 100 个 正 整 数 4a;，a2,…,aiw%m 的 最 大 公约 数 为 dq ,并 令 
a; = da, (lji<<100). 


由 于 al 十 02 十 …… 十 Qilo0 
= d(al +a +…+aioo) 
= 101101 
= 101 . 1001 


于 是 QT ,a2 9 , a" 100 不 可 能 都 是 1, 从 而 


al +ay ++aim 宇 1.'99+2= 101. 


从 而 ad < 1001. 

另 一 方面 , 取 a = as =… = ao% = 1001, ajoo = 2002, 这 时 满足 
a1t+ a2t+** + ai = 101101. 

而 (1001,1001,… ,1001,2002) = 1001. 


所 以 al,a;,… ,ai%w 的 最 大 公约 数 的 最 大 可 能 值 为 1001. 
5.6” 设 S, = > (45 + 87). 求 S, 与 93, 的 最 大 公约 数 
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(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 于 Si1=13+1’= ， 
S =(1+l)+(23+2)=2:81=2. (1+2)， 
Sy =2.34+(35+37)=2.64=2.(1+2+3)， 
S, =2.6+(45+4)=2.54=2.(1+2+3+4) 
由 此 猜想 ， 
S, =2(1+2+… 十 1) 和 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . : 
n = 工时 ,显然 成 立 . 
假设 n = 上 & 时 ,中 式 成 立 ， 
那么 n = k++ 1 时 ， 
Sst =2(1 +2+. + kh) + (RkR+1) +(k+1) 


jap41)4+ (Rt) + Ck+1)7 


wi oi ol 一 oo| 


(k+1)s[k4+ 8(k+1)+8(k+1)] 
(k++ 1)4(kt + Bk3 + 24k° + 32k + 16) 


(k+1)4(k+ 2)4 





=2[1 +2+.…+k+(k+1)]. 
所 以 nn = 上 +1 时 ,中 式 成 立 . 
于 是 对 所 有 自然 数 n ,WD 式 成 立 . 


因此 S, = 2 [za |] ， 


S，= 2. | 汪 2 人 十 D | . 


(1) 当 nn = 2k 时 ， 
d =(S,,S3n) 
- (2. [ 22 DT ， 2 ， | (6& + D1) 


= (2k14(2k + 1)4,2 .8184(6 有 + 1)4). 
因为 (2& + 1,6&+1) = 1, 所 以 
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旦 机 站 


d = 2k4((2k + 1)4,81). 


当 &=3t+1 时， 
(2k + 1)4 = (6: + 3)4 = 81(27 + 1)4. 
所 以 d = 2. 81k’ 
4 
= 2.81. 7 
= BL 
当 锋 关 3t+1 时， 
4 
14 7 
d = 2k” = g 


(2) 当 n = 2k+ 1 时， 
S = 2[ (2k + 1)(k + 1)]’, 
S;3, = 2[3(2k + 1)(3k + 2)]. 
因为 (3k+2,2k+1)= 1,(3k+2,k+1)=1, 
所 以 d = 2(2k + 1)4(34,(k + 1)4). 
当 & = 3t:+2 针 ,k+l = 3(t+1), 
所 以 d = 2n4. 34 = 162n4. 
当天 尖 3f+2 时 ， 
d = 2n4. 
5.7 ” 斐 波 那 契 数 定义 为 
ao0=0,al=az=1，a+l= w+a in 之 1). 
求 第 1960 项 与 1988 项 的 最 大 公约 数 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 】 由 Cl 三 CC? 二 上 
及 dan+1 =anta!: (n>1) QO) 


可 逐步 算出 数列 的 前 28 项 为 


1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597, 
2584,4181,6765,10946,17711,28657,46368,75025,121393,196418,， 
317811. 
对 斐 波 那 契 数 ,我 们 证 明 
(Qs dn) = Go 由. 四 
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首先 用 数学 归纳 法 证 明 
(aa 1)= 1. 3) 
当 坟 = 1 时 ,(al,a0) = 1,， : 
当 =2 时 ,(c,ali) = (1,1)=1. 
所 以 当 nn = 1,2 时 ,GO 式 成 立 . 
假设 当 n = 上 时 ,@ 式 成 立 , 即 
(ar, are-1)=1. 
则 由 OD 式 (Qt+1s ak) 一 (akg ,ak -11) = |]. 
所 以 对 所 有 自然 数 n,@ 式 成 立 
我 们 设 pn 之 n, 由 也 式 可 推出 
Gy = CC t Anidmn: 由 
由 @ 可 以 看 出 ,a,,_, 与 a, 的 最 大 公约 数 一 定 是 a,, 的 约 数 ,aw 与 
a, 的 最 大 公约 数 一 定 是 a,_1a,,_， 的 约 数 . 
由 @,a, 与 a,_| 互 素 , 则 4a, 与 a, 的 最 大 公约 数 也 是 a,,_, 的 约 数 ， 
所 以 


| 


(ay a») 一 (an yan) © 
设 记 = om +r,0 雪 < 也， 
则 由 @@ 得 (anyar) = (a,, an). 


注意 到 (m,n) = (r,n). 
由 ”> r ,继续 上 面 的 过 程 可 得 

(a,,,, a,) 一 (nnn): 
由 于 (1988,1960) = 28, 则 

(ai988, 41960) = a(1988,1960) = G28 = 317811. 
5.8 数列 ju 定义 为 
ul = 1],u; = lu, = wu iT+2 1 二 3,4，…… 
证 明 对 任意 自然 数 n,p(p > 1) 有 Untp = Untilp + Zunup-i. 
求 出 心 与 43 的 最 大 公约 数 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] Untp = Untp-l + un p-2, 


Un+p-l 一 Un+t+p-2 十 Zt p-3, 
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从 
约 
数 
和 
从 
个 
数 





雪上 


Sk 向 次 





Un42 = Utl + Zu,. 
将 以 上 各 式 分 别 乘 以 u1,u2,… ,up-1, 得 
UUntp = Ulntp-l 十 之 MIMn+D-2% 
UUntp-l = Ulntp-2 十 之 U2Mn+p-3， 
Up_iUnt2 二 Mtp-LMUr+l 十 Zup_1 Un. 
相 加 得 
Untp 一 Untp-1( ul 一 U2) 十 Untp_2( U2 + 2u1 — U3) + 
+ FI 1 + 2up-2) 十 2Up Ta 
= Utilp + up-1un. 
在 上 式 中 取 p = 3 得 
Un+3 = UntlU3 + Zunu? 
= uti + uy,. 
从 而 ut3 与 u 的 最 大 公约 数 
(ur3sUn) = d | 3u,rl. 
由 xi = 1, us = 1 是 奇数 ,及 == 1 + 2u,_2 可 推出 u, 均 为 
奇数 ,从 而 由 
Uy = Un-l + uy 
可 知 (zi 1) = (ii 2) = = (wu1) = 1. 
于 是 由 4 | u,,d 1 3u,ri 得 


d |3. 
即 4= 1 或 3. 
骨 由 Unt3 = Unt2 十 和 4Un+1s 
Un+2 = Untl + Zu 
相 加 可 得 Unt+3 = duntl + 2u,. 
由 此 吻 得 , 当 且 仅 当 3 1 时 ,3 | 4. 
， 1， 在 34m; 
所 以 有 d = (un, un+3) = > 基 31n 


5.9 数列 101,104,116,… 的 通 项 是 a, = 100+ n*, 其 中 nn = 1， 
2,3,…., 对 于 每 一 个 n ,用 dd, 表示 a 与 at 的 最 大 公约 数 . 求 & 的 最 
大 值 .其 中 取 一 切 正 整数 . 
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(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 我们 可 以 证 明 更 一 般 的 结论 : 
如 果 a 是 正 整 数 ,日 d, 是 a + n” 与 a + (n +1) 的 最 大 公约 数 ， 
则 当 ”= 2a 时 ,4d 达到 最 大 值 是 4a + 1. 
由 于 d, 是 a + nn 与 a + (n +1) 的 最 大 公约 数 , 则 
d, | (a + n’), 
d, ![a+(n+1)*]. 
从 而 d, | lat (n+1)]~(a+n’). 
即 d, | (2n + 1). 中 
又 因为 2(a + n*) = n(2n +1)+ (2a 一), 则 由 
d, | (a+n), d, | (2n+1) 





得 d, | (2a — n). OO 
由 图 ,@ 知 由 [Cn +1) +2(24 =)], 妈 

d, | (4a + 1). 全 

因此 有 ld, 夺 4a+1. 数 






下 面 我 们 证 明 4, 可 以 达到 4a + 1. 
事实 上 , 当 n = 2a 时 ， 
at+n’ = a(4a + 1), 
a+(n+1)= (a+1)(4a + 1). 
因为 (a,at+1)=1, 
所 以 a+n* 和 a + (n +1) 的 最 大 公约 数 为 4a +1. 
所 以 a 达到 的 最 大 值 为 4a + 1. 
特别 地 , 当 a = 100 时 ,qd, 的 最 大 值 为 401. 
5.10 ”自然数 a 和 65 互 素 .证 明 a + 5 与 az2 + 2 的 最 大 公约 数 等 
于 1 或 2. 
i (第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 设 4 是 a* + 6b 及 a+6 的 最 大 公约 数 , 则 有 
dlia*+6, dla+6. 
于 是 dl(at+6b): (a+6) = 2ab. 
进而 d |2a(a + 6) -2ab = 24a’, 
d | 2b(a + 6b) -2ab = 202. 
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2 


因此 ,qd 是 2a? 和 252 的 公约 数 . 
由 题 设 ,(a,b5) = 1, 则 


(a*,b*)= 1. 
所 以 2a? 和 25? 不 可 能 被 大 于 2 的 数 整除 . 
因而 d 过 2. 


即 a? + 6b 与 a+ 5 的 最 大 公约 数 是 1 或 2. 

5.11 证 明 ”m(m +1) 不 是 任何 整数 的 究 , 其 中 nm 为 自然 数 . 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[证 ] 假设 m(m + 1) 是 某 一 个 自然 数 的 上 次 瞄 , 由 于 


(mm, m+1)= 1, 


则 必 有 n=a,n+l= HW,b22at+l. 
由 于 (a + 1)* > (a+ 1)a*tl. 
一 
> 必 +1 
= m+l1. 
则 六 < (ad+1l) 
EB bp<a+l. 
出 现下 对. 


于 是 m(m+1) 不 是 任何 整数 的 寡 . 

5.12 A 为 整数 组 成 的 无 限 集 ,每 一 元 素 a € A 是 至 多 1987 个 素 
数 的 乘积 ( 重 数 计算 在 内 ) .证 明 , 必 存在 一 个 无 限 集 B C A 及 一 个 正 
整数 ,使 B 中 任意 两 个 数 的 最 大 公约 数 为 5. 

(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 

[证 ] (1) 若 每 个 素数 都 只 是 集合 A 中 有 限 多 个 元 素 的 约 数 , 那 
么 可 取 一 个 A 的 子 集 B, 使 B 是 无 限 集 , 目 B 中 每 两 个 数 都 互 素 ( 即 6 
= 1). 

具体 构造 B 的 方法 如 下 : 

先 取 元 素 al ,再 取 与 a) 互 素 的 数 a,, 再 取 与 a ,ay 互 素 的 数 a3. 
由 于 A 中 每 一 元 素 都 至 多 有 1987 个 素 约 数 , 目 每 个 素数 都 只 是 集合 A 
中 有 限 多 个 元 素 的 约 数 , 所 以 这 样 的 取 法 是 可 以 做 到 的 . 

一 般 地 , 当 取 定 a1,a，,…,a,_! 之 后 ,再 取 a, 与 这 nn - 1 个 数 互 素 . 

这 样 得 到 的 B= arya2, | 及 b = 1 符合 题目 的 要 
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求 . 
(2) 若 存在 素数 pi 为 A 中 无 限 多 个 元 素 的 约 数 ,考虑 集合 


= | pila, a € A++ 


则 A, 是 无 限 集 . 

这 时 有 两 种 可 能 : 

或 者 存在 无 限 集 B, CC A1, Bi 中 每 两 个 数 都 互 素 ,从 而 取 和 集合 B， 
使 B 中 的 元 素 由 BI 中 的 每 个 元 素 的 pi 倍 组 成 , 则 B 及 5b = pi 符合 题 
目 要 求 . 

或 者 存在 无 限 集 


A, = ppt ,pip2 | a, a EAI 


如 此 继续 下 去 .由 于 A 中 每 个 元 素 至 多 有 1987 个 素 约 数 ,所 以 最 
终 将 得 到 符合 要 求 的 无 限 集 B 及 数 6. 
5.13 ”数列 1a,| 由 如 下 关系 式 定义 : 
a = 0, a, = Pa ,2 = 1,2,° 
其 中 P(z) 为 某 个 正 整 数 系数 的 多 项 式 . 
证 明 对 于 任何 两 个 具有 最 大 公约 数 d 的 自然 数 ;mx 和 &, 数 a,, 和 
的 最 大 公约 数 都 是 au. 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 1 先 证 明 如 下 的 引 理 : 
如 果 整 数 数列 ae = 0,al,a;,a3,"… 具有 性 质 : 
对 任何 下 标 m > 宇 1, 都 有 
anyak) = (am_ksak), 由 
则 必 有 - (an yak) = ag. 
其 中 4d = (m,k), 记 号 (x,y) 表示 x 和 y 的 最 大 公约 数 . 
事实 上 ,由 (m,k) = 《mm 一 &,k) ,我们 可 从 任何 数 对 (xm ,8) 开始 ， 
反复 运用 (m ,上 k) 一 (m 一 上 ,k), 即 由 数 对 中 的 较 大 者 减 去 其 中 的 较 小 
者 ,而 保持 较 小 者 不 动 , 终 将 得 到 数 对 (4 ,0), 其 中 4 = (m,k). 实际 
上 ,这 正 是 通常 的 轰 转 相 除 法 . 
这 样 , 由 人 式 即 可 推 得 


(an ab) = 《an-tyat) = = (ag,a0) = ad， 
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Se 冰冰 


下 面 再 来 证 明 问 题 本 身 . 
记 2- P(P(P:…(P(x))*…)) = P,(x), 
~ 人 -~ 人 - 


1# 重 
则 P,(z) 为 整 系数 多 项 式 , 且 有 


Uy 一 P,,(ao) 及 dn 一 kar), nm > k. 


右 记 P,(z) = an + XQ (Xz), 
则 Q(x) 也 是 整 系数 多 项 式 . 
正面 只 需 再 验证 由 式 成 立即 可 . 
对 zz >> 上 & 之 1, 我 们 有 
(a ak) = (PP,,_4(ag), ap) 
= (qk + AQ Cak) ae) 
= (a,_,,Q.). 
因而 人 式 成 立 . 
由 引 理 , 即 有 (a ,ax) = a4, 其 中 4 = (m ,kk). 
[证 2] ”我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : : 
对 一 切 自 然 数 m 二 n 和 kk 夺 n, 有 
(a，， Ga ) = ay. 
其 中 4 = (m,k). 
当 nn = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 


假设 对 一 切 n 过 no 结论 成 立 ,我 们 证 明 当 2 = no+ 1 时 结论 也 成 


-LU ， 

如 果 和 和 0, 且 有 雪 20, 那 么 由 归纳 假设 可 知 ,等 式 OQ 成立. 

如 果 m = 有 = no + 1, 中 显然 成 立 . : 

剩 下 只 要 考察 m 或 者 & ,其 中 一 个 等 于 no + 1, 而 男 一 个 不 超过 n0 
的 情形 . 

为 确定 起 见 , 设 m= mo+1, 有 < 委 ?0. 

那么 xmo=7m 一 1 产 四 -有 R= 770- 上 + 之 1 即 和 一 是 不 超 
过 no 的 自然 数 . 

因此 ,由 于 (Cm,k) = (m 一 有,k&) 及 归纳 假设 ,有 

ad = Qi = QA(m-kk) = (Qam-ks ag). © 


所 以 为 了 证 明 当 x = no + 1,k 过 no 时 ,等 式 加 成立 ,只 要 验证 


(an , Qk ) 一 (ac , ak ). 
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由 已 知 条 件 得 <，= 已 (as ), 其 中 记号 已 ,(z) 同 证 法 1. 又 记 
P,(x) = a, + xQ, (x), 
则 同 证 法 1, 有 
(an yap) = (Qam-k, Qk). 
于 是 由 避 式 有 (am at) = qu. 
因而 四 式 对 me = xzo+1, 有 委 ?0 成 立 . 
从 而 对 所 有 产科 0, 有 委 2 ,由 式 成 立 . 
5.14 ”证 明 如 果 a 和 6 是 正 整 数 ,那么 等 差 数 列 
a, 2a, 3a,*, ba 
中 能 被 b 整除 的 项 的 个 数 等 于 数 a 和 4 的 最 大 公约 数 . 
( 色 牙 利 数学 奥林匹克 ,1901 年 ) 
[证 ] 设 d 是 a 和 6 的 最 大 公约 数 . 
a 二 dr, b= ds. 其 中 rx 和 s 是 互 素 的 整数 . 
如 果 所 有 的 数 a ,2a ,3a,…,ba 用 65 去除 ,那么 它们 的 商 可 以 写成 
2 ,3 了 ... (ds)r 
由 于 (r,s)=1 ' 则 上 面 各 数 中 ,能 为 整数 的 数 ,必须 是 分 子 中 r 的 
系数 为 
$s, 25, 3s, ， ds. 
这 样 的 个 数 恰 为 a 个 . 
即 a ,2a ,3a ,… ,ba 中 能 被 6 整除 的 项 的 个 数 为 d 个 , 即 a 和 6 的 最 
大 公约 数 . 
5.:15 假设 a 是 正 整数 a 和 4 的 最 大 公约 数 ,d 是 正 整数 c 和 6 
的 最 大 公约 数 .证 明 数 aa ,ap ,pa ,bb 的 最 大 公约 数 等 于 dd . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1913 年 ) 
[证 4] 由 题 设 , 可 设 
a=aid, b= bid, 
a =ald, b= bd. 
其 中 (a1,b1) = 1,(a ,6b1)=1. 
于 是 ad = dd'ala! ,ab = dd‘aib!,, 
ba’ = ddbial!’, Wb’ = dd’bib,. 
因此 ,dd 是 数 aa ,ab ，ba ，bb 的 公约 数 . 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 283 








六 


若 要 证 明 dd 是 aa ,ab ，ba ,bb 的 最 大 公约 数 , 则 只 要 证 明 
alal ，41b1 ，bial ，b1b1 没有 公共 素 约 数 即 可 . 

假设 ajal ,ajb1 ,blal ，p10 有 公共 素 约 数 p. 

因为 al 和 2 互 素 , 则 ai 和 5 中 至 少 有 一 个 不 能 被 p 整除 ,假设 
al 不 能 被 整除 ,这样 ,乘积 alal 能 被 bp 整除 ,因此 a 能 被 p 整除 . 

同样 ,由 数 ab， 能 被 p 整除 可 知 51 能 被 p 整除 . 

但 是 a! 与 of 互 素 ,因此 a 和 6b’ 不 能 同时 被 p 整除 .从 而 导致 邢 


于 是 ajal ,， ayb1 ，biat ，pb101 没有 公共 素 约 数 , 即 dd 是 数 
aa ,ab ，ba ，bb 的 最 大 公约 数 . 

[证 2] 由 最 大 公约 数 性 质 可 得 

(aa’, ab’, ba’, bb’) = ((aa’, ab’),(ba’, 00’)). 
但 是 (aa’, ab’)= a(a’,b)= ad 
(ba’, bob)= bl(a,b)= bd 

因此 (ee ,ap ba , bb )= (ad’, bd)= (a,b)d = dd.. 

即 dd 是 数 aa ，ab ，ba ,bb 的 最 大 公约 数 . 

5.16 某国 某 王 朝 无 限制 地 发 行 面值 分 别 为 41 ,n,n3,n4,… 三 
比 的 硬币 ,其 中 ni < ns < n3 < n4<<… 是 由 自然 数组 成 的 无 穷 数 列 . 

证 明 可 以 截断 这 个 数列 , 即 可 以 找到 1 个 数 NN ,使 得 只 要 使 用 面值 
为 n1,n2,… ,nn 戈 比 的 硬币 , 即 可 支付 可 用 现行 货币 直接 支付 (不 用 
找 钱 ) 的 一 切 款额 . 

(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 设 4 为 所 给 出 的 所 有 整数 的 最 大 公约 数 , 即 4 = (mi， 
n2,13,74,."). 

并 记 d, = (ni1,7n2,73,'", 7,). 

由 于 nn < 7 < 3< 4 …, 

所 以 di 之 da 之 da 之 … 

于 是 对 某 个 上 之 2, 就 有 

di = dl 一 … 一 dd 

取出 数 ai ,22 ，…, 和 ,并 考察 可 以 用 这 些 面值 的 硬币 来 支付 的 所 

有 不 同 的 款项 . 
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将 所 有 这 些 款项 依 递增 顺序 排列 起 来 , 易 见 , 自 某 项 之 后 , 它 是 一 
个 以 di = 4 为 公差 的 等 差 数 列 . 

显然 ,由 原先 的 无 穷 多 种 面值 i ,n,,n3,…1 的 硬币 所 能 支付 的 
款项 ,也 形成 了 这 样 的 等 差 数 列 , 这 个 数列 与 上 述 数 列 不 同 的 至 多 只 是 
这 两 个 数列 前 面 的 有 限 项 .因此 只 要 适当 在 n,n3,…,mw 之 中 补 人 若 
于 项 mu naN ,就 可 以 使 两 个 数列 变 成 相同 的 数列 . 

于 是 由 有 限 种 面值 开 1， 72，， Ny 的 硬币 即 可 支付 由 My 12，13， 
所 能 支付 的 一 切 费 用 ， 

5.17 ”两 数 之 和 为 667, 它 们 的 最 小 公 倍 数 除 以 最 大 公约 数 所 得 
的 商 等 于 120, 求 这 两 数 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 数 为 + 和 y, 自 4 = (x,y). 
则 z= dri, y= dy (ri,y)= 1. 


于 是 [lz,yj = = driy1. 





由 题 意 , 有 
fe + y1) 一 667 ， 个 
Vi 
~ = 120. 2 
由 TIy! = 120=2”. .3.5， 
又 667 = 上. 23 .: 29. 


因此 由 由 ,四 可 得 
x1 = 8, y; = 15. 
或 x2 = 24, 加 = 5. 
相应 的 di = 29， 4d, = 23. 
因此 ,所 求 的 数 有 两 组 : 
Xi1 = 232, y! = 435, 
或 Xx» = 552, ys = 115. 
5.18 ”已 知 两 数 中 ,每 一 个 除 以 它们 的 最 大 公约 数 所 得 的 商 之 和 
等 于 18, 它 们 的 最 小 公 倍 数 等 于 975, 求 这 两 个 正 整 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 设 两 个 正 整数 为 zx,y, 且 da = (x,y). 
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则 X= Cr1， y= dyi, (zlyyl) = 1. 
于 是 [x ,yj] = = = dx1y1. 
由 题 意 , 有 


市 注 


Xi1+ yi = 18, 
dxiy1 = 973. 
显然 zi 过 17, yi 碌 17, 又 
979=1.3.3.3.13. 
又 由 zi，yi 一定 是 975 的 约 数 , 则 只 能 有 
. Xl = 3, y= 13,4 = 15. 
因此 x = 75, y = 195. 
5.19 设 记 号 (a,b5,…,g) 和 [a,b5,…,g|] 分别 表示 正 整 数 a ,6， 
…,8 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 ,例如 (3,6,9) = 3, [6,15] = 30. 
、 [a,b,c] (a,b,c)” 
证 明 [ [6cj[e.a] (a,b)(b,c)(c,a) 
(第 1 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 1] 设 a = phip%… pr， 
b = phi py pie， 
c=, phi p22 pr . 
其 中 p; 是 素数 ,ai ,B;,Y; 是 非 负 整数 ,i = 1,2,…,n 
由 最 大 公 倍 数 和 最 小 公 倍 数 的 定义 可 得 


[a,b] = I pw 8), 


(a,b) = TE pe), 
其 中 naxX (a;,B.) 表示 a; ,Pb: 中 较 大 者 ， min (a;,B;) 表示 Q; , B; 中 较 小 
者 . 
于 是 本 题 相 当 于 证 明 
2 max (Qi,Bi, Yi) — max (a;,PB) — max (BY;) ~ max (Y;,a;) 
= 2 min (@;,B:,7;) ~ min(a;,pb;) — min (8p., min Ose) 
不 失 一 般 性 , 令 a; 侵 Bi 过 7;, 对 任意 的 i 都 成 立 (i = 1,2,- * ,71 )， 
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2 max (a;,B;,Y;) — max (a;, Bi) 一 max (BY;) — max (Y; ,ai) 
= 27: -PB- YY 
=— Bb. 

2 min (a; ,8 7) — min (a;,Bi) 一 min (PB.,7;) — min (Yi,a;) 
= 2a 一 ai 一 应 一 0 

=— BB. 
于 是 欲 证 的 等 式 成 立 . 
从 而 本 题 得 证 . 
[证 2] ”利用 数论 中 的 结果 


[a,b|] = Ca re 
abc(a,b,c) 
(a,b)(b,c)(c,a) 






[a,b,c] = 


[a,b,c] 
[a,b)[b,c]llc,al 
abc(a,b,c) “ 
_ ((a,6)(b,c)(c,a) 
”ab ec ca 
(a,b) (b,c) (c,a) 
(a,b,c)’ 
~ (a,b)(b,c)(ec,a) 
5.20” 设 a1,a2,4a3,…,an 都 是 大 于 等 于 A 的 正 整数 ,对 于 任意 的 
ji,j, 1 过 i j 过 ,有 (ai,a)) 过 B. 证 明 


注定 字 攻 党 汪 字 











li 


A 
[ai ya2y… “ » Ud) ,| 之 max iD， A,B 和 N. 
B 2 


记号 (a;,aj) 表示 a; 和 a; 的 最 大 公约 数 ,[al,a3,… ,a,j] 表示 alya>， 
… ,a 的 最 小 公 倍数 . 
(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[证 ] ”用 数学 归纳 法 . 
(1)n = 1,2 时 ,结论 显然 成 立 . 
(2) 假设 n = 上 时 结论 成 立 , 即 


1 





a os > 
[a1,Q2, ‘Qk | 之 max, pr 


~ BB ? 
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9 由 站 





那么 , 当 nN 一 k 十 l 时 ,由 Uk+l 宇和 A, 有 
[ai ya yGk1 
一 [[ayeayee] ,ar+i] 


[aa ”CE+1 
([ail,a2,°" ,ag )], ar+1) 














~ A’ Up+l 
In 站 - - _ 一 一 ”Dr 
i Bp ([a1,a2,°"", ak] ,ap+1) 
A’ 
之 max ET V 
-~™3B 2 


这 里 ,最 后 一 步 用 到 Qk+1 之 ([a1,a2,.°"° ,Qag |], ag+1). 
男 一 方面 ,由 


上 
(aiyaz，… ak | ,ak+1) < | [cao < B* 及 aptl 之 A, 则 有 
= 1 


了 
[al,a2,."*, ak " Uk+!1 


[a a "eudpod ] = 
tru2, s ks CR 二 | (failyasagj] ae) 


A aptl 
k(R—1) 
2 ([a1sa2, ,pl, arrl) 





由 加 ,多 得 


A’: 
CC 0 之 max 一 一 ~. 
[ 1 tt2y 3 ks 人 
2 


于 是 n 一 上 有 + 时 ,结论 成 立 . 

从 而 对 所 有 自然 数 ,结论 成 立 . 

5.21 设 [r,s | 表示 正 整数 x 和;s 的 最 小 公 倍 数 . 求 有 序 三 元 正 整 
数组 (a,5,c) 的 个 数 ， 其 中 [a,b] = 1000，[6,c] = 2000， 
[c,a] = 2000. 

(第 $ 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 由 [a,6b] = 1000, [5,c] = 2000, [c,a] = 2000 可 知 :a， 
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b,c 均 为 2”. 5" 型 的 数 . 
不 妨 设 ae = 2%15"1, 6 = 2%25%, CC 二 2"35"3. 
由 [a,6] =2B3.33,[6b,c] = [ca]l =24 .93 及 最 小 公 倍 数 的 性 
质 可 得 


max {mi,m2| = 3， 
max jm;, m3} = 4， 
max {m3,m1| = 4, 
max |ni,n2| 二 3， 
max {n>,n3| = 3， 
max |ns3,n1} = 3. 


由 此 可 知 ,m3 = 4， m1 和 xm2 中 必 有 一 个 是 3, 此 时 另 一 个 可 取 0， 
1,2 或 3, 不 计 重复 ,一 共有 7 种 不 同情 况 . 
n1,7n2,73 中 必 有 2 个 是 3, 此 时 第 3 个 数 可 取 0,1,2 或 3, 不 计 重 
复 , 一 共有 10 种 不 同情 况 . 
从 而 满足 本 题 条 件 的 数组 (a ,b,c) 共有 
7 10 = 70( 个 ). 
5.22 ” 设 x 与 ; 是正 整 数 , 试 推导 满足 下 列 条 件 的 有 序 正 整数 四 
元 组 (a ,b,c,d) 的 个 数 公 式 : 
3".7°= [a,b,cl= [a,b,d] = [a,c,dl = loc dl]. 
要 求 答 案 是 ”与 s 的 项 数 . 
记号 [x,y,z|] 表示 x,y,z 的 最 小 公 倍 数 . 
(第 41 届 美 国 鞭 特 南 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 因为 3 与 7 是 素数 , 则 a,65,c,d 中 每 一 个 都 具有 3”. 7” 的 
形式 ,其 中 € 10,1,2,…,rj，n € 10,1,2,…,s|. 
首先 证 明 ,a ,5,c,d 中 至 少 有 二 个 za = r, 至 少 有 二 个 n = 5. 
否则 , 奎 至 多 有 一 个 m = 7, 不 失 一 般 性 , 令 a = 3”.7”, 且 6,c,d 
中 的 mr < ,那么 
[b,c,d] A 3"7". 
与 已 知 [5,c,d」= 3”. 7 矛盾 . 
所 以 至 少 有 二 个 pw = rr. 
同 理 至 少 有 二 个 n = 5 


世界 数学 碳 林 匹克 解 题 大 辞典 289 






竣 容 之 阁 兽 潜 光 





在 


下 面 寻 找 符合 条 件 的 (a ,5 ,c,d) 的 个 数 . 

若 (a ,b,c,d) 中 有 二 个 的 因数 3 的 指数 为 7, 另 二 个 的 m € 410,1， 
2,…,r 一 1|; 即 每 一 个 有 种 选择 ,所 以 共有 CiCICL( 个 ). 

奉 (a,b,c,qd) 中 有 三 个 因数 3 的 指数 为 mm = r, 则 男 一 个 在 10， 
1,…,r 一 1} 中 选择 有 vr 种 可 能 ,所 以 共有 C43Ci( 个 ). 

若 (a,5b,c,d) 中 有 四 个 因数 3 的 指数 为 m = r, 则 只 有 一 种 可 能 . 


即 有 1 + C3Cl + CiCIC! 
种 方法 可 决定 ~. 

同 理 有 1+ CIC! + CICICI 
种 方法 可 决定 s. 


于 是 共有 (1 + CCr+ CCIC)G+ CC + CIC!C!) 

= (1+4r+6r)(1+45++65?2) 
组 满足 条 件 的 有 序 四 元 数组 (a ,5,c,d). 

5 23 AM, 为 1,2,……2 的 最 小 公 倍 数 (如 Mi = 1，M: = 2，Mi 
= 6,，Ma = 12，Mi = 60，M4 = 60). 对 什么 样 的 正 整数 n，M,.| = 
M 成 立 .证 明 你 的 结论 . 

: (澳大利亚 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 车 ”是 某 个 质数 的 寡 , 即 

n = 六 ,Pp 是 质数 . 
则 M, = [1,2,…,n—1,n] 
一 [M,-1,n] 
= [AM 大] 
= PPAM，1. 
此 时 AM 1 A M,. 
大 ”不 是 某 个 质数 的 寡 . 设 
=ap，1<a< 刀 71，1<b<< 7 
则 a 二 nn-1l, bn-i1l. 
再 令 (a,5) = 1, 则 
alM,, b|M,1. 
所 以 n= CO | AT 1. 
于 是 AT， = AT 1. 
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因此 , M,! = AM, 的 充 要 条 件 是 :自然 数 ”不 是 某 个 质数 的 夭 . 

5.24 ” 设 是 自然 数 .我 们 研究 以 2 为 最 小 公 倍 数 的 自然 数 对 
(u,v)( 如 果 uw 关 wv, 那 么 我 们 认为 数 对 (u,v) 和 数 对 (wv,u) 是 不 同 
的 ). 

证 明 对 给 定 的 数值 ,这 种 数 对 的 个 数 等 于 数 n* 的 正 约 数 的 个 
数 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 1】 设 数 的 标准 分 解 式 为 
n = | |p, 

其 中 户 是 不 同 的 素数 ,ww 是正 整 数 ,; = 1,2,…,s. 

用 记号 [u,v] 表示 w 和 w 的 最 小 公 倍数 . 

由 于 [wu ,vj = x, 则 数 x 和 w 的 标准 分 解 式 中 只 能 包含 素数 

pi, P22, '**, pp.. 

现在 我 们 来 确定 在 数 u 和 w 的 标准 分 解 式 中 ,素数 p,(i = 1,2,…， 
s) 的 指数 . 

因为 p; 在 [u,v] = 2 的 标准 分 解 式 中 的 指数 为 w ,所 以 在 ww 和 
的 标准 分 解 式 中 , 户 的 指数 都 不 大 于 ww， 

在 数 x 和 w 中 ,素数 p; 的 所 有 可 能 的 指数 分 配 可 分 成 如 下 三 种 情 
形 : 

(也 在 x 和 w 的 标准 分 解 式 中 ,素数 户 的 指数 都 为 w ,这 时 只 有 1 
种 可 能 ; 

(2) 在 x 的 标准 分 解 式 中 ,素数 p; 的 指数 为 a; ,而 在 wv 的 标准 分 解 
式 中 ,pj 的 指数 小 于 a;, 即 指数 可 为 0,1,2,…,a; -1, 这 时 有 wu 种 可 能 ; 

(3) 在 z 的 标准 分 解 式 中 ,素数 p; 的 指数 为 w ,而 在 4 的 标准 分 解 
式 中 , 户 的 指数 小 于 w ,这 时 也 有 a; 种 可 能 . 

于 是 ,素数 p; 的 指数 分 配 共有 a; + a; + 1 = 2a; + 1 种 可 能 . 

对 i 取 1,2,…,s. 则 在 w 和 w 的 标准 分 解 式 中 ,素数 pi,p,,… ,pp 
的 指数 可 能 取 的 方法 的 总 数 等 于 (2ai + 1)(2as + 1)…(2a, + 1). 

于 是 满足 [u,v] = 7 的 数 对 (u,v) 的 个 数 为 
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另 一 方面 n= [1p2°. 


其 所 有 正 约 数 的 个 数 也 为 | (2ui + 1 

从 而 ,满足 [u,v] = 的 数 对 (wu ,wv) 的 个 数 等 于 n* 的 正 约 数 的 个 
数 . 

[证 2] ”如 果 能 够 建立 最 小 公信 数 为 n 的 数 对 (w,z) 与 n? 的 约 
数 之 间 的 一 一 映射 ,那么 本 题 就 可 得 证 . 

我 们 令 每 一 数 对 (u,v) 与 数 4 对 应 ,d 满足 


由 入 


和 -区 5 
显然 数 4 是 整数 . 
这 是 因为 d =u 
而 vl|n. 
另 一 方面 mn?= (uw)(v)=d.(v: 六), 
因而 4d 是 n? 的 约 数 . 
下 面 我 们 再 证 明 : 如 果 汪 = 这 ,那么 
2 v1 加 


uy 2 [u,v2] 
事实 上 ,为 了 求 得 给 定 的 数 的 最 小 公 倍数 ,只 需求 出 两 个 尽 可 能 小 
的 数 ,这 两 个 数 具有 这 样 的 性 质 ,其 中 一 个 数 乘 上 给 定 一 个 数 的 乘积 等 
于 另 一 个 数 来 上 另 一 个 给 定 的 数 的 乘积 ,因此 这 两 个 数 的 选取 只 与 给 
定 的 两 个 数 的 比 有 关 . 这 样 一 来 ,如 果 我 们 将 一 个 数 对 (u,v ) 变 到 另 


一 个 具有 相同 比例 的 数 对 (， v2) (DD = 也 ) 时 ,最 小 公 倍 数 成 比例 地 


变化 .从 而 多 式 成 立 . 
因为 Lv,z] = 2 那么 由 四 ,GO 可 得 











Hv [u,v] pa (9) 
ad mn [ad,n| [d,n] 
这 样 ,如 果 知 道 了 数 4 ,就 可 求 出 ww. 
— dn 11 
和亲， 出 
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于 是 ,2 的 每 一 个 约 数 d 对 应 于 不 多 于 一 个 的 数 对 (u,v). 

同时 ,如 果 d 是 n” 的 约 数 ,那么 由 关系 式 @ 所 确定 的 w 和 w 都 是 
整数 ,这 是 因为 dn 和 2 都 是 d 和 的 公 售 数 , 基 而 

[dnj ldn, fad,n]j|n’. 

即 x 各 vw 是 整数 . 

因此 ,选取 数 ”的 任 一 约 数 4 之 后 ,由 关系 式 可 得 整数 ,vv, 它 们 
满足 关系 式 四 ,于 是 由 加 推出 [u,v] = x. 

于 是 , 数 wn* 的 每 一 个 约 数 对 应 于 一 个 且 仅 仪 一 个 有 序数 对 (u， 
v), 从 而 满足 [u,v] = nn 的 数 对 (& ,wv) 的 个 数 等 于 n* 的 约 数 的 个 数 . 

5.25 (1) 设 0 < a < 5。 为 整数 .证 明 或 否定 :在 任 一 由 5 个 连续 
正 整 数组 成 的 集合 中 ,存在 两 个 (不 一 定 是 连续 的 ) 数 ,其 乘积 能 被 ab 
整除 . 

(2) 设 0<<<6<rc 为 整数 .证 明 或 否定 :在 任 一 由 < 个 连续 正 整 
数组 合 的 集合 中 ,存在 三 个 (不 一 定 是 连续 的 ) 数 ,其 乘积 被 abc 整除 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] (1) 在 5 个 连续 整数 中 必 有 一 数 xz 被 6 整除 ,也 必 有 一 数 y 
被 a 整除 . 

如 果 xz 关 y, 则 xy 能 被 ab 整除 . 

如 果 x = y. 设 a,6b 的 最 小 公 倍数 为 m ,最 大 公约 数 为 d, 则 

mad = ab. 





溺 浓 岁 寺 图 痊 风 






且 x 能 被 整除 . 
由 于 a < 5, 所 以 


dmin(a,b - a) 之 写 


2 
从 而 在 不 含 x 的 [也 ] 个 连续 整数 中 , 必 有 一 数 = 能 被 4 整除 . 
于 是 xz 被 md = cp 整除. 
因此 本 题 的 答案 是 肯定 的 
(2) 本 题 的 答案 是 否定 的 . 

即 可 以 找到 0< a <4b<c 的 三 个 整数 ,使 .个 连续 正 整 数 的 集合 

中 ,任何 三 个 数 的 积 不 能 被 abe 整除， 

取 三 个 素数 ,其 中 最 大 的 不 超过 最 小 的 2 倍 ,例如 7,11 和 13. 令 
a=7°.1, b=7:.13, c=11.13= 143. 
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教 
论 





abc = 天. 11 . 13. 

考虑 区 间 [6006 - 66,6006 + 76] 中 的 143 个 连续 整数 . 

这 个 区 间 中 的 数 6006 = 6 -7:11.13 能 被 a,b 和 和 c 中 的 任 一 个 整 
除 . 

由 于 66<76<a<5<c, 所 以 这 个 区 间 的 其 余 的 142 个 数 均 
不 被 a,b 和 < 中 的 任 一 个 整除 . 

如 果 选 取 的 3 个 数 中 有 一 个 是 6006 ,那么 其 余 的 两 个 数 的 乘积 应 
馈 7. 11 .13 整除 ,从 而 必 有 一 个 数 能 被 a,5,c 之 一 整除 ,但 这 样 的 数 
在 上 述 区 间 中 不 存在 . 

如 果 选 取 的 3 个 数 中 没有 6006 ,那么 这 3 个 数 均 不 能 被 <, 和 <c 整 
除 ,所 以 这 3 个 数 应 分 别 被 72 ,112 ,132 整除 . 

但 是 ,由 于 6006 = 35 . 169 + 7 .13， 

在 区 间 [6006 - 66,6006 + 761 中 13 的 倍数 只 有 

353 . 169+2.13,3$. 169+3.13,…,33 .169+ 12.13. 

其 中 没有 一 个 数 能 被 169 整除 . 

所 以 不 可 能 选 出 三 个 数 使 它们 的 乘积 能 被 ai 整除 . 

5.26 ” 设 有 10 个 自然 数 al < as < … < ap 证明 它们 的 最 小 公 
倍数 不 小 于 10a 

(第 44 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 设 aj,a;,…,ao 的 最 小 公 倍 数 为 A, 则 
A= [a1,a3,.…,a10}. 


从 而 存在 正 整 数 &,(i = 1,2,…,10) 使 


A= ka = ka 三 … = kjoayn. 
由 于 dl <a< < a, 
所 以 ki > ky > > ko. 
因为 &; 是 正 整 数 , 则 必 有 上 &) 宕 10. 
于 是 A = kial 守 10a1. 


5.27 车 nn ,41,4a2，,…,ak 是 整数 ,nn 宇 al > a >… > a > 0， 
且 对 于 所 有 的 和 j ， a; 和 a 的 最 小 公 倍数 不 超过 .证明 对 于 1 过; 
之 此 ， 1Q; 去 7 ， 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
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[证 ] ”我 们 对 i 用 数学 归纳 法 . 
(1) 当 i = 1 时 ,由 题 设 a 委 ” ,所 以 ; = 1 时 结论 正确 . 
(2) 假设 结论 对 过 i -- 1 的 正 整 数 都 成 立 . 
若 对 于 某 些 整数 p 和 0， 

[aa = zol = ga;. 
因为 a; (> a;, 则 gqg > p. 
如 果 g < 守则 

i(g— Pp) 之 1 > gq， 








即 (i- 1)g> ip, < 
由 归纳 假设 可 推出 人 第 
约 
ia; 一 1Q;. 1 -二 和 
1] 公 
< 1Q;_1 . 1 - 傍 
数 
一 (i ~ 1)a; 1 
hn. 
如 果 gq 之 i, 则 由 归纳 假设 有 
iai < qa; 一 [ai-1sa;] Rn. 
于 是 结论 对 i 成 立 . 


由 (1),(2), 对 所 有 的 1 77 才 训 ， ia; 太 nn 成立 . 
5.28 设 a1,a2,…,a; 为 正 整 数 , 均 不 超过 2n， nn 关 4. 证 了 明 


min ‘Laisa;] <6[ 妃 |+ 1). 


记号 [ai ,oj] 表示 a; 和 ai 的 最 小 公 倍 数 . 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[证 ] (1) 大 aj,a2,…,a, 中 有 一 个 是 另 一 个 的 倍数 , 则 


Pin Lai,@] < 2n < 6( | | 1) 
成 立 . 
(2) 春 a1,a2,… ,a, 中 每 一 个 均 不 是 其 他 数 的 倍数 . 
大 a; 委 ”, 则 用 2a; 代替 ci, 于 是 总 可 以 假定 
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[eic = ln+t+1,n +2,.…,2n) 二 A. 


(车 21n+1, 则 了 (n+ EA. 


由 闪 


min [a;,a;l [n+ 1, 3 + 1)] 
| 全 :， 习 了 祥 - 旷 
=3(n + 1) 
本 
=6([ 7 1 +1). 
(i) 若 21n+2. 
当 7 > 4 时 ,n+2) E A. 


_min_ [ai,a;)] Sint+ 2,(n+2)] 


1- 2 
=3(n + 2) 
=6(| 吾 |+1). 

当 n = 2 时 ,A = 13,4!. 
/ z 21 
则 3,4] = 12= 6([Z + 


由 以 上 ,命题 得 证 . 

5.29  (] ) 对 什么 样 的 自然 数 > 2, 有 一 个 由 个 相继 自然 数组 
成 的 集合 ,使 得 集合 中 最 大 一 个 数 是 其 余 n 1 个 数 的 最 小 公 倍数 的 约 
数 ? 

(2) 对 什么 样 的 自然 数 n > 2, 怡 有 一 个 集合 具有 上 述 性 质 ? 

(第 22 届 国际 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 1] (1) 首先 ,我 们 证 明 nn 关 3. 
否则 , 设 3 个 相继 自然 数 的 集合 为 {r,r + 1,r + 2| 具有 题 中 要 求 


的 性 质 : 
六 二 21r(r+T). 
由 于 (ri+l, r+2)=1, 
所 以 r+i+21|r. 
这 是 不 可 能 的 . 


下 面 分 ”为 奇偶 数 讨论 ”之 4 的 情形 . 
(iD 若 m = 2k. 则 nn 一 1 是 奇数 ,此 时 个 数 的 集合 fn - 1， >”， 
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n+1，…， 2n 一 21 满足 题目 要 求 . 
(让 车 n = 2k+1. 则 nn 一 2 是 奇数 ,此 时 个 数 的 集合 {fn -3,n 
-2,72 一 1,…,2n -4 满足 题目 要 求 . 
由 (i), (站) 可 知 , 当 n 宇 4 时 ,总 有 一 个 由 nn 个 相继 自然 数组 成 的 集 


合 满足 题目 要 求 . 
(2) 首先 证 明 : 当 wn 实 5 时 ,满足 题目 要 求 的 ”个 相继 自然 数 的 集 
合 至 少 有 两 个 . 
当 nn = 5 时 ,集合 12,3,4,5,6| 和 18,9,10,11,12} 都 满足 题目 要 
求 ; 
当 nn = 7 时 ,集合 14,5,6,7,8,9,10| 和 16,7,8,9,10,11,121 都 满 
足 题目 要 求 ; 
当 1n 为 9 的 奇数 时 , 除 (1) 中 指出 的 {n -3，n 一 2，n 一 1， 
2n 一 4 之 外 ,jn 一 7，n 一 6，n 一 5$5，…， 2n 一 8| 也 满 
足 题目 要 求 ; 
当 ? 为 达 6 的 偶数 时 , 除 (1) 中 指出 的 {n 一 lJ，n，n+1， ， 
2n -2 之 外 ,jj -SS，7 -4，m -3，…，27 -6 也 满足 题目 
要 求 . 


因此 ,n 之 5 时 ,至 少 有 两 个 满足 题目 要 求 的 n 个 相继 自然 数 的 集 
从 
下 面 证 明 : 当 ” = 4 时 ,只 有 惟一 的 集合 13,4,5,6|1 满足 题目 要 求 . 
设 ik， 上 上 +1， 必 +2， 上 此 +31 满足 题目 要 求 . 则 +3 能 整除 &， 
上 +1, 上 +2 的 最 小 公 倍 数 . 
因为 (k + 2， 上 +3) = 1, 所 以 又 有 上 + 3 能 整除 & 和 k + 1 的 最 
小 公 倍 数 , 注 意 到 (k， +1) = 1, 所 以 (k+3)|1k(k+1).， 
由 于 为 偶数 时 , (+ 1， 衣 +3) = 1, 此 时 由 (+3)1k(k+1) 
导致 (k + 3) 1 ,这 是 不 可 能 的 ， 
上 为 奇数 时 , 设 有 +3 = 2m, 则 有 
2m | (2m ~ 3)(2n 一 2)， 
即 m | (m—1)(2m 一 3). 
又 由 (mm ，m-ti))=1 则 和 2 一 3 从 而 有 和 13. 
由 于 六 关 1, 所 以 上 只 能 有 mn = 3. 此 时 恰好 为 集合 13,4,5,61， 
即 i3,4,5,6| 是 满足 题目 的 要 求 的 惟一 集合 ,因此 nw = 4 时 ,只 有 
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二 Fr 加 





站 


惟一 集合 满足 要 求 . 


[ 解 2] 设 集合 jk+1， 训 +2，…， 上 上 +n 满足 题目 要 求 , 即 
kt+nilfk+l, k+2, '*, k+n-1l. 
对 非 负 整数 ,由 于 
([R+1,k+2,.,k+n-1),k+n) 
= [(k+1,k+n), (k+2, kt+n),…,(k+n—-1l,k+n)] 
= [nm-1l,kt+n),(n~2,k+n),, (1l,k+n)] 


= ([n-1,n-2,.,1|,k+i+n). 
则 亡 十 nn 上 [二 1, 上 +2,…, 上 十 nn 一 1] 的 充 要 条 件 是 
kt+n|[1,2,.…,n—1l. OO 

(i) 当 % = 3 时 ,对 任何 上 宇 0， 上 +3 术 1,2] = 2, 所 以 n = 3 不 
具有 题目 要 求 的 性 质 . 

(ii) 当 n = 4 时 ,由 k&+41[1,2,3] = 6 可 得 有 = 2, 即 2 = 4 时 ， 
只 有 一 个 集合 即 13,4,5,6| 满足 题目 要 求 .这 时 6 | [3,4,51]. 

(iii) 当 x 宇 5 时 ,我 们 证 明 至 少 有 两 个 集合 具有 题目 要 求 的 性 质 . 

为 此 ,只 需 证 明 对 于 n ,至 少 存在 两 个 值 使 @ 式 成 立 . 

由 于 (nw 一 1，n 一 2)=1, 而 

1 一 1102…,2 1], xn-21[1,2,…,n—1], 

所 以 (no1)(n -2)1[1,2,.…,n-1]. 

同样 ,由 (nn 一 2，n 一 3)=1, 及 

n—21[1,2,.…,n—1], nn -31[1,2,.…,n-1j. 

得 (nC—2)(n -3)1{1,2,.…,n—1]. 

念 k+ n= (n 一 1)(n 一 2) 得 

k=n -4n+2= n(n—-4)+2>0, 
令 k+n= 二 (n 一 2)(n -3) 得 
ky =n -6nt+6={n-3)-3>0. 
所 以 当 1 宇 5 时 ,至 少 存在 两 个 不 同 的 正 整数 | 和,, 使 外 式 成 


kt 


即 之 5 时 ,至 少 有 两 个 集合 满足 题目 要 求 . 

例如 ”= 5 时 ,1 = 7,k， = 1, 则 集合 i8,9,10,11,12} 满足 12 | 
[8,9,10,11] 及 12,3,4,5,61 满足 6 1 [2,3,4,5]. 

至 此 ,(1),(2) 均 得 以 解决 . 
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5.30 ”一 个 十 进 制 数 的 某 一 位 数码 称 作 是 周期 重复 的 ,是 指 这 个 
数码 在 小 数 点 后 的 位 置 号 从 左 到 右 依 序 构成 等 差 数 列 . 证 明 区 间 (0,1) 
内 的 任何 一 个 十 进 制 无 理 数 ,至 少 有 一 位 数码 不 是 周期 重复 的 . 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 结论 等 价 于 : 若 十 进 制 数 A € (0,1), 且 它 的 每 位 数码 都 是 
周期 重复 的 , 则 A 是 有 理 数 . 

设 A 中 用 到 的 不 同 数码 为 i ,i,,…, 认 .各 个 数码 的 重复 周期 依次 
是 Ti ,了 T 了 ;,…, TT, 这 些 周期 的 最 小 公 倍数 为 

， 三 = 人 T 
即 每 了 个 数码 为 一 组 周期 重复 ,因此 A 是 有 理 数 . 

5.31 ”证 明 对 任何 整数 w > 1，1+ 方 + 计 +… + 十 都 不 是 

整数 . 






(新 加 坡 数 学 竞赛 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 1,2,…,n 的 最 小 公 倍 数 是 a ,对 n 存在 正 整 数 ; ,使 得 


溢 这 字 若 梁 汗 志 


2" < 2. 
将 a 分 解 为 素 因数 的 乘积 ,因为 x 之 2, 则 如 为 整数 ,由 + 的 规定 
了 和 2 
人 
由 于 pk 4 EZ 0 
又 当 1 志 7 之 n，j 关 2 时 ， 
2 
ez. 四 
其 : 1 了 1 
天 1+ 广 二 本 二 + EZ 
则 纯 (1+ 广 + 本 + 二 )EZ ® 
另 一 方面 ,由 于 
a = 2r 3: .5(.…， 


其 中 x,s,t,… 为 非 负 整数 , 则 
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数 
论 
关 


2 2 2 
于 是 由 ,@ 
全 (+ 方 + 和 二 一) 入 2 @ 
@ 与 @ 芽 盾 . : 
因此 1+ 垃 + 方 +…+ 二 对 任何 整数 n(n > 1) 都 不 是 整数 . 
5.32 ”证 明 对 任意 自然 数 ”之 A, Cr ,Cr Ca 的 最 大 公约 
数 等 于 1. 


(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 d € N 是 Ce ,Ce Ce 的 公约 数 , 则 d 也 是 
Cs”! 一 Ch 一 Ch, Cel 一 Ch» 一 Ck] CC 一 Ce 加 C2A-i 


的 公约 数 . 
同 理 ,d 也 是 
Ce $ Ce 9 ”9 CA 2 * 
Ch ,Charl,'e, Chrk-3. 
的 公约 数 . 


如 此 继续 ,d 是 Cs 的 约 数 , 即 & = 1. 

因此 Cr ,CD CA 的 最 大 公约 数 等 于 1 

5.33 “对 给 定 的 自然 数 产 与 关 ， mm < nn, 试 确定 :是 否 任 意 一 个 
由 ”个 连续 整数 组 成 的 集合 都 含有 两 个 不 同 的 数 ,它们 的 积 能 被 mn 
整除 . 

(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 结论 是 肯定 的 . 

设 已 给 定 ”个 连续 整数 al ,a;,… ,a,. 

则 由 关 < x 二 a 一 《al 一 1) 可 知 ,在 这 个 数 中 , 必 有 的 倍数 
a; 和 m 的 倍数 a;. 

如 果 i 隆 j, 则 乘积 aiai 被 mx 整除 . 

如 果 7 = jd= (m,n), g=[m,n]j, 划 

mn=dg, dla, ql|a,;. 
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我 们 证 明 ,4 的 倍数 a + d 或 a; - d 至 少 有 一 个 属于 集合 
lal,a2, "an!. 

否则 , 则 有 a; + 4d > a,， a; ~ 4d < a,, 由 此 得 
i+ad 之 n+1, i1-d<l. 

从 而 2d > nn. 

但 是 4 1n, 因 此 4 = n> nm 与 4 1 m 序 盾 . 

于 是 c 与 a; + d (或 相应 地 a; - 4) 即 为 所 求 .这 是 因为 a;(a;+4d) 

能 被 dq = mn 整除 . 


5.34 ” 设 a 和 是 两 个 给 定 的 正 整数 ,使 得 < 二 + + 《是 一 个 
整数 ,求证 :a 和 6 的 最 大 公约 数 不 超 过 va + 2b. 














(第 20 揣 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 人 

at+l b+1 ea2+p2+aw+B 孝 

[ 解 ] 由 于 pi OD 和 
设 (a,6)=d, 则 d?iab. 显 然 有 d?|a?+ 82， 从 
由 中 式 .cla+e， 教 






于 是 a + b 之 d’, Va+b 宕 d,， 
即 (a,b) Vat+b. 
5.35 有 多 少 对 正 整数 x ,y 满足 条 件 (x,y)=5! 且 [x,y]=501! 
《加拿大 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 设 7 到 47 之 间 的 素数 
7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47 依次 用 让, p,，…, p12 表 
示 , 则 
5! =2 3 5 站: 扩 jp ， 
S01 =2°1°3%25°3° ph ph pl. 
由 于 zx]501,y|501. 
所 以 x ,y 具有 下 面 的 形式 : 
x = 2 3" .+ 5"3 + pl ps, 
多 = 2 + 3%2 5S™3 + pharee ps, 
其 中 maxin; ,rn;! 是 501 的 第 i 个 素数 的 指数 ,min| mw ,m1 是 5! 的 第 
i 个 素数 的 指数 . 
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Nw 站 


在 不 考虑 zx< y 的 情况 下 ,n;(i 二 1,2,…,15) 的 选取 方式 有 两 种 ， 
所 以 x 的 个 数 为 25 个 . 

当 x 选 定之 后 ,y 是 惟一 确定 的 . 

又 当 工 取 定 之 后 ,得 到 y, 有 x 所 y 或 x+>>y 两 种 可 能 . 


故 满足 题 设 条 件 的 正 整 数 对 及 =2" 个 ， 

5.:36 ” 正 整 数 >>1,A,= 1xENI|(x,n) 关 1| .如 果 对 于 xx,yE 
4 ,有 +yEA4,, 称 7 为 有 趣 的 . 求 所 有 有 趣 的 大 于 1]1 的 正 整数 x. 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 设 p 是 一 个 素数 ,我 们 首先 证 明 , 对 于 所 有 n=p'(s€EN) 
是 有 趣 的 正 整数 . 

若 2= 庆 ,如果 有 EN,(zro2) 天 1 那么 六 一定 是 > 的 因子 , 因 
而 对 于 任何 x ,y€ Ay ,zx,y 都 是 p 的 倍数 ,于 是 x+y 也 是 p 的 倍数 ， 
从 而 (z+y,P) 关 1, 即 x+ y€E Ay. 所 以 n=p' 是 有 趣 的 大 于 1 的 正 
整数 . 

如 果 正 整数 ”至 少 有 两 个 不 同 的 素 因 子 , 记 n= zg ,这 里 p 是 一 
个 素数 ,s 是 一 个 正 整 数 ,9 是 一 个 与 训 互 素 的 正 整数 , 且 g>1. 

由 于 (p,p'g)=p,(g,p'g)=q, 那 么 有 pE Ayps,qE Ay,, 如 果 (p 
+g,pg)=r,r>1,r€EN, 由 于 p+g 是 r 的 倍数 ,p 和 9g 互 素 , 则 大 
于 1 的 正 整数 ~ 既 与 p 互 素 , 又 与 g 互 素 ,这 与 p'g 是 > 的 倍数 矛盾 . 
因此 有 (p+ gq,p'q)=1, 这 样 ,p+g 就 不 在 Ay, 内 , 则 n= pg 不 是 有 趣 
的 正 整 数 . 

所 以 ,所 求 的 全 部 大 于 1 的 有 趣 的 正 整 数 为 n = 六 ,这 里 p 是 任意 
一 个 素数 ,s 是 任意 一 个 正 整 数 . 

5.37 ”求证 对 于 正 整 数 &,m 和 nn ,有 

[gk,mj:Tm,nj:[n,k]=[k,m,n]. 

这 里 [a ,5,… ,zj 表示 正 整数 a ,5,…,z 的 最 小 公 倍数 . 
(第 20 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 设 训 ,m,n 的 素 因 子 标准 分 解 式 为 


I i 上 
k= p,m = [m,n = [pr 
i=1 i=] ;=1 
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这 里 p;(i 二 1,2,…, 1) 为 素数 ,a;,B,Yi(i==1,2,…,t) 为 非 负 整数 . 则 
[k,m] 一 [| pe [mo] 一 上 24 


fn,k| 一 p79), [k,n 37] 一 | pe 
:| 1=1 
[k,m,n)’ 二 本 
:=] 
将 ap 委 上 ) 中 最 小 的 一 个 记 为 ax ,最 大 的 一 个 记 为 
;学 ,中 间 一 个 记 为 Bx , 即 有 wy 委 有 委 7 


于 是 有 
max(aQ;,B:) + max(p 7) + max( Yi,a) 
= Br + 7 +7 = Br +277 
> 27” = 2max(a;,B:,Y;). 
这 样 就 有 


[k,m] [m,n|j. in,k)] 


tf 
一 于 pear 7 ai ) 
=1 


| | ee 
i=| 


. = [k,m,nl}. 
5.38 ”用 (m,n ) 表 示 正 整数 mx 和 ?2 的 最 大 公约 数 , 厂 在 各 项 都 是 
正 整数 的 数列 1a,i 中 ,对 于 任何 ;天 ) ,都 有 (ao )= (i,j). 证 明 对 一 
切 iEN ,都 有 a;= i. : 
(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 ] 由 题 设 ,对 每 一 个 a;, 都 有 (a;,az;)=(i,22)=i. 即 了 ai 


下 面 证 明 ac; = 7. 
在 ai > 一 方面 有 (ao ,ai)= (Qi,i)=i, QD) 
万 一 方面 (as ,ai)= ai>i. OD) 


QD 与 所 矛盾 .于 是 只 能 有 ai = i. 
5.39 已 知 2 个 正 整数 c; (1 委 : 委 2) ,满足 a <a< < a, 
2n ,其 中 任意 两 个 a;, a;(i 考 7) 的 最 小 公 倍 数 都 大 于 2n ,求证 al> 
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a 


2 2n —2N 
[ 妾 ].([ 轰 | 表示 办 的 整数 部 分 ) 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 将 每 个 a; 写成 2%(21; ~ 1) 的 形式 ,其 中 a; 为 非 负 整数 ,1 


因为 [a;,a;]>2n( 对 任意 的 i 取 j) 

所 以 241; 12#t; -1. 

由 此 推 知 2z1 一 1,2t2 一 1,…,21, 一 1, 是 1,3,…,2n 一 1 的 一 个 排 
列 . 

若 41 和 [和 |< 客 , 则 3a1<24 

且 3ail=2"(6z] 一 3)， 

则 641 ~3 也 是 不 超过 2n 一 1 的 正 奇 数 . 

因为 ”611 一 3 关 21)j 1， 

所 以 存在 大 于 1 的 整数 j ,使 得 611 一 3=2z 一 1. 

于 是 有 a; 二 2%(2z; 一 1)=25(061 一 3)， 

2%1(27; 一 1)=3a1 志 2n, 若 al 之 a,， 

则 [an | 
(21; -1)=@<2n, 有 a < a. 
与 题 设 [al,a;]>2n 刻 盾 ， 


因此 oa>| 守 | 


5-40 ”在 正方 体 的 每 个 顶点 上 各 记 上 一 个 互 不 相同 的 自然 数 ,在 
它 的 每 条 校 上 记 上 它 的 两 端 上 的 两 个 自然 数 的 最 大 公约 数 .那么 ,是 否 
有 可 能 使 各 顶点 上 的 各 数 之 和 等 于 棱 上 各 数 之 和 ? 证 明 你 的 结论 . 
(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
{ 解 ] 不 可 能 .理由 如 下 : 
设 a,b 为 两 个 自然 数 , 且 a >5, 记 它们 的 最 大 公约 数 为 (a ,5), 则 
有 


(a,b)<b 有 (a,b)<3. 


这 是 因为 , 奋 g=(a,b),a=alq,p=b9, 显 然 al 关 1, 否 则 a= g 
<b1q9=b 与 4>5 闻 盾 . 


所 以 ,a = a1g 宇 2g, 即 gq 7. 
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因此 , 当 & 天 0 时 ,由 
a+b=(al+pi)9 之 39 
































得 gq 
即 (a,b)< 4. 

由 正方 体 的 12 条 校 组 成 的 12 个 上 述 不 等 式 : 

记 正 方 体 的 一 一 个 面 上 四 个 自然 数 依 道 时 针 顺 序 为 Ul dF dd3 4s 
与 它 相 对 面 的 相应 顶点 的 自然 数 为 651 ,2 ,503 ,54, 则 

(41,42)< 了 , (bi1,b2)< 1 

(az,， a3) 志 2 了 ye 

(Caan) SF, ba,04) Ss, 

(aaa SS, (bb ) Ss, 

(a 0) ,a2 by) Se 

(a3,0)<E 0 i 

将 以 上 12 71 人 不 \ 等 式 相 加 可 得 

> (m,n) Sat +ar+t+brt + hb. 





其 中 (m,n) 是 棱 上 各 标 数 之 和 . 
藻 题 目的 要 求 成 立 ,必须 使 上 述 不 等 式 的 等 号 成 立 ,而 等 号 成 立 的 
充 要 条 件 是 


(a,6) = 4 二, 这 时 ,a = 20， 
考察 从 记 有 数 a 的 顶点 出 发 的 另外 两 棱 的 另 一 个 端点 的 数 c 和 
d ,其 中 每 一 个 数 或 者 是 24 或 者 兮 , 如 果 其 中 至 少 有 一 个 是 全 , 则 它 应 
与 6 相等 ,( 如 a1=a,a2= 了 =6b, 则 52,a3 都 必须 是 4 ,而 不 能 是 a， 


否则 与 cl = a 相等 ,从 而 51= 吕 或 人 ,这 不 可 能 ). 如果 两 个 都 比 a 
大 , 则 它们 应 该 都 是 24 ,也 产生 矛盾 ,于 是 结论 得 证 . 
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第 六 章 ” 欧 拉 - 费 马 定 理 、 
孙 了 于 定理 和 了 互 双 数 


6-1 证 明 对 任意 自然 数 ,分 数 名 +$ 不 可 约 ， 


(第 1 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
、 .nn21n+4 
引 ] 攻 一 一 一 BT 冯 
[证 1] ”假设 昏 * + 和 可 约 , 则 由 
lnt+4d_ 1 7n+l 
l4n+3 14n +3 
1 -21n+t+4 147 十 3 
二 时 色 -一 一 日 经 
可 知 ,车 秆 于 3 可 约 , 则 号 二 二 可 约 , 即 
lj4n+3 1 


n+1 4+7ntl 











1 
于 是 二 了 了 可 约 . 


然而 -一 对 所 有 自然 数 ”都 不 可 约 . 


"Tn+l 


21n+4 
因此 ,231 于 土生 对 任意 自然 数 ,都 不 可 约 


[证 2] ”假设 各 二 十 3 可 约 ,上 且 设 21m + 4 与 14m + 3 有 大 于 1 的 
公约 数 d. 

由 于 217 +4= (1l4n+3)+ (7n + 1), 
则 由 21n +4 与 142 + 3 能 被 4 整除 ,可 得 7n + 1 也 能 被 a 整除 . 

又 因为 142 +3= 2(7n+1)+1, 
则 由 142 + 3 和 7n + 1 能 被 a 整除 ,可 得 1 也 能 被 4 整除 ,这 与 4 > 1 
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矛盾 . 
因此 ,对 任意 自然 数 14 芋 二 3 不 可 约 ， 
[证 3] 设 21n +4 与 142 + 3 的 最 大 公约 数 为 qd ， 
21n+4= ka, QQ) 
则 有 有 14n+3= td. 四 
其 中 有 ,zt 为 自然 数 , 且 (k,t) = 1. 





从 四 ,@ 中 消去 ”得 区 
d(31 -2k) = 1 9 

因为 4 之 1 及 31 -2k 为 整数 , 则 由 @ 式 得 4 = 1 和 
于 是 21n + 4 与 14n +3 互 素 . 
因此 ,他 2+ 人 对 任意 自然 数 ”都 不 可 约 六 
7 了 

6.2 ”证明 对 任意 整数 ,分 数 扣 不 可 约 ， 本 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 3 

素 

数 





[证 ] 。 假设 分 数 寺 42- 1 可 约 ， 
设 分 子 2n + 1 与 分 母 2n(n + 1) 能 被 素数 p(p > 2) 整除 . 
因为 (2n + 1,2n +2)= 1, 
所 以 和 2n + 1 能 被 p 整除 . 
设 n= kp，2n+1= sp, 其 中 上 与 ; 均 为 整数 , 则 有 
(s—2k)p = 1. 
显然 ,这 是 不 可 能 的 . 


22 十 ] 
因此 ,分 数字 二 不 可 的- 


6.3 证明 若 4,6,c,d 均 为 整数 , 且 ad -be = 1, 则 分 数 后 士 如 
不 可 约 ， 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[证 ] ”注意 到 恒等式 
(ac + bd) + (ad - bc)* = (a + 6b)(c* 二 cd) 
(ad — bc)” = (a + be + dd) (ac + bd)’. 人) 


2 
车 分 数 生 二 如 可 约 , 则 存在 自然 数 m(m 天 1) 使 得 





u 
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9 汪 和 


mla:+b6b, milac+ wbd. 


于 是 由 名 式 ,m 1 (ad -be)?=1. 
然而 ,这 是 不 可 能 的 . 


2 十 2 | 
因此 ,分 数 和 二 不 可 约 . 
6.4 ”证明 19792: + 2 与 1979 互 素 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 令 N = 1979 + 21979. 
假设 N 与 1979 不 互 素 , 即 N 与 1979 有 一 个 大 于 1 的 公约 数 p, 则 


有 
N= tm, nE€N. 由 
1979 = pm, mEN. 地 
由 @ 可 知 ,p 是 奇数 ,又 
237 = N ~ 19709 = pn 一 pm = p(n 一 pm?), (3) 
由 @ 可 知 ,p 是 偶数 . 
于 是 导出 矛盾 . 


因此 ,1979? + 21979 与 1979 没有 大 于 工 的 公约 数 , 即 它们 互 素 . 
6.5 (xz,y) 表示 正 整数 xz 和 y 的 最 大 公约 数 . 设 a 和 6 是 两 个 正 
整数 ,(a,0) = 1，p 之 3 为 一 素数 ,a = (a + 5， 生 十 信 ), 试 证 


(1)(a,a)= 1; 
(2)a= 1 或 a= p. 





(新 加 坡 数 学 竞赛 ,1985 年 》 








[证 ] 由 a = (e+6， 对 十 刀 ) 知 
{err at ， QD 
jrp = 0. G@) 
其 中 ; ,zt 为 正 整数 . 
由 中 ,多 得 CQp 十 22 = a’st. 


a st =at + br 
= a? 十 (at 一 a)e 
= wp — paa? ite-! 十 …'， 十 jap iar 
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Qs = op-1pip-1 一 paar? 28 十 .。… 十 pep 
从 而 有 a | par™!. ' 
现在 证 (a,a) = 1. 
熙 (a,a) = 三 &>1. 
令 g 是 & 的 一 个 素 因 子 ， 


则 glk,gla,gla. 
又 因为 alat+itob, 
所 以 qlat+tb, 
进而 有 d | 2b. 
与 (a,b) = 1 逆 盾 . 
所 以 (a,a)= 1. 
因为 a i pap '!, 昌 (a,a) = 1， 
则 a |p. 
又 由 于 p 是 之 3 的 素数 ,所 以 
a 二 1 或 a= p. 
6.6 ”证 明 当 nm 为 任意 自然 数 时 ,1978” 1 不 能 被 1000” 一 1 整 
(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 1000”-1=4d. 
奉 1000”™ — 1 1 1978”—1, 
则 1978”™—1= kd, kEN, 
即 1978”- 1-d = (k-1)d. 
1978™ — 1000” = (k - 1)d. 
2”"(989™ — 500”) = (k — 1)da. 
因为 (2”,d) = 1, 
则 有 qd 1 989” — 500”. 
然而 989” — S00” 关 0 且 989”- 5$00”< d. 
这 是 不 可 能 的 . 
因此 d 1989™ — 500™. 


于 是 ”1978” 一 1 不 能 被 1000” 一 1 整除. 


6.7 ”假设 ”和 是 两 个 不 同 的 正 整 数 .证 明 22 +1 和 22 +1 不 
可 能 有 大 于 1 的 公 因 子 . 
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谨 > 流 





a 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
[证 1] 设 。 = 22. 
首先 证 明 :在 数列 


41 一 1,a2 一 1,a3 一 1 ay 一 al 一 1 
中 ,从 第 二 项 起 ,每 一 项 都 能 被 前 一 项 整除 . 
这 是 因为 
anit -1=2 -1 
=(2 )?—1 
=as—1l 
=(a — 1)(a, + 1). 
于 是 ay 一 [1ac+l 一 1 


由 此 可 推 得 , 当 p < g+1 时 ,a,11 一 1 能 被 a, -1 整除 ,并 且 由 于 
ap + 1 是 ay;1 -1 的 约 数 , 于 是 也 是 or -1 的 约 数 . 
于 是 , 当 m < 之 时， 
ant+1~-2=a,—1 
=1(a,, + 1). 
即 an+1= i(a,+1)+2, 
其 中 上 是 整数 . 
由 此 式 可 推 得 a,, + 1 与 a, + 1 的 公约 数 一 定 是 2 的 约 数 . 
然而 ,av + 1 与 a + 1 都 是 奇数 ,所 以 a,, + 1 与 a, + 1 的 最 大 公 
约 数 只 能 是 1, 即 
22 +1 和 22 +1 
的 最 大 公约 数 是 1. 
[证 2] 我们 计算 
(1L+2)(1+22)(1+24)(1+28)…(1+22 ") 


= (2-1)(2+1)(22+1)(244+1)…(22 +1) 
= (22-1)(22+1)(24+1)…(2 +1) 


一 | 


= (24- 1)(24+ 1 …(22 +1) 
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= 22 - 1. 
于 是 有 
2 +1=(2+1)(02+1)(24+1) (2 +1)+2. 
显然 , 当 m < n 时 ,22” +1 与 2 +1 的 最 大 公约 数 是 2 的 约 数 ， 
又 22 +1 与 2 + 1 都 是 奇数 ,于 是 2 + 1 与 2 + 1 的 最 大 公约 数 是 





考虑 以 d 为 模 的 数列 |a*( mod 4d)| ,显然 由 外 ,名 可 得 
1 | 2 + at, 
即 at 一 (modd)， 
于 是 2"*! 是 模 周 期 数列 | 恰 ( mod qa)| 的 一 个 周期 . 
设 T,(4d) 是 |at( mod qd)| 的 最 小 正 周期 , 则 
T,(d) 122 
由 欧 拉 和 定理 : 若 (a,mm) = 1, 则 
ay =1 (modm), 
其 中 pg(m) 是 欧 拉 函数 ,可 知 
Ta(d) | g(ad). 
从 而 T,(d) | (2"+!, 9(d)). 
注意 到 o(d) 过 dd 一 1, 而 4 声 2"11, 所 以 
pl(d) < 2”, 


1. 区 
6.8 设 d,a,a 为 自然 数 , 且 3 志 4d 世 2"*!, 求 证 d fa? +1. ， 

(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 

[证 ] ”假设 41a*”+1, 则 

d 1 (a +1)(a? -1), 

即 dla’” -1. D 到 
显然 有 (asd) =1. © 了 

数 





因此 (2"+1, 9(d)) < 27. 
你 (2"+!1, pg(d)) 12", 
于 是 T,(d) | 27". 
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a 


所 以 ,at( mod 4d)| 以 2" 为 一 个 周期 , 即 有 a? 三 1 ( mod d). 


于 是 a +1 三 1+1 三 2 (mod d). 
又 由 假设 4 i a* + 1, 从 而 有 
2 三 0 (mod d). 
这 与 题 设 4 之 3 了 矛盾. 


这 一 序 盾 说 明 4 fa2 +1. 
6.9 设 Ti=2， 基 n= 二 -二 1(n >0). 求 证 当 m 关 nn 
时 ,了 T, 与 了 互 素 . 
(第 16 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[证 ] 首先 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 任意 固定 的 正 整数 及 对 
任意 的 正 整数 &, 恒 有 某 个 整数 Ci( 与 n,k 有 关 ), 使 
Trp = CT +I1 由 
当 有 &= 工 时 , 取 CI = 7 了 一 1, 则 
T+ = TT,+1= CIT +T， 
即 QD 式 成 立 . 
假设 当 = h(h 宇 1) 时 ,有 整数 C ,使 
Ti = CT +1. 
那么 当 = 有 hh+ 1 时， 
TH =T — Turst+l 
= Tn( Tn — 1)+1 
= TOT, + 1. 
只 要 取 Cl = Ti6G4; 则 @ 式 对 k= hh + 1 成 立 . 
下 面 证 明 本 题 : 
当 jx 关 nn 时, 不妨 设 m > nn, 在 外 中 取 k= mw 一 n, 则 
T = C,_,T,+1 
这 时 T,, 与 TT, 的 任何 公约 数 也 是 1 的 约 数 , 即 T, 与 T, 只 有 公约 数 
+ 1, -1, 从 而 了 工 与 工 互 素 . 
6.10 ”已 知 p 是 奇数 , 目 方 程 x*+ px 一 1 = 0 的 两 个 根 为 xz) ,zs， 
证 明 对 任何 整数 2 位 0, 数 了 可 + 冯 和 了 :1+ 友 是 互 素 的 整数 ， 
(波兰 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
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[证 ] 用 数学 归纳 法 . 
(1)n = 0 时 ， 
z+ze = 2， 
YI 十 2 三 一 户 . 
因为 p 是 奇数 , 则 (2,p) = 1, 于 是 z + 与 xi + x 互 素 . 
假设 整数 x 了 + x 与 x?!1+ xx! 互 素 .我 们 证 明 友和 + x 与 
Zt2 十 za 互 素 . 
事实 上 ， 
(zf 和 + 3 ) (ri + x2) 
= (zi + rt) + XIr2( TI + 
将 z + z2 三 一 户 , ztzz 二 一 1 代入 得 
TA 2 prtl + rl) + (i+ 3). 

由 于 万 ”+ 与 刀 + 碍 是 整数 ,所 以 xz1 “+ zxz3“ 也 是 整数 . 

并 且 x + 2 与 z 十 x31! 的 公约 数 也 是 x + x3 的 约 数 , 因 
而 也 是 zf + x31 与 好 + 好 的 公约 数 .由 归纳 假设 ,xz 生 + x 与 x 和 
+ X33 互 素 , 所 以 x? + x 与 x911 + x34+! 也 互 素 . 

于 是 对 所 有 非 负 整数 ,命题 成 立 . 

6.f1 ”证 明 对 于 数字 全 部 是 由 1 组 成 的 两 个 自然 数 , 当 且 仪 当 它 
们 的 位 数 互 素 时 ,这 两 个 自然 数 互 素 . 

(波兰 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[证 ] 我 们 用 几 表示 数字 全 部 是 由 1 组 成 的 m 位 数 : 
J = 10% 71+ 10%2+ +10+1= 计 (10” -1D). 

可 以 证 明 如 下 两 个 引 理 

引 理 1 对 mmr,d EN, 若 d im, 则 J |. 

事实 上 ,由 4 1 mx 可 设 

= kdl(k € N). 
J = J 


= 二 (10% -1) 


= 言 (104 — 1)(10% 4 + 10%724 + + 104 + 1) 
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泣 洒 和 导 隐 兴学 隐 认 如 2 吉 一 访 辐 








= J (10%4 + 10% 24 + .+ 103 +1) 
由 于 10 妈 -< + 10 妈 -2 二 + 102 + 上 是 整数 ,所 以 


人 Ja | fn- 
类 引 理 2 ”如果 mr,n EN, 且 xn, 则 
几 nl dn J 
事实 上 ， 
太太 = 二 (Il0" 一 了) 一 者 (10” -1) 
= 二 (10" ~ 10") 
9 
= 二 (10” ”1) .10” 
=J,-» * 10”. 
因此 Jnn | fm — J 


现 设 /,, ,J 是 两 个 已 知 数 , 且 mmx > nn. 
(1) 我 们 证 明 : 若 J,, 和 六 互 素 , 则 m 和 7 也 互 素 . 
事实 上 , 知 m 和 7 不 互 素 , 则 (zm,n) = a > 1. 于 是 由 引 理 1 必 有 
Ja ln, Ja lh 
因而 J 与 J, 有 大 于 1 的 公约 数 , 与 几 和 .J, 互 素 政 盾 . 
(2) 我 们 再 证 明 , 若 m 和 nn 互 素 , 则 几 和 J, 也 互 素 . 
对 m 和 nn 应 用 轰 转 相 除 法 : 
m= ng+t+r,0<r<n, 
n=rqgtr,0<r<r, 
r 二 7l102 十 rr 0< rr 所 rrl， 
-2 二 rg tn,O0<rn 人 < rl; 
Te-1 一 Thdk+1: 
由 以 上 一 系列 等 式 可 知 ， rE 是 rj_1 sr 2 "7 ,NN 和 和 nn 的 公约 数 ， 因 
为 m 和 nn 互 素 , 所 以 有 


re 一 1. 
由 引 理 2 有 J | hi fo- 
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因此 , 若 DD 是 J,, 和 J 的 公约 数 , 则 厂 也 是 几 - js 的 约 数 . 
由 于 Jn ~ Jr = J * 10™, 
并 且 DD 显然 没有 约 数 2 和 5, 因 此 D 与 10” 互 索 ,因此 D 能 整除 


类 似 地 可 以 证 明 DD 能 整除 J, ,J,,，… ,J,. 


由 于 x = 1, 则 

J ==1 
因此 D=1. 
于 是 J 与 J 互 素 . 


6.12 ”证 明 在 任意 十 个 连续 的 整数 中 ,至 少 有 一 个 数 与 其 他 九 个 


数 都 互 素 . 


(第 27 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1966 年 ) 
[证 ] ”在 连续 十 个 整数 中 ， 
恰 有 5 个 数 能 被 2 整除 ; 
至 多 有 4 个 数 能 被 3 整除 ,但 其 中 至 多 只 有 2 个 不 是 偶数 ; 
至 多 有 2 个 数 能 被 7 整除 ,但 其 中 至 多 只 有 一 个 不 是 偶数 ; 
恰 有 2 个 数 能 被 5 整除 ,但 仅 有 一 个 不 是 偶数 . 
所 以 ,在 连续 十 个 整数 中 ,不 能 被 2,3,5,7 中 任 一 个 整除 的 数 , 至 


少 有 10-($S+2+1+1)= 1 个 , 设 这 个 数 a. 


我 们 证 明 a 与 其 余 九 个 都 互 素 . 

设 5 为 其 余 9 个 数 中 的 任 一 个 . 

若 p 是 a 和 6 的 公共 素 约 数 . 

由 于 |a -biI 委 9, 则 户 必 为 2,3,5,7 中 的 一 个 ,而 < 又 不 能 被 2， 


3,5,7 整 除 , 则 pp 不 等 于 2,3,5,7 中 的 任 一 个 ,于 是 a 和 2 不 可 能 有 公共 
素 约 数 , 所 以 a 和 6 互 素 . 


因此 ,a 与 其 余 9 个 数 都 互 素 . 
6.13 设 f(x) = x*--x+1. 证 明 对 于 任意 自然 数 >>1, 数 汉 ， 


flm),f(f(m)),… 两 两 互 素 . 


(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 由 于 f(0) = f(1)=1， 
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则 多 项 式 。p, (zx) = KAA (f(z))…)) 的 常数 项 等 于 1. 


数 于 是 Pp_(m) 为 Am + 了 的 形式 ， 从 而 P,(m) 除 以 和 2 的 余数 为 
论 1, 即 ma 与 已 (mm ) 互 素 . 
我 们 用 m” = Pi(m) 代替 m ,又 可 得 到 Pyi(m) 与 m 互 素 . 
因此 , 数 mm ,f(m),f(f(m)),… 两 两 互 素 . 
6.14 ”假设 项 链 A 有 14 个 珠 ,B 有 19 个 珠 .证 明 对 于 每 一 个 奇数 
之 1, 能 够 找到 一 种 方法 ,使 之 能 用 数组 
in,n+l,nt+2,.,n + 32| 


中 的 数 给 每 个 珠 标 上 一 个 数 ,使 得 每 个 数 恰 好 用 上 一 次 , 且 相 邻 的 珠子 


标的 数 互 素 . 
《这 里 一 个 项 链 可 以 看 成 是 一 些 珠 围 成 的 一 个 圆 ,其 中 每 个 珠 与 另 
外 两 个 珠 相 邻 ) 


(第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 了 到 一 整数 pp，1 过 x 志 18. 
用 连续 的 自然 数 2z+mz + 了 7+1…2 + 了 十 13 这 14 个 数 给 
项 链 A 的 珠子 标 数 ,只 要 保证 n+ mx 和 nn + xm + 13 互 素 , 即 
(nimnt+m+13)=1, OD 
我 们 的 标 法 就 符合 要 求 .这 是 因为 一 对 相 邻 的 整数 总 是 互 素 的 ,又 有 7 
+ m 和 n+ m + 13 互 素 , 则 项 链 A 上 相 邻 珠子 标的 数 都 互 素 . 
然后 用 n +++14 到 n+32(m+14 扩 32) 及 nn 到 n+m 一 1 为 
项 链 B 的 珠子 标号 ,其 条 件 是 
(n,n+32)= 1, © 
和 (n+m—-l,nt+m+14)=1. 人 
由 于 (a,p) = (a,6 - a), 则 四 .@、@@ 化 为 
(n,32) = (n+ m=-1,15)= (n+m,13)=1. 
由 于 n 是 奇数 , 则 (n ,32) = 1 自然 成 立 . z 
关于 (nn + mx 一 1,15) = 1, 我 们 考虑 以 15 为 模 的 剩余 类 . 


注意 到 n+m-1 半 0 (mod 1S ) ， 
等 价 于 m1-—-n ( mod 3), 
m1-n ( mod 5). 
又 由 (+7m 13) = 工 可 知 
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m 3— nn ( mod 13). 
因为 在 mx 的 18 个 可 能 的 数 11,2,…,18| 中 ,只 有 6 个 满足 mm, 二 1 
一 n ( mod 3), 至 多 有 4 个 满足 mm 三 1 一 n (modS), 至 多 有 2 个 满 
足 和 三 -7 (mod 13). 
因此 ,至 少 剩 下 18 - (6+4+2)= 6 个 x 的 值 满足 要 求 . 
6.15 设 & 为 正 整数 ,一 元 二 次 方程 
(k—1)x*~ pr+k=0 
”有 两 个 正 整 数 根 , 求 #2( pr + 隐 ) 之 值 . 
(中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 因为 上 为 正 整 数 ,是 方程 
(kp—-1)x*—- prt+k=0 OD 
是 一 元 二 次 方程 , 则 & 之 2. 
设 方程 Q) 的 两 个 正 整数 根 为 x! 和 x;, 由 韦 达 定理 有 
k 


“iv2 p11: 





泽 洒 加 攻 隐 入 中 学 7 隐 汪 如 2 夫 一 访 尝 





车 上 一 1 关 1, 则 (4 一 1,k) = |, 此 时 不 能 为 整数 . 
所 以 必 有 有 & -1=1,R = 2. 
这 时 ， zlzz = 一 2=1.2. 
又 由 zl 和 x; 为 正 整数 可 知 ,x! 和 x, 只 能 一 个 为 1, 一 个 为 2. 
再 由 韦 达 定理 zx1+z2=3= 全 =p， 
所 以 kP(pP + RR) = 223(33 + 27) = 1984. 
6.16 ”证 明 如 果 是 奇数 ,那么 46” + 296. 13" 能 被 1947 整除 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
[证 1] 已 知 表达 式 可 化 为 
46" + 296 . 13” 
= (46” — 13”) + 297 . 137 
= (46” — 13”)+9.33.13”. 


由 于 46 — 13 = 33 | 46” — 137”, 
3319.33.13”. 

则 33 | 46” + 296 . 13”. OD 

已 知 表达 式 又 可 化 为 
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406” + 290 ， 13” 
= (46” + 13”) + 295 . 13” 


数 = (46"” + 13”)+5°.59.13". 
由 于 ”是 奇数 , 则 
46 + 13 = 59 | 46” + 13”, 
5915.59.13". 
于 是 59 | 46” + 296 + 13”, © 


因为 (33,59) = 1, 由 名, 得 
33. 59 = 1947 | 46” + 296 . 137. 
[证 2j 已 知 表 达 式 可 化 为 
46" + 296 . 13” 
= 46 . 46"-! + 296 . 13 . 13”-! 
= 46(46” 1 — 13” 1) + (46 + 296 . 13) .132 
由 于 n 是 奇数 , 则 nn -1 是 偶数 .于 是 
46° — 132 | 46? -1 — 13" 1. 


而 46* - 13 = 59 . 33 = 1947， 
于 是 1947 1 46”! — 13"1. 

又 46 + 296 : 13 = 1947. 2， 
从 而 1947 | (46 + 296 . 13) . 13" 1. 

于 是 1947 | 46” + 296 . 137. 


6.17 证明 对 任意 自然 数 n ,表达 式 
A = 2903” — 803" — 464” + 261” 


能 被 1897 整除 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1899 年 ) 
[证 ] 将 数 A 写成 
A = (2903” - 464”) — (803” ~ 261"). 
由 于 2903 - 464 = 2439 = 9. 271, 
803 - 261 = 542 = 2 . 271, 
于 是 9 . 271 | 2903” — 464”， 
2 .271 | 803” — 261”. 
所 以 271 | A. 路 
数 A 又 可 写成 
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A = (2903” ~ 8037) — (464” — 261”). 

















由 于 2903 - 803 = 2100 = 7. 300，. 
464 ~ 261 = 203 = 7. 29, 
于 是 7. 300 | 2903” — 803”, 
7 . 29 | 464" — 2617”. 
所 以 71A. GOD) 
因为 (271,7) = 1, 由 中 , 凶 得 区 
271 .7 1 A， 芷 
即 1897 1 A. 费 
6.18 ”证 明 若 p 是 素数 ,p > 2, 则 分 数 z 
EE 3 
的 分 子 能 被 p 整除 . 二 六 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 时 
[证 ] ”把 给 定 的 分 数 改 写 为 
全 (六 zr) 
1 1 “ 1 
+ 1 1 1 
-| 2，( 妃 -2) GEDOT | 
4 


用 (p - 1)! 乘 上 面 等 式 的 两 边 , 因 为 上 面 等 式 右 边 方 括号 内 的 每 
一 个 分 母 的 约 数 均 不 大 于 p 一 1, 因 此 当 乘 以 (p 一 1)! 之 后 , 方 括 号 变 成 
整数 g, 即 上 式 化 为 

m(p-1)t{! = npg. 

因为 p 是 素数 , 则 (p,(p -1)!1) = 1, 于 是 m 能 被 p 整除 . 

6.19 ” 设 P= | 不 小 于 3 的 自然 数 | ,在 P 上 定义 限 数 如下; 

奇 nE€P， f(n) 表示 不 是 的 约 数 的 最 小 自然 数 ,例如 F(7) = 
2, f(12) = 5 等 等 . 

现 记 f(n) 的 值 域 为 集合 M. 求 证 19€ M， 88&@M. 

(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 n = 18! 时 ,显然 ,1,2,3,…,17,18 都 是 181! 的 约 数 ,而 

19 为 不 是 181 的 约 数 的 自然 数 中 最 小 的 一 个 . 
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所 以 f(18!) = 19. 


因此 / 19€ M. 
若 88 E€ M, 即 存在 某 个 上 E€ P, 使 得 f(k) = 88 = 8 11. 
由 定义 有 88 +k. 
并 且 1,2,3,…,86,87 都 是 上 的 约 数 . 
特别 地 8|1k,Il lk. 
由 于 (8,11) = 1, 
所 以 88 | 上. 
这 与 88 4 矛 盾 . 
因此 88&M. 


6.20 ”证 明 由 7 个 自然 数组 成 的 公差 为 30 的 等 差 数列 中 ,有 一 个 
而 且 只 有 一 个 数 能 被 7 整除 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1954 年 ) 
[证 ] ”公差 为 30 的 7 个 自然 数 可 写 为 
asa + 30,a +2.30,.,a+6.: 30. 中 
这 些 数 任 两 个 数 之 差 为 
r=(atk.30)-(a+m:30)= (km).30 
这 里 & 和 7 是 整数 ,并 且 0 达 6，0 达 之 6， 上 了 凑 ; 从 而 
一 和 过 有 一 和 和 6 有 R 一 了 着 . 
因为 (30,7) = 1,7+lk 上 ~ ma 1, 于 是 
7 +(k — 1) :30. 
这 就 是 说 ,中 的 7 个 数 a +R .30(& = 0,1,…,6) 中 任 两 数 被 7 
除 所 得 的 余数 互 不 相同 ,因此 ,这 7 个 数 中 有 一 个 且 只 有 一 个 能 被 7 整 
6.21 (1) 设 (m,k) = 1 证 明 存 在 整数 al ,a ,… ,a 与 加 0， 
…,b4, 使 每 一 乘积 ab;(i = 1,2,…,m， j= 1,2,…,k) 除 以 mk 时 得 
出 不 同 的 余数 . 
(2) 设 (m,k) > 1 证 明 对 任意 歼 数 a ,as,… ,a 与 bp ,bi， 
总 有 两 个 乘积 aib; 与 ab,(i,j) 关 《(s,1) 除 以 mk 时 得 到 相同 的 余数 ， 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[证 ] (1) 令 a;= 认 +1，6= jm+1. 
i=1,2,,m, j= 1,2,..,k. 
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车 有 两 个 乘积 aib; 与 iy’ 对 模 mk 同 余 ， 邵 
aib; = aib; (mod mk). 
km tik+jm+l=ijkm+ik+jm+l] (modmk) 
+ jm 二 ik+jm (modmk) 
kl(i-7)=- mj -7) (modmk) 


因为 (k,m) = 1, 
所 以 klj-j. 

叉 1 委 J,) 委 人 ， 
则 17—7 |<k&， 
从 而 有 j=J,， 
同样 有 i=1i. 


所 以 每 一 乘积 cb 除 以 mk 时 的 余数 都 不 同 . 
(2) 铬 ajbj(i = 1,2,: …,m,j 二 1,2,… ,上 ) 表示 模 mxk 的 mk 个 不 
同 的 剩余 类 , 则 不 妨 设 
aibi 二 0 (mod mk). 
记 a = (a mE), 6 = (6,mk). 
则 | ab 三 0 (mod mk). 
如 果 a < m, 则 在 a1,a2,… ,a 这 m 个 数 中 , 必 有 两 数 a,,a, 对 模 
a 同 余 , 即 必 有 
a 三 a ( mod a ). 


从 而 有 ap 三 ap (mod mk). 
这 与 ajb; 表示 对 模 mzk 的 不 同 的 剩余 类 相 了 矛盾. 
所 以 有 .- a 守 m. 


但 在 mk 个 积 ajb, 中 至 少 有 上 & 个 :albi,a1b2, ,ab 是 a 的 倍数 ， 
而 这 zk 个 数 分 别 与 0,1,2,…, mk - ] 对 模 mk 同 余 . 

所 以 其 中 至 多 有 下 :< 好: = 个 为 a 的 倍数 

于 是 mk 个 积 ajb, 中 有 个 是 a 的 倍数 . 

因而 C 一 i., 

”从 而 D1 ba … ,br 必 属 于 模 k 的 不 同类 (否则 a'b; 中 将 有 属于 模 

同样 .a a. “…,am 属于 模 m 的 不 同类 . 
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蔡 (k,m) > 1, 设 素数 户 | (nm, 上 ). 
则 a; 中 有 mm - 至 个 不 被 整除, 中 有 一 也 个 不 被 整除 . 


数 
论 1 个 不 
从 而 有 (m - 至 )(& 下) 个 ab 不 被 整除 . 

另 一 方面 ,对 于 模 mk， at 不 在 同一 类 中 ,所 以 应 有 wk 一 个 

不 被 p 整除 . 
mk _m\y/,_&k 
由 于 mk 一 p 天 【7 p )(k p ) . 
从 而 导出 矛盾 . 


这 表明 abi 中 必 有 两 个 数 除 以 mk 得 到 相同 的 余数 . 
6.22 ”证 明 如 果 两 个 不 可 约 分 数 之 和 是 整数 ,那么 这 两 个 分 数 的 
分 母 相 同 . 
(第 1 届 甘 西 哥 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[证 ] 设 两 个 不 可 约 分 数 为 了 各 , 则 妇 + 三 = 25 人 是 整 


pm 
数 . 
即 pm | (gm + pn). 
(1) 由 pil(gqm + pn) 可知 
户 | qm. 
又 (pp,9) = 1, 则 
plam, 
(2) 由 m1 (gm + pn), 可 知 
m | pn. 
又 (m,n) = 1, 则 mm.! pp. 因此 
p= im. 


于 是 两 个 分 数 的 分 母 相 同 . 
6.23 对 于 正 整 数 与 上 ,定义 
F(n,k) = pp 


r= 1 


求证 下 (n ,1) 可 整除 F(n,k). 
(第 18 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[证 ] ”注意 到 , 当 为 正 奇数 时 ， 
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C++Bpid + ， 
对 nn 分 为 奇数 和 偶数 讨论 . 
(1) 当 n 为 偶数 时 , 设 n = 2+, 则 


21 


F(n,1) = F(21,1) = 2r = 1(21 +1). 
1 


请 二 


F(P ,有 R) = F(2t,k) 





21 
= > ,rl! 欧 
-r= | 拉 
| 
= > jr! 十 > t+1—r)*! t 
r=|] r=1] 定 
工 理 
= > jr + (2:+1—r)*!]. 孙 
r= | 子 
因为 2k - 1 是 奇数 , 且 和 
r+(2t:+1-r)=2:+1, 和 
则 1+1|r*l+(2t+1-—- rl, 
即 2t:+1!F(n,k). 数 
另 一 方面 ， 


F(n,k) = F(2t,k) 


_ > [2 + (21 — 7)2-1] + t2kr1 十 (21)2-!. 
由 于 r+ (2: - r) = 2i, 于 是 


t | rl + (2 — r)*!, 
从 而 t|F(n,k). 
又 因为 1 与 2+ + 1 互 素 ,所 以 
1(2t + 1) i; F(n,k), 
即 Fl(n,1) | F(n,k). 
(2) 当 nn 为 奇数 时 , 设 n = 2t+1. 


F(n,1) = F(2t + 1,1) = > = (t+1)(2t + 1). 


Fln,k) = F(2t + 1,k) 


= > rit+ (2 +2 -r+ (+1) a 
-7™ |] 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 323 





让 中 


由 于 r+(2r+2-r)=20+1), 所 以 
zf+11r2r1+(2t+2 一 7) 和 1， 

于 是 t+1|F(n,k). 

为 一 方面 ， 

F(n,k) = F(2t: + 1,k) 
= SIL ya + (2t + 1 —r)* i] + (2t + 1)*!. 
由 于 疡 + (2: +1-r) = 2t+1, 所 以 
2t +1|rt!+(2t+1—r)*!, 

于 是 2t1:+1[ F(n,k), 

再 由 上 + 1 与 2! + 1 互 素 可 得 

(t+ 1)(2t+1)|1 F(n,k), 

即 Fl(n,1) i F(n,k). 

综合 以 上 ,对 正 整数 n ,kk 总 有 

Fl(n,1) | Fl(n,k). 

6.24 ”在 公 比 是 大 于 1 的 等 比 数列 中 ,最 多 有 几 项 是 在 100 和 

1000 之 间 的 整数 . 
(第 4 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 公 比 为 r(r > 1) 的 等 比 数列 满足 
100 才 a < or< ar < …<oar ll 过 1000. 

其 中 aA(RE = 0,1, ,7 一 1) 均 为 整数 . 


显然 ,r 必 为 有 理 数 . 设 > = Sp >a>1).(p,g)=1. 
因为 n-1 _ ap” 


ar 
n—l 
dg 


以 及 p 和 9g 互 素 , 则 有 gg"! 能 整除 a， 7 之 1 


为 使 等 比 数列 的 项 数 最 多 ,我 们 取 p = 4 + |， 
从 而 有 


100 过 a < a (7) < …< (人 | < 1000. 
和 若 gq 之 3, 则 
1000 之 (2 之 (0 十 1)21 4 
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所 以 好 一 ] 过 lg4 
7 挟 - 4 
若 g = 1. 则 
1000 之 a( 生 )"! = a 27 > 100 : 277! 
1 
n-1< [g2” 
nn 4. 拉 
告 g = 2, 则 : 此 
马 
1000 尘 a (Qt) 一 a(3)"-! > 100 ， (3 yn 定 
q 2 2 理 
1 全 
?一 ] S 3 3 a 
总 7 
1 < 6 和 
因此 ,数列 最 长 有 6 项 . 
数 


当 % = 6 时 , 取 g = 2,r = 学 ,可 由 





得 100 三 a 达 一 
取 满 足 不 等 式 ,和 目 2 | a 的 整数 a ,可 得 
a = 128. 
从 而 有 满足 条 件 的 数列 
128 ,192 ,288,432,648,972. 

6.25 求 出 所 有 正 整数 &, 使 多 项 式 7x**''+x+1 被 六 +x+1 
整除 . 对 每 个 满足 上 述 条 件 的 并 , 求 出 使 忆 +zx+1 被 泵 +x+1l 整 除 
的 正 整 数 n. 

(英国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 因为 +x+t+1ilx*tli+xrx+l1, 


则 +rtl|l (retl+rt+1)- (K+xrt+1), 
即 这 十 二 十 1 (rt!—1). 人) 
因为 二 十 1 1 不 一 (一 工头， 
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二 > 入 





让 演 


所 以 (x*,7T+1)=1, 
( 达 , 达 二 坟 +1T) = (x*,r++1)=1. 


于 是 x* 与 +x+1 互 素 . 


由 Q@ 式 必 有 
+x+1l|l rl1. 
x rill=x(x+rxrt+1)-(r +rx+1), 
因而 +Xx+1llx :+xrx+l1, 
所 以 k=1 或 2. 
但 k& = 1 时 ， 
M+r+l=2r+1ltr +xrt+l, 
所 以 k=2. 


又 因为 ?+ + 1 的 根 为 w= 二 1 二 3 


其 中 ; 为 虚 单 位 , 即 ;* = 一 1. 
若 碾 +x+l 能 被 三 +zx+li 整除, 则 
w+w+l1=0. 
所 以 n = 二 3m +2，m 为 非 负 整数 . 
6.26 ”对 正 整数 &, 存 在 正 整 数 ， 和 nm ,使 得 十 + 一 = 一 上 


7 n+ mm 
求 出 所 有 的 正 整数 上 . 





(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 将 已 知 等 式 去 分 母 得 
mn + mn) + n(n + mm) = km*n’, 
(m* +n ) = km n’. 

由 此 可 知 ,k 是 完全 平方 数 . 设 & = 疡 ,于 是 

m2 +n*= 777172 . QD) 
铬 (n,n) = d > 1, 则 可 以 在 的 两 边 同 时 除 以 qd*, 因 此 可 以 假 

设 m 和 7 互 素 . 


于 是 由 1 | 7772 十 712， 
可 得 7 | N17， 
进而 好 | 777 ， 


间 理 又 有 mm | nn. 








因此 m =n. 
再 由 (m,n) = 1, 则 m = n= 1, 于 是 
7 三 2. 
所 以 上 = 4 是 本 题 惟一 的 正 整数 解 . 
6.27 ”在 三 角形 ABC 中 ,A = 2 人 B, 人 C 是 钝 角 , 三 条 边 长 a， 
b,c 都 是 整数 , 求 周 长 的 最 小 值 并 给 出 证 明 . 
(第 20 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 及 正弦 定理 ,余弦 定理 得 
a _sinA _ sin2B 





bp sinB sinB “cosB 
a*+c ~b’ 
和 ac . 
即 a’c—-a’b-b*+b= 0, 


(c—-b)(a*—- bc -6b)=0. 
因为 C 为 钝 角 , 所 以 c > 5, 于 是 
a -be-b*=0. 

所 以 有 & = b(b + ce). GO) 

在 (pc) = 只 >1 则 由 由 式 , 必 有 < ia ,从 而 可 以 在 人 的 两 边 约 
去 q*. 因 此 可 以 设 (6,c) = 1. 

于 是 有 (bp,b+c)= 1. 

再 由 内 式 可 知 ,b 和 2 + c 都 必须 是 完全 平方 数 ,于 是 可 设 

b=m, b+ce= nn. 
这 时 a= mn, (m,n)=1. 
因为 a+65>c, 所 以 
a = bl(b+c)<blb+(at b)] = 6b(26 + a). 

解 得 a < 20. OO) 

又 因为 ZC 是 钝 角 , 则 ao + 大 < ec. 

由 四 又 得 +c)+b2<c2 
解 得 20 所 5c. 地) 

由 @@, a<2b<i. @ 

再 由 中, 由 得 
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深交 简 中 学 7 济 耻 如 浆 一 访 爱 





给 让 潍 


则 


a = b+c) > 6b(b +26) = 36°. 


因此 3b <a< 20. 
印 V3m <n < 2m. 9) 
所 以 在 区 间 (Y3m ,2m) 内 有 正 整 数 ,从 而 
2m -V3m>1. 
好 m1 > 放 瑟 =2+Y3>3. 
ni 之 4. 
(1) 当 m= 4 时 ,由 人 名 
4V3< <8， 
2 二 7. 


此 时 atbt+c=n’+ mn = 49+28= 77. 

(2) 当 mw 宇 5 时 ,n > 7. 

此 时 a+b+tcec= n+nmn>77. 

所 以 周 长 的 最 小 值 为 77, 此 时 三 边 a ,b,c 的 长 分 别 为 28,16,33. 
6.28 ” 设 a,5, 上 为 任意 整数 .证 明 一 定 能 找到 互 素 的 两 个 整数 


和 / ,使 得 ak + 6b/ 能 被 bp 整除 . 


(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 
第 24 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 设 5b5 和 pp 一 a 的 最 大 公约 数 等 于 a, 即 





(b,p—-a)=d. 
则 有 b= kd, p—-a= id 
且 (k,1) = 
此 时 ak + bl 
__ .bb,,.p-a 
一 a 7 +10 了 


于 是 ak + bl 能 被 p 整除 ,日 和/ 互 素 . 
6.29 ”假设 a,6,c,d 是 整数 , 且 与 数 wp = ad - bk 互 素 . 证 明 车 


整数 x 和 yy 能 使 ar + by 被 m 整除 , 则 cz + dy 也 能 被 mm 整除. 
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(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1927 年 ) 
[证 1] 假设 x 和 y 是 使 pi | ar + by 的 整数 , 则 
ar+ by = km = k(ad — hb). 
其 中 是 整数 . 
由 此 推出 
a(r— kd) =~ 6b(y + kc). a) 
如 果 a 和 6 不 互 素 , 即 有 大 于 1 的 公约 数 1, 则 数 m = adq 一 Ue 也 





有 公约 数 1 > 1. 这 与 已 知 a,6 与 m 互 素 相 蔬 盾 ,因此 a 和 6 一定 互 素 。 | 
于 是 由 加 可 得 aly+k. 

让 y+ kc = 如. 定 

其 中 ! 是 菜 个 整数 . 本 
将 加 代入 名 得 rr-kd=-ib. 4 
于 是 r= kd— ib, 定 
y= kc+ia. 

crt+dy=c(kd -1b)+d(- kc+la) 

=1(ad — bc) 数 





= Lm. 
因此 ,cz + dy 能 被 m 整除 . 
[证 2] 设 u=art+by, v= crt+dy. 
则 du — bv = (ad — br = mzr. 
于 是 , 若 广 j 4, 则 必 有 py | bvw. 
Xb,m)=1, 则 ml v= cr+ ady. 
6.30 设 w 与 上 是 互 素 的 两 个 正 整 数量 &k < .将 集合 M = 11， 
2,…,n 一 11 中 每 个 数 染 上 茧 、 白 两 色 之 一 ,染色 法 如 下 : 
(iD 对 于 每 一 个 i€ M，i 和 各 n ~ i 同色 ; 
(ii) 对 于 每 一 个 i€ M，i1 了 关上 i 和 |i 一 上 1 同色 . 
证 明 在 AM 中 的 所 有 数 均 同 色 . 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 考察 下 面 的 nn -1 个 等 式 ; 

k:1l=ng+m, OZm < n, 

k:2= ngqg+ m2, 0RRm; < nn, 


[| 
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Ek:(n—-1)= nd 1tni1, 0 人 <n. 
因为 (n,k) = 1, 所 以 m, 关 0(r = 1,2,…,n 一 1). 
下 面 证 明 91 ,xm3,… ,7m,-1 各 不 相同 . 
否则 , 奋 m; = mj;( 不 妨 设 i > 7 , 则 
k(i—-j)= n(g;— gq;). 
由 于 0<i-j<n-l, (k,n) = 1, 所 以 必 有 g; -oa = 0, 于 是 
ki = 局 ,i = j, 这 是 不 可 能 的 . 
于 是 mr ,m2,…,m-! 是 1,2,…,n 一 1 的 一 个 排列 . 
对 于 2 夺 + 达 nn 一 1, 由 


a 


k(r—-1)= kr-k= ng, 1+m,!, QD 
kr = ng, + m,, (2 
则 必 有 gq, = gr-1 或 g = gq,1+1. 
-只 得 
k= n(g— gt) + m,— ml. 3 
当 g, = gq,-1 时 ， 


k= 1 一 71 1， 
17-1 = 7 一 有 ，11 天 大， 
由 条 件 (ii) 可 知 ,与 | mm, 一 上 |= 7 同色 . 
当 qr 一 4/-1 二 1 时 ,由 @ 式 有 
Mm, = m,_1+k-—n, 
m,— k= m,n, 
| zz 一 下 1 三 7 一 7 |， 
由 条 件 (i 可 知 mx, 与 | m, -有 1= nn 一 mm, 同色 . 
又 由 条 件 (i) 可 知 ,zz 1 与 六 Dll 同色 ,因而 miy 与 m,_1 同色 . 
由 以 上 可 知 ,m, 与 区 ,| 同色 ,2 过 > 过 1 -1. 
于 是 mm,-1 与 m2 同色 ,与 mw -3 同色 ,…, 与 mi 同色 ! 
所 以 m4,m;，…,m,_! 都 同色 . 
又 因为 m1 ,m2,…,m,-1 是 1,2,…,n 一 1 的 一 个 排列 ,所 以 MM 中 
的 所 有 数 都 同色 ， 
6.31 ” 求 出 这 样 一 组 五 个 不 同 的 自然 数 ,使 得 其 中 任意 两 个 数 互 
素 , 且 任意 若干 个 数 (多 于 1 个 ) 之 和 为 合 数 . 
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(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 我 们 考虑 一 般 的 情形 : 
设 dl Hd29" ”全 这 ?7 个 数 满足 
ai 一 71 二 LI 三 1 2 有. 
则 这 2 个 数 中 任意 两 个 数 都 互 素 . 
否则 ,各 (ww) = d > 1, 则 由 






a;:=i*n!l+l1= pa, 中 

ai = 0201+1 = gd. 全 
得 (i— Dn! = (p- gd. 
于 是 d | (i jn! 2 
由 中 可知,4d 不 是 2,3,…,n 的 约 数 , 又 由 于 11i1 一 j 1 过 nn, 于 是 只 理 


有 d= 1, 即 a; 与 a; 互 素 . 
此 外 ,al,as,… ,a 中 任意 & 个 数 之 和 一 定 能 被 & 整除 . 
因此 a;=i…nl+1,i = 1,2,…,n 是 满足 题 设 条 件 的 n 个 数 . 
特别 地 ,nn = 5 时 ,这 五 个 数 为 
121,241,361,481 ,601. 
6.32 ”能 否 找 到 含有 1990 个 自然 数 的 集合 S, 使 
(1)S 中 任意 两 数 互 素 ; 
(2)S 中 任意 &( 衬 2) 个 数 的 和 为 合 数 . 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 任 取 自 然 数 cl , 设 已 有 自然 数 集合 
S = lal,a,",a,|. 
县 S 中 任意 两 数 互 素 ,任意 上 (2 志 志 1) 个 数 的 和 为 合 数 . 
取 2”- 1 个 与 乘积 a1a,…a, 互 素 的 素数 已 (1 过) 二 2" -1). 
设 由 a1,a2,…,a, 每 次 取 有 个 (1 委 & 扫 ”) 所 得 的 
Ci+C2+…+C=22 一 1 
个 和 为 SC1 科 ) 迄 2 一 1). 
考虑 同 余 方程 组 
ala2 “ar + 1 + S10 (mod p1), 
ala2""at + 1+ S$ 二 0 (mod p5), 


时 最 尝 直 申 






深 洒 加 着 询 抽 路 学 - 


ala2 “arr + 1l+ S21 二 0 (mod p$-1). 
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9 于 站 


由 中 国 剩余 定理 ,这 个 方程 组 必 有 正 整 数 解 r, 令 ar = cia2…anz + 
] ， 
则 QQ dn dntl 两 两 互 素 , 且 任意 有 & 个 (2 冬 & 和 2+1) 的 数 
的 和 为 合 数 . 
这 样 ,我 们 就 由 ”个 元 素 的 集合 S 生成 一 个 新 元 素 c,+l 得 到 + 
1 个 元 素 的 S ,而 S 符合 题目 要 求 . 
于 是 ,我 们 可 以 找到 含有 1990 个 自然 数 且 符 合 题目 要 求 的 集合 
S. 
6.33 ”证明 对 任何 整数 m ,存在 无 穷 多 组 整数 (x , y) ,使 得 
(1)z 与 y 互 素 ; 
(2)y 整除 x* + m; 
(3)z 整除 y+ 1m. 
(第 33 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] 首先 x = 1,y = 工 是 符合 条 件 的 一 组 整数 解 . 
其 次 ,如 果 (zr,y) 是 符合 条 件 的 一 组 解 ,有 x 二 .那么 考察 整数 
对 (zx,y), 其 中 
y+m= xri. QO 
显然 ， 由 中 可知 yi] 与 > 的 任何 素 公 约 数 都 是 的 约 数 ,又 由 条 件 
(2)， y 1 x + rm, 则 这 个 素 公 约 数 也 是 z 的 约 数 . 
因此 有 
(ziyy) = 1. 
由 中 式 及 条 件 (2) 可 得 
2( 十 m ) 
三 《zl 7 + Lem 
= (y+m)?+ rm 
= y+2my + m(r +m) 
是 y 的 倍数 . 
由 于 (zx,y) = 1, 因 此 y| xit+m, 从 而 (x1,y) 满足 条 件 (1),(2)， 
(3), 且 zi > 之 工 
再 由 J 式 又 可 得 (zi,yi),(zzyyi), (zy)，，, 甩 工 < XI< I 
< ,yy1< yy <… ,这 一 过 程 可 无 限 多 次 进行 下 去 ,使 我 们 得 到 无 
穷 多 组 符合 题目 条 件 的 整数 . 
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6.34 设 F(z) = aom +aiz +…+oaw 是 整 系数 多 项 式 , 既 


约 有 理 分 数 信 是 它 的 一 个 根 . 
证 明 对 任何 整数 , 数 p - kg 都 可 整除 数 /(). 
(第 18 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[证 ] ” 先 证 明 - 一 个 引 理 . 





引 理 。 设 f(x) = 之 ,ji 是 w+1 次 整 系数 多 项 式 , 既 约 有 理 分 。 

= 0 . 

数 -一 是 它 的 一 个 根 , 令 和 

定 

f(r)= (x Salz) 9 有 

和 

则 g(z) 是 整 系数 多 项 式 ， 了 

引 理 的 证 明 ”显然 g(x) 是 有 理 多 项 式 , 且 下 

plfo, gs 

i 素 

令 g(x) = Za 找 
其 中 g; 是 有 理 数 ,我 们 证 明 g, 都 是 整数 . 


由 多 得 
qf (xz) = (dr — p)g(x). 


十】 ni 
qf = (gx — Dp) gr 
= gg 一 2 pa 


= ggyxe™ | + D> (gg — pgi)x’ — pgo. 
:r= 1 


gfntl 一 UB m 
所 以 有 qfi = ggi-1 ~ pei, 1 = 1,2,.…,m. 
gfo = pgo0. 


于 是 Bm 一 fm+l 是 整数 . 
假设 有 某 一 个 ? 之 1 存在 ,使 Bm Bm-l ,Bi 都 是 整数 ,而 Bi-! 不 
是 整数 , 则 由 
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兰 这 凑 


p 
gi-i = fit a 
q 


可 知 ,g;， 的 分 母 含有 g 的 真 因子 ,于 是 &-2 = f+ 太 gi-1 中 gi-2 的 分 
母 也 含有 e 的 真 因子 ,也 不 是 整数 . 
这 样 ,g;-1 ,8g;-，，…,g1,80 都 不 是 整数 ,然而 qfo =- pgo, 且 pp 
万, 可 得 go 是 整数 ,从 而 导致 了 矛盾 . 这 一 矛盾 说 明 g; 都 是 整数 , 即 
g(z) 是 整 系数 多 项 式 . 
由 引 理 , 令 x = &,& 是 整数 , 则 
qf(k) = (qk — p)f(k) 


其 中 f(k) 是 整数 . 


由 p 和 g 互 质 , 则 (gk 一 p,qg)=1. 

于 是 gE — pl Rh) 

6.35 ”给 定 两 个 互 素 的 自然 数 p 和 4. 整数 xn 如 果 能 表示 成 x = 
Px + gy 的 形式 ,其 中 民 ,y 为 非 负 整数 , 则 称 x 是 “好 的 ” ,在 相反 的 情况 
下 , 则 称 x 是 “ 坏 的 ”. 

(1) 证 明 存 在 整数 c ,使 整数 与 c - ”中 始终 一 个 是 好 的 ,一 个 是 
坏 的 . 

(2) 坏 的 非 负 整数 共有 多 少 个 . 

(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 ] .(1) 如 果 p,g 是 互 素 的 自然 数 ,那么 每 一 个 整数 z 都 能 表 
不 为 z = px + gy 的 形式 ， 

并 且 知 z = a，y = 5 满足 上 式 , 则 有 

z= pla~ gt)+g(b+pt) (LEZ). 

同时 ,对 于 0 科 z 委 9 -1 存在 惟一 的 表达 式 . 

我 们 可 以 把 每 一 个 整数 = 与 整数 对 (zx,y) 相对 应 .这 里 0 受 x 扫 5 
一 1， z= pr+dy: 同 时 不 同 的 数 与 不 同 的 数 对 相对 应 ,而 且 仅 当 yy 之 
0 时 ,z 是 好 的 . 

如 果 数 z = px + ay(0 委 z 委 dd-1) 是 好 数 ,那么 zx = (ao- 工 - 
ZX)p+ (一 1 y)g 就 是 坏 数 , 反 过 来 ,如 果 z 是 坏 数 , 则 z "是 好 数 .而且 


点 (x,y) 和 点 (9 - 1 ~ x， -1 一 y) 关 于 点 (x0,y0) = (2 于 -十 ) 
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对 称 ,而 数 > 和 z 关于 点 zo = pro+ gyo = 名 一 对称 ， 因为 z+ 


z= pg-p-gq= 2z0=¢. 
所 以 ,好 数 > 对 应 于 坏 数 > = c 一 z, 反 过 来 也 对 . 


(2) 因为 最 小 的 好 数 是 0, 那么 最 大 的 坏 数 将 是 c, 所 以 共有 
LU 个 坏 数 . 


6.36 ”自然 数 p 和 g 互 索 ,区 间 [0,1|] 被 分 成 p+ g 个 相等 的 小 区 
间 . 证 明 除 去 最 左边 和 最 右边 的 两 个 小 区 间 之 外 ,在 其 余 的 每 个 小 区 间 
中 有 下 列 p + g - 2 个 数 中 的 一 个 数 : 


12...2-112..4g-1 
pp’” pq’g’ "gg. 
(第 13 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 因为 (p,qg)=1. 
所 以 (p,p+g)=1, (g,p+g)=1. 
因此 ， 12 ,pp 一 1;7 = 1,2,…,g 一 1) 都 不 


相同 . 
又 因为 车 十 < 工 , 则 
pg 


2 LIL+7I 一 工 
pp ptgq dd 


7 < 同 的 区 k kiti _ 
因此 ,所 有 分 数 方 ,了 都 在 不 同 的 区 间 [ 二 ,二 己 ] 之 中 , 








1,2,…,p+qg—2. 

6.37 ” 设 a,b,c 为 两 两 互 质 的 正 整数 .证 明 2ap - ab 一 bc 一 ca 
是 不 能 表示 为 x&c + ye + zab 形式 的 最 大 整数 (其 中 x,y,z 是 非 负 整 

数 ). 

: (第 24 届 国际 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 2abc - ap - &c -ca 不 能 表示 为 ztbc + Wa 十 zab 
的 形式 ， 

用 反 证 法 . 设 2abc - ab-Bb-ca= xbct wa + zab ,其 中 弃 ,y,z 
为 非 负 整数 . 则 有 2abc = bc(x+1)+ ca(y+ 1)+ ab(z+1). 
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染 演 计生 中学 移入 加 注 一 这 党 








绊 风流 


于 是 alec(zr+1). 
由 题 设 (a,bc) = 1， 
则 有 a| (r+1). 
于 是 4 过 +1, 同 理 bp 夺 y+1，c 达 z+1. 
这 样 就 有 2abc = bc(x+1)+ca(y+1)+ ab(z+1) 
之 bca + cab + abc 
= 3aAx ， 
这 是 不 可 能 的 . 
下 面 证 明 ; 几 是 大 于 2abc -& 一 ca 一 ab 的 数 n 都 能 表示 为 xbc + 
ya 二 zab 的 形式 . 
为 此 先 证 明 一 个 引 理 ; 
设 a,b 都 是 正 整 数 , 且 (a,65) = 1, 则 凡是 大 于 ab - a 一 5 的 数 必 
能 表示 为 ar + by(x 宇 0,y 宇 0) 的 形式 . 
因为 (a ,5) = 1, 则 不 定 方程 
ar+by= m 
必 有 整数 解 , 设 (u,v) 是 它 的 一 组 整数 解 . 
于 是 每 个 整数 wm 都 可 表达 为 
m= (ukob)jat+(vt+ka)b, kEZ 
的 形式 . 
选取 ko, 使 0 和 wkob < 0 并 令 
Uo = um kob, veo= vt+ koa, 
则 有 m= uat+ vob, Ou <b, vwEZ. 
显然 ,只 要 vo 之 0， m 即 表 示 成 了 所 要 求 的 形式 . 
对 于 大 于 ab -a -上 5 的 正 整 数 mm ,这 时 有 
(bp—-Datvbuwa+ v=m>ab-a-b. 
由 此 得 mp >-56， vo>-1，wvo 宇 0. 
因此 引 理 得 证 . 
下 面 证 明 当 nn > 2ab -be ~ ca 一 ab 时 ,nn 必 能 表示 为 xbc + ya 十 
n>2abc—- oc- ca—ab 
=(abc ~ ab—-cat+a)+(abc—-a— be) 
=a(lb -1)(c—-1)+(abc-a-i) 
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之 a(bc)—- a- tc. 
由 题 设 (a ,bc) = 1, 则 由 引 理 ,n 可 写成 
n=aw+ri, OZr<a. 
此 时 又 有 ar =n 一 zr 宇 n 一 (a 1l)bc > abc-ab- ca. 
即 wbc-b-ae. 
再 由 引 理 ,w 可 写成 妈 = cy+bz，y 疡 0， > 之 0. 
从 而 可 得 nn = aw + xbc = a(cy + bz) + xbc, 
即 n= xec+wat+zab， Xx 之 0，y 之 0，z 之 0. 
6.38 ”如 果 一 个 整 系数 多 项 式 的 所 有 系数 是 互 素 的 , 则 称 它 为 本 
原 多 项 式 . 试 证 本 原 多 项 式 的 积 , 还 是 本 原 多 项 式 . 
(前 苏联 大 学 生 数 学 竞赛 ,1975 年 ) 
[证 1 设 Az),g(Cz) 为 本 原 多 项 式 , 即 
f(x)= ago+al 芝 十 :十 QZ， 
g(x) = bo+ BIx + + br”, 
(ao,ai aa) = 1, 
(bo0,61,…,b,) = 1, 
并 设 六 和 7. 则 
f(x)g(rx) = cgo+ctz+caz 十 十 ci 
其 中 系数 Ck 满足 
| + ai 二 二 altoot0 委 有 R 委 7 帮 )， 
ck = 





关注 风 革 风光 中 当 - 询 生 加 太一 放 尖 


mtn 
时 


CA mbm 十 ap- m+1bm-i 十 …* 十 Qkb0C 7 < k < 7 ) ， 
Ap mb + dp m+i bm-l 十 十 anbe_ n(n < k < m+ n ). 


若 f(x)g(x) 不 是 本 原 多 项 式 , 则 co0,cl ,cs,… ,c+, 有 素 公 约 数 


由 p 是 co = aopn 的 素 约 数 ,可 有 下 面 的 三 种 可 能 . 

(1)p 是 bo 的 约 数 , 但 不 是 ao 的 约 数 ; 

(2)p 是 a6 的 约 数 , 但 不 是 6 的 约 数 ; 

(3)p 既是 ao 的 约 数 , 也 是 bo 的 约 数 . 

在 情形 (1) 下 , 因 (60,61,…,6,) = 1, 故 有 i(0 过 i < 六) 使 得 和 
b1,…,b; 能 被 p 整除 ,但 Of 不 能 被 p 整除 .考察 ci， 


Cit+l 一 agbiri 十 ab; 十 "… 十 ai+1po. 
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该 式 的 第 一 项 不 能 被 p 整除 ,而 后 面 的 i+ 1 项 都 能 被 bp 整 除 ,所 以 ci,1 
不 能 被 p 整除 ,与 p 是 co,ci,c2，,… ,cw+ 的 公约 数 矛 盾 . 

在 情形 (2) 下 , 因 (a0,al,…,a,) = 1, 故 有 j(0 志 7 < n) 使 得 a0， 
a1,…,a; 能 被 p 整除 ,但 al 不 能 被 p 整除 . 

在 了 这 m 一 1, 则 

cr 二 aobjr1 + “+ ajbl + ajribo 
的 前 ;} + 1 项 能 被 p 整除 ,但 最 后 一 项 不 能 被 p 整除 , 故 ci+l 不 能 被 p 
整除 .出 现 予 盾 . 
若 m 志 7 过 nn 一 1, 则 
cl = Qjrt-mbm 十 十 4 十 Qi+l100. 
的 前 m 项 能 被 p 整除 ,但 最 后 一 项 不 能 被 p 整除 , 故 c++ 不 能 被 p 整 
除 ,出 现 矛 盾 . 

在 情形 (3) 下 , 同 理 , 有 i,j(0 志 1 过 mm-1,0 志 jn 一 1) 使 得 
bp, by,",b; ao, aa, ,a; 能 被 bp 整除 ,但 ar ,5;;| 都 不 能 被 p 整除 ， 
这 时 可 以 证 明 cj,,,3 不 能 被 p 整除 ,出 现 蔬 盾 . 

综 上 所 述 , f(x)g(x) 的 系数 co,c),… ,css 没有 任何 素 公 约 数 ， 
因此 Az)g(Cz) 也 是 本 原 多 项 式 . 

[证 2] 设 f(x),g(x) 为 本 原 多 项 式 , 即 


flr) 一 Dai， a, 尖 0， 
二 0 


线束 党 


SCz) = bv, b,, #0, 
且 (a0sa1ss gs) = 1 
(bo,b1,%,b,) = 1. 
对 wb 进行 扩充 , 令 
a; 二 0，i<0 或 i>n， 
b;=0, jy<0 或 ) > mn. 


OO 


则 


二 [中 中 | 
f(x) = Paix = Zair, 
:二 0 9 


[=~ 


gr) = Do r= Pox. 


:=0 了 = 一 oo 
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于 是 
zz) g(x) = (Za ) ( 2107) 


-> (> ap) 
kA=0 i=0 

= Dor. 
k=0 





区 
其 中 和 
一 费 
Cp 二 Dab k=0,1, ,m+n. 马 
:二 0 定 
设 p 是 任 一 素数 , 则 由 中 可 知 ,存在 整数 ,使 理 
pla, i<r,Hpta,, 0rn. 
由 四 可知 ,存在 整数 ;, 使 
户 | ob,, < 必 , 且 户 招 ,，0 和 过 和 志 人 了. 和 
互 
于 是 
Crts = Xa; DA- 
if = 0 
r—l < 
一 Za; brrs-i 十 a + > arse 
i=0 j=0 
由 此 可 得 


p ferrs-. 
由 p 的 任意 性 可 知 
《coyciy Cntn) = 二， 

即 f(x). g(x) 也 是 本 原 多 项 式 . 

6.39 求 三 个 正 整 数 a ,b,c 使 

(lja<b< ae; 

(2) 它们 两 两 互 素 ; 

《3) 任 两 数 之 和 必 是 第 三 个 数 的 倍数 . 

证 明 你 要 找到 的 三 个 数 是 惟一 的 一 组 ,其 他 任何 三 个 数 都 不 能 同 

时 满足 上 述 三 个 条 件 . 
(中 国 江 苏 省 南京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 条 件 (1) atb<2c, 
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+- 3 计 


| 





由 条 件 (3) a + b= kc(k 是 正 整 数 ). 


于 是 kc <2c, k<2, k=1. 
数 所 以 a+pbp=e. 
又 由 条 件 (3) ”a + c = mb(m 是 正 整 数 ). 
即 2a+b= mb, 


2a 一 (m YY 1)5, 
即 整除 2a, 又 (ae,p) = 1， 
所 以 5 整除 2. 


因而 b= 1 或 2. 

同 理 b+i+c= na, 
即 2b+a= na, 
则 a 整除 25 ,因此 a 整除 2. 

于 是 a 二 1 或 2. 


又 由 a 之 25, 则 a=1, 6=2, c=3. 
经 验算 ,a = 1， 6 = 2，<c = 3 是 符合 条 件 的 惟一 一 组 解 . 
6.40 ”证 明 如 果 5 是 能 被 必 整除 的 自然 数 (a 和 nn 也 是 自然 数 )， 
那么 (a + 1)* - 工 能 被 a"*! 整除 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1932 年 ) 
[证 1] 用 牛顿 二 项 式 展开 


性 、 
(+l) -1 = > Gat. 
ki 


下 面 我 们 证 明 
ar | Ca (k= 1,2,.…,6). 


由 于 
kCS 一 bC% 1. 
则 b | kGC. 中 
设 d 是 2 和。 的 最 大 公约 数 , 则 
人 二 )=， 
cd 
由 @ 式 有 人 人 
于 是 人 
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为 证 明 ”of Ce ,只 需 证 a! 2 

事实 上 ,因为 4 过, 则 4 小 于 任何 一 个 素数 的 & 次 寡 . 

假设 p 是 a 的 标准 分 解 式 中 的 某 一 个 素 因子 , 则 有 d 过 大 
设 在 a 的 标准 分 解 式 中 的 指数 为 a. 


因为 a" 15, 则 在 b 的 标准 分 解 式 中 的 指数 不 小 于 wa, 从 而 在 也 





的 标准 分 解 式 中 ,bp 的 指数 8 满足 B 宇 na 一 (k--1) 宇 (n 一 k+ 1)a. 欧 
拉 
从 而 在 2 的 标准 分 解 式 中 ,p 的 指数 7 满足 ， 
y 宇 kla+(n-k+t+l)a = (n+ 1)a. 是 
而 a"*! 的 标准 分 解 式 中 , 的 指数 为 (n + 1)a. 于 是 必 有 
a"+! | 2 邓 
| 定 
从 而 有 Qi+ | Ce at. 和 
证 an+tl | SC 末 
= 上 教 

于 是 a™'l|(a+1)—1. 


[证 2] 对 n 用 数学 归纳 法 . 
(1)n = 0 时 ,由 a? 15, 可知 5 是 任意 自然 数 ,而 


vo 
(a+1) -1= Gat, 


k= 1 
显然 能 被 c0+1 = 4 整除 . 
假设 n = 时 ,命题 成 立 , 即 
如 果 as165, 则 attl | (at+1)*-1. 


假设 /是 能 被 整除 的 数 , 则 1 女 
令 人 = 5, 则 a* 1 0， 
(ae+1)”-1 
= (a+l)2 一 1 
= [(a+1)*]*—1 


一 [(a 十 1)* 一 1][(a +1) D+(a F124 + at1)e 
+ 1] 
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由 归纳 假设 os | (a + 1) 一 工 
而 上 式 中 的 第 二 个 方 括号 中 有 a 个 被 加 项 ,把 它 表示 为 

[Cat+1) De 1]+[Ca+1) 3 一 1 +…+[a+1) -1j+a. 
由 (1), 即 ”= 0 时 命题 成 立 的 结论 ,上 式 每 一 项 都 能 被 a 整除 , 因 


a 


而 
& 1 [Ca + 1)..-D2 + {at 1 (te 一 2) 十 ,十 1]. 
从 而 有 at | (at+1)* ~—1. 
因此 , 当 nn = +1 时 ,命题 成 立 ， 
由 以 上 ,对 非 负 整数 x ,命题 成 立 . 
6.41 ” 设 整数 不 能 被 5 整除 .证 明 zs - zx + 不 能 写成 两 个 次 
数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 对 x 一 xz 十 上 的 分 解 有 两 种 可 能 : 
zt 一 并 十 有 = (六 +Tal)(z4+ar3+crz+ dr + e), 
7 一 十 上 = (x + ar+b)(rxi+er + dr+e). 
上 两 式 的 字母 系数 都 是 整数 . 
对 于 第 一 种 可 能 : 
一 a 为 xz” 一 x + 上 的 根 ,所 以 有 
- (a -a)+k=0. 
由 费 马 小 定理 ， 51a ~-a. 
从 而 上 能 被 5 整除 ,与 & 不 能 被 5 整除 予 盾 . 


对 于 第 二 种 可 能 : 

比较 等 式 两 边 同 次 项 系数 ,得 
a+c= 0, 
ac+pbt+d = 0, 
et+adt+wb = 0, 
ae + bd 三 一 上 
be = 上 . 

由 前 三 式 得 

c=-a, d=a’*~b, e=2a-a’. 
代入 后 两 式 得 


3a:b+1l=at+6, 
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ab(20 - a’) = &. 
于 是 有 
k=2a(3a6+1-at)- ab 
=—- 2(a?— a)+ Sa b. 
仍 由 费 马 小 定理 ,5 | a5 ~ a, 从 而 能 被 5 整除 ,与 不 能 被 5 整 
除 矛 盾 . 
所 以 在 上 不 能 被 5 整除 时 ,x5 一 x + 大 不 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 
整 系数 多 项 式 的 积 . 
6.42 ”证 明 当 素数 p 宇 7 时 ,p+ -1 能 被 240 整除 . 
(第 51 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 素数 p 宇 7 知 ,p 是 奇数 ,因而 p-1， p+1,，p*+1 
均 为 偶数 ,日 p - 1 和 p+ 1 是 相 邻 偶数 ,于 是 
(p-D(p+1)(p*+1)= p41 能 被 2.2.4 = 16 整除 . 
又 由 费 马 小 定理 ,(p,3) = 1，(p,5)= 1， 
则 . 31p*—-1, SIp4—1. 
因为 16,3 和 5 两 两 互 素 , 则 
16.3.51p4—1, 





泗 注 风 着 隐 稚 出 学 - 隐 拘 加 六 一 旋 尝 


即 240 1 p+—1. 
6.43 设 衣 实 2,71,n2,… ,nk 为 自然 数 ,满足 
n2 1271—1, ns1223 1, 7 R12%71 1 nl:12%—1. 
证 明 zf = ny;y=… 二 n=1. 


(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 p 为 素数 ,由 费 马 小 定理 知 


22 i=1 (mod p). 
设 与 p -1 的 最 大 公约 数 为 d. 
如 果 mn > 1, 且 
"” =]1 ( mod p). 
则 24 二 1 (mod p). 


从 而 n 的 最 小 素 因 数 m(n) 夺 dp-1<p. 
假设 结论 不 成 立 , 即 了 1 和 2， 中 有 大 于 的 ,如 好 1 > 1, 那 么 
n>1， HL 之 12 > 上 
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由 于 n2 | 2"1 一 1, 则 


m(n2) 1271 — 1. 
从 而 有 m(n2) > m(ni). 
卷 同 理 有 mm) mn) < m(n). 
出 现下 对 . 
所 以 1 一 7 二 … 二 了 三 工 
6.44 ”对 素数 户 之 3, 定义 


p-l 
F(p) = 2， = 村 -| 各 | 
这 里 {x| = x 一 [x] 表示 xz 的 小 数 部 分 . 求 f(p) 的 值 . 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1993 年 ) 
[ 解 】 作 120 除 以 户 - 1 的 带 余 除 法 : 
120 = ga(p-1)+r,， 0 过 rr 奈 p-2. 
因为 素数 p 这 3, 所 以 p 是 奇数 ,由 于 120 与 p -1 是 偶数 ,所 以 + 是 侦 
数 . 


与 
定义 G(p) = Dk. 


根据 费 马 小 定理 ,对 于 = 1,2,…, 台 一 ,有 
k?* 1 (mod p), 
所 以 F(p)=G(p) (mod p). 
1 JF(p) 
f(p) = | 


2 
1 | 世间 | 
2 p L 
以 下 分 两 种 情况 讨论 . 
情形 I: r=0. 
2 
此 时 有 G(p) = Dp = Lt. 


k= 1 


f(p) =- 广 - | | 
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_1 pp-1 
= 了 27 
上 
=25 
情形 由 : r 关 0. 
因为 r 是 偶数 ,所 以 对 mod p ,有 
G(p) =1 +27 + + (2 ) 
-TY 
=(p- 1)"+(p-2)" + + (pe ) 
-Cp-D tp-2) tt (A ) (mod p). 


兽王 这 学 


2G(p) = G(p) + G(p) - 
三 s i (mod p). ' 
又 因为 同 余 方程 
+” = 1(mod p). 





的 互 不 同 余 的 解 不 超过 rr 个 ,0 过 7 过 pp 一 2, 所 以 至 少 存在 一 个 
a€ {1,2,…,p—1| 
使 得 
a’ 2 关 1 (mod p). 
我 们 有 
2aG(p) =(1 a) +(2.a) + +((po1)a)’ 
=2G(p) (mod p). 


(这 是 因为 1.a,2:a,…,(p 一 1)a 对 于 mod p 两 两 不 同 余 , 构 成 
了 模 p 的 剩余 系 ) ,于 是 
2(a’ — DD)G(p)E0 (mod p). 


又 由 于 2(x 有关 0 (mod p), 

所 以 有 G(p)0 (mod p). 

此 时 有 /(p) = 十 -| 全 名 [= 二 
2 p 2 


下 面 寻 求 属于 情形 I 的 素数 p 宇 3, 刀 满足 p -- 11 120 的 素数 p 
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之 3. 这些 素数 是 
3,5,7,11,13,31,41,61. 
娄 而 其 他 素数 属于 情形 正 . 
风 综 上 所 述 ,本 题 的 答案 为 


了 荆 | 工 | 工 [ 王 | 二 | 二 | 二 | 了 | 


6.45 以 gpg(n) 表示 与 自然 数 n 互 质 且 小 于 n 的 自然 数 的 个 数 . 
(1)p,g 是 两 相 异 的 质数 .证 明 
pl(pq) = (p -1)(q— 1). 
(2) 利用 (1) 的 结论 , 求 满足 gp( pg) = 3p + 9g 时 的 p,g 之 值 . 
(中 国安 徽 省 安庆 市 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 】 (1) 因 为 p,q 是 两 互 异 的 质数 , 则 小 于 pg 且 与 pg 互 质 的 自 
然 数 , 既 不 能 被 p 整除 ,又 不 能 被 g 整除 . 
而 从 1 到 pq -1 的 pg -1 个 自然 数 中 ,能 被 p 整除 的 有 g - 1 个 ， 
能 被 g 整除 的 有 p -1 个 数 . . 
pg(p9)=p9-1-(p-1)-(g-1)=(p-1)(e -1). 
(2) 由 (1) 有 








(p—-1)(g~-1)= 3p+9g, 
pg-4p~-2g+1=0, 
(p—2)(g—4)=7. 


pp 2 
qg—-4=7,， 4 一 4=1， 
上 p-2=-7, 
dg 一 和 三 一 7， a 


解 得 p = 3， 9 = 11. 
6.46 求证 恰 存 在 一 个 整数 数列 al 42 满足 Ql 一 1 ， Uy > 
1, 有 有 antit1 = aani(n > 1). 
z (第 19 届 奥地利 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 已 知 ， : 


a3+1= a143 = 03， 


346 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





所 以 ay | aa4 = a3+1, 





即 a | (a3+1)3+1= a?+3as+3a)+2, 
于 是 2 | 2. 
又 由 题 设 a2 > 工 ， 
所 以 2 一 2 
由 此 算出 a3 = a3+1]1= 
3 十 
a4 = +! - 365 
2 
、 Qn+] +1 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 由 al =1，a; =2 及 ac = 一 


义 的 数列 是 正 整 数 数列 . 
(1)al = 1,a2 = 2,4a3 = 二 9,a4 = 365 是 正 整数 . 
(2) 假设 nods dn—3sr dn 2 dn] 是 正 整 数 , 则 
a3_] 十 1 
(ni—2 
ai 3(a3_1 + 1) 


3 
dn-3dn—2 


天 


(0 14 3) + aa 3 


an-3Qn-2 
记 a = (as ic 3)+ay 3 显然 
Cy 3 | a. 
又 因为 az -3 十 ] 二 an 2Qn 4， 
所 以 (a ,ay 3) = 1. 


因此 只 要 证 明 a,_, | a 即 可 得 a, 是 整数 . 
由 于 a = (ay-14n 3) + ah3 
= (a% ;+1)3+a3, 
= (ar 3+1)+a%2+3a +3a3., 
= a za 4 + ad 2 + 3ad_2 + 3a3., 
= an-2(Qn4 + an 2 + 3ah 2 + 3a2.2), 
所 以 dn_21 CQ， 
于 是 a, 是 整数 
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所 > 流 


由 (1),(2) ,对 所 有 自然 数 n ,a, 都 是 整数 . 
6.47 ” 试 证 对 于 数列 |2” - 31， n = 2,3,4,…, 至 少 有 一 个 无 穷 
子 列 存在 ,其 中 的 项 两 两 互 素 . 
(第 13 届 国际 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 设 p(m) 为 欧 拉 函数 , 即 gp(m) 表示 小 于 所 给 正 整 数 m， 
且 与 m 互 素 的 正 整 数 的 个 数 ， 
在 大 于 1 的 目 然 数 ”中 ,我们 按 如 下 方法 选 出 一 个 无 穷 子 列 ， 
(1) 取 no 一 3， 
取 ni = 9p(2% 3) = og(5)= 4. 
(2) 若 HE 已 取出 , 则 取 
msi = 9(2"%0 — 3) 9(2" 一 3)…9p(2. — 3) 
=np* p(2% — 3).(k 守 1) 
这 样 ,我 们 给 出 了 数列 |j2” - 3} 的 一 个 无 穷 子 列 2"0 - 3,2"1 一 3， 
2"2 — 3, 
现在 只 要 能 够 证 明 
(2%+1 — 3,2™% ~ 3) = 1， 
其 中 ?7 = 0,1,2,…,. 
那么 这 个 无 穷 子 列 就 符合 题 设 要 求 . 
为 此 要 用 到 欧 拉 - 费 马 定理 : 
各 4 与 mm 互 素 , 则 
at 三 1 (modm). 


取 a=2,m =2"-3 (nn = 3,4,5,…), 则 上 式 成 立 . 
于 是 有 292 3 = 一 1 (mod (2% -3)). 
D+] 


_ [ 29(2 3) ] of(270 -3) 9(2" 3) pg(2"i~! -3) 9(2"i+ 1 3)g(2 3) 


这 





二 1 ( mod (272 — 3)). 

所 以 有 2 -3 二 -2 (mod (2 -3)). 

此 时 , 春 上 是 24 -3 和 2” 一 3 的 一 个 公 因 子 , 则 有 .| 2. 

又 因为 242” -3, 则 上 关 2, 即 上 = 1. 

好 证 得 (2% -3，22 -3) =1,(i=0,1,2.…,) ,成 立 . 
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所 以 无 穷 子 列 12” -31(i = 0,1,2,…) 中 的 项 两 两 互 素 . 

6.48 ”序列 1S,| 构造 如 下 :Si = |1,1},S; = 11,2,1S3 = 11， 
3,2,3,1| ,一 般 地 , 行 S 一 [aa ;Qn|,; 则 Sp+l1 = al,at+ a2,a2, 
a + a3,'"" ,An-l 十 Gy ya |. 

在 Siosg 中 有 多 少 项 等 于 1988? 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 记 p(n) 为 欧 拉 函数 , 即 不 超过 的 ,与 互 素 的 自然 数 的 





欧 
个 数 ， 和 
容易 看 出 S, 中 每 两 个 相 邻 的 数 互 素 , 并 且 较 大 的 数 等 于 它 左右 两 | 吉 
个 相 邻 数 的 和 2 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 :在 n 之 2 时 ,每 一 对 不 大 于 nn 的 互 素数 a “| 至 
> 6b, 在 S，,S3,…,S, 中 愉 有 两 次 相 邻 和 
由 对 称 性 ,因为 每 个 S, 中 的 数 都 关于 2 对 称 , 则 只 须 证 明 ,< 和 4 在 | 定 和 
2 的 左边 恰 有 一 次 相 邻 ， 和 
n = 2 时 ,结论 是 显然 的 . 
假设 对 nn 一 1 (n -1 之 2) 结论 成 立 . 数 
只 考虑 2 的 左边 ， 


奇 a 达 nn, 则 a,5b 在 S, 中 不 相 邻 . 

否则 ,者 a,b 在 S, 中 相 邻 ,由 S, 的 构造 , 则 a -5 与 6 均 在 S,-| 中 
并 且 相 邻 . 由 归纳 假设 ,a 和 6 在 S,,…,S,-! 中 相 邻 ,从 而 a -5,5 在 
S;,S;3,…,S,_2 中 相 邻 .这 样 ,a -5 和 65 在 S,,…,S,-_t 中 ,在 2 的 左边 
至 少 相 邻 两 次 ,出现 矛盾 . 

于 是 a 和 6 在 S;,…,S, 中 与 在 $S:，……,S, 1 中 相 邻 的 次 数 相同 , 均 
为 一 次 ， . z 

者 a 二 nn, 则 由 一 b,b 在 S,,…,S,-1 中 仅 相 邻 一 次 ,所 以 n ,5 在 
Ss,…,S, 中 仅 相 邻 一 次 . 

于 是 对 n ,结论 成 立 . 

现在 考虑 S,,…, S, (不 限于 2 的 左边 ) 中 那些 首次 出 现 的 .它们 
也 就 是 S, 中 的 个 数 ,这 些 的 左 邻 与 右 邻 < n (它们 的 和 等 于 ), 并 
且 与 2” 互 素 . 

由 上 面 的 论证 ,2 的 左 邻 与 右 邻 的 个 数 为 2p(n), 所 以 S, 中 的 个 
数 为 p(n ). 
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本 题 的 结果 为 :在 Sioss 中 ,1988 的 个 数 是 
Pp(1988) = op(4)9(7)¢%(71) = 840. 
6.49 设 是 大 于 6 的 整数 , 且 al,a;,…,as 是 所 有 小 于 n 且 与 
n 互 素 的 自然 数 ,如 果 
a2—41= 43- A472" =a al>0, 
求证 ”或 者 是 素数 或 者 是 2 的 某 个 正 整数 次 知 . 
(第 32 届 国际 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


六 


[证 ] 显然 ai; = 1. 
因为 (ni,n)=1, 
所 以 4 二 1 一 上 

令 d =a,-a:>0. 

(1) 当 a, = 2 时 ,q = 1. 

从 而 a;=i,， a=k=n~-l. 

由 已 知 ,al = 1, a2 = 2, …, a = 上 是 所 有 与 4 = 上 + 1 互 素 的 
自然 数 ,因而 n 是 素数 . 

(2) 当 a;, = 3 时 ,qd = 2. 

此 时 aa = 5， a4 = 7,… ,从 而 al ,a2，,… ,as 都 是 奇数 ,n 二 +1 
是 偶数 . 

因为 ” 与 小 于 n 的 奇数 互 素 , 所 以 2 是 2 的 某 个 正 整数 次 宕 . 

(3) 当 az > 3 时 ,首先 a; 不 可 能 是 合 数 . 

若 a 是 合 数 , 则 as = pg, p>1,g>1. 

因为 (az ,2z) = 1, 则 (pg,n) = 1, 即 有 

(p,n)=1,(g,n)=1. 

于 是 p,q 应 为 ial,a2,… ,ari 中 的 两 个 元 素 , 而 p < 4a,， q < ay, 
这 是 不 可 能 的 . 

所 以 az 是 不 能 整除 ”的 最 小 素数 . 

因为 ax > 3, 所 以 3 与 n 不 可 能 再 互 素 ,于 是 必 有 31n. 

由 于 存在 自然 数 m ,使 得 

nn7—-1=a=1+ md. 

所 以 7 一 2 十 71C. 

即 有 3 +d. 

因为 az = 1+ ad,3+as, 所 以 3 们 + 4a. 
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于 是 4 满足 4d 三 ] (mod 3). 

所 以 有 311+24d. 

如 果 1+2d 过 n, 则 a3 = 1+24d, 此 时 有 

(a3,n) 之 3. 
与 (a3,n) = 1 歼 慎 . 
如 果 1+ 24 宇 7n, 则 必 有 
n—-l=1+d. 

即 小 于 n 且 与 n 互 素 的 自然 数 只 有 al = 1,a = 1 ++ 4, 即 其 个 数 
p(n) = 2. 

令 = Prip2… 六 ,其 中 pi < p<<… < p,, 且 是 素数 ,a;,i = 1， 
2,…, 上 是 自然 数 , 则 由 欧 拉 函数 性 质 可 得 

p(n) = | pp 1), 

由 gpg(n) = 2 可 得 n = 3, 或 4, 与 a > 3 芽 盾 . 

综 上 所 述 ,n 是 素数 或 是 2 的 某 个 正 整数 次 客 . 

6.50 在 2! 的 十 进 制 表示 中 ,从 个 位 数 算 起 第 一 个 非 零 数 字 记 
为 a,; 问 是 否 存在 自然 数 NN ,使 得 CN+19 N+29 N+T3 ,是 周期 数列 ? 

(第 32 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 如 果 存 在 自然 数 NN ,使 得 
UN+tI 9 AN+t29°"" 
是 周期 数列 . 设 其 周期 为 工 , 令 
1 = 2° 92， 旋 . 

其 中 al ,a; 为 非 负 整数 ,日 (p,10) = 1. 

取 自 然 数 mm 实 max lal,a21, 自 10”>N. 

取 &= m+ gpg(p), 其 中 yp(p) 表示 [1,pj] 中 与 pp 互 素 的 整数 的 个 


数 . / 
由 欧 拉 定理 可 知 
1072) -1=0 (mod p). 
所 以 有 10”%(1077) ~- 1) 三 0 (mod T), 
即 10* 三 10” (mod T). 


由 于 (10*)! = 10*(10* ~ 1)1!, 
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站 入 


2 





3 机 举 


从 而 由 a 的 定义 可 知 
ok 一 地 10 炎 |， 
显然 10 -1 > AN, 于 是 
Q2.10 -410 = Q2.102-107 -1 
显然 ,2 10* - 10” 的 第 一 个 非 零 数字 是 9, 又 
(2.10 -10”)1=(2.10 一 102)(2 10°— 10”— 1)!, 

所 以 Q2.108_102-1 = 5. 
但 这 是 不 可 能 的 .这 是 因为 在 ”1 = 2”.3". 5%… 的 素 因 子 分 解 中 , 满 


是 
“=| 六 > -| 


即 n!1 中 2 的 最 高 指数 不 小 于 5 的 最 高 指数 . 
所 以 使 UN+tIt CNH2 为 周期 数列 的 N 不 存在 . 


6.51 。 试 求 所 有 的 正 整 数 x > 1, 使 得 地 + 是 整数 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 显然 数 n 为 正 奇数 ,于 是 我 们 只 需 考 虑 n 实 3 且 为 奇数 
的 情况 . 
设 p 是 的 最 小 素 因 数 , 则 p 宇 3, p12"+1. 
令 i 是 使 p 12'+ 1 成 立 的 最 小 下 整数 ,我 们 将 证 明 1 才 ;<p-1. 
看 7 之 户 - 1 则 可 设 
i=(p~-l)t+r,0<r<p-1,r,t€Z. 
由 费 马 小 定理 可 知 户 |22 一 1. 
于 是 27(2771)! 2 (mod p), 
2’:+1= (271) .2r+12 +1 (modp). 
故 由 p12:+1 即 知 p12r+1. 
这 与 i 是 使 p | 2’' + 1 成立 的 最 小 正 整 数 相 了 矛盾. 
于 是 1<i<p-1. 
令 n 二 ia + ri，0 达 ri 过 7, 则 
22 + 1 =2*tr+1 
=(2+1-1) .25+1 三 (-1)22+1 (mod p). 
由 pi2"+1 得 p1(-1)*2"%+1. 
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若 21a, 即 a 是 偶数 , 则 p12"+1, 由 ri < i, 与 i 的 意义 相 矛 盾 . 


此 时 只 有 六 1 一 0. 
若 2 ta, 则 由 p11-2m%+1 知 p12”m--t. 
若 ri > 0, 可 令 i= ri+b,1 志 5b < i, 于 是 由 
2:+1=(2-1).22+22+1 
得 p12?+1. 
这 又 与 ;的 意义 相 政 盾 ,此 时 也 有 ri = 0. 


于 是 n= i, 即 ;17, 但 户 是 2 的 最 小 素 因 数 , 且 1 近 ;< ]p -1， 


因而 ;= 1. 
又 由 户 12 +1 可 得 户 = 3 
于 是 可 以 把 写成 
1 一 3 和 之 1 (c,3)= 1,2t+e. 
现在 我 们 证 明 ;x = 1. 
奉 mx 宇 2, 则 由 
n” |12"+1 
可 知 3 和 2 127+1. 
于 是 由 
2m-1 


2 +1= (3- D+1=3n- 2)(- C3 (mod32”). 
k=2 


2n—1 


32” | 3n — >- 1)*Ck34. 中 
设 &! 的 3 的 最 高 次 寡 为 x , 则 
_ k vk 3 _&k 
“= Dl |< 过 ~ _I 2 
3 


若 3*CGs 的 3 的 最 高 次 宕 为 8, 则 当 达 2 时 ,有 


PB>k+m-—— 之 网 十 二 


2 
若 8 之 +2, 则 323 | 34kCk. 
注意 到 wi 宇 2, 所 以 有 2 和 六 宇 m+2. 
于 是 由 中 知 ， 32 | 3n. 
进而 37tl | 7 
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Sw 出 六 


则 


这 与 (c,3) = 1 矛盾 .从 而 证 明了 mm = 1, 即 
n= 3c, (c,3)=1. 
设 c > 1, 而 g 是 c 的 最 小 素 因数 ,显然 有 9 之 3$, 且 gg12 +1 
类 似 地 , 令 7) 为 使 9 12 + 1 成 立 的 最 小 正 整 数 , 则 必 有 
1 和 /<d 一 1. 
进而 又 可 证 明 7 12. 
因而 由 素数 gq 的 定义 及 j < gq - 工 可 知 


jE€ 11,3}. 
于 是 由 g12 +1 得 g = 3, 这 与 g 守 5 矛盾 . 
因而 c= 1. 
所 以 n 二 3. 
可 以 验证 3:123+1. 


于 是 ,满足 要 求 的 正 整 数 只 有 n = 3. 

6.52 设 n 为 大 于 1 的 整数 ,求证 2” - 工 不 能 被 n 整除 . 
(第 33 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1972 年 ) 

[证 ] 假定 对 于 某 个 m > 1 的 整数 ,使 得 nn 1 2" 一 1. 则 nn 必 为 奇 


设 p 为 n 的 最 小 素 因 数 (n 为 素数 时 ,p = nn). 
由 欧 拉 定理 可 知 
29(P) = 221 三 1 (mod pp). 中 
令 整 数 g 满足 不 等 式 
0<n-(p-lD)a<p-l1, 


= | 





对 (DD 应 用 同 余 式 的 性 质 可 得 

2 ) 三 1 (modp) © 
又 由 n 12”~1 得 

2 三 1 ( mod p). 全) 


] A) 一 n—(p—1)g. 
对 书 ,(3 应 用 同 余 式 性 质 可 得 

21 尘 1 (mod p). 4) 
因为 0< 区 户 -1 工 所 以 
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A1 +p, 

进而 AL tn. 
令 n= 91A1 十 42， 
其 中 g| 为 整数 , 且 0 < 1 < 1， 

由 @,@@ 应 用 同 余 式 性 质 可 得 

2%2 汪 1 (mod p). 
依 此 类 推 , 可 求 得 一 系列 同 余 式 
1 (modp),k = 1,2,.,1. © 

其 中 入 满足 A>>249>-…> 和 >0. 

由 于 (n,p 一 1) = 工 ,由 无 限 递 降 的 结果 ,最 后 必 有 1，= 1. 

这 时 回 式 化 为 2 和 1 ( mod p) 这 是 不 可 能 的 . 

因此 n 12”" 1. 

6.53 ” 求 出 所 有 小 于 10 的 正 整 数 M, 使 得 5 整除 1989™M + 
M8 





(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 





深 济 加 次 泣 光 中 学 7 隐 光 于 一 性 办 


[ 解 ] 考虑 mod 5. 
1989M 二 (-1)M (mod5). 
若 M = 5, 则 
AT1989 = $1989 = 0 (mod 5), 
1989” = 198% = 二- ] (mod 5), 
则 5 +1989M + M1989. 
于 是 MB 5. 
由 费 马 小 定理 ,5 是 素数 ,又 M 关 5 且 1 过 M 达 9, 则 (5,M)=1， 
于 是 
Mi = M (mod5). 


奋 M 为 奇数 , 则 SIM-1, 
因而 M =1. 
若 M 为 偶数 , 则 SIM+1, 
因而 AT = 4. 
于 是 M= 1 或 4. 


6.54 设 g(2) 定义 如 下 :g(1) = 0,g(2) = 1， 
glnt+2)= gl(n)+g(nt+1)+1l (n>1). 
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并 


证 明和 大 n > 5 为 素数 , 则 nn 1 g(n)(g(n) + 1). 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 令 Fa) = g(n)+1, 则 
f(1) = 1,/(2) = 2， QD 
fln+2)= f(n)+ fln + 1). © 
则 | f(xn)i 为 斐 波 那 契 数列 ,由 由 ,人 可知 


"(3)" 


fl(n) = EE 人 
当 n 为 大 于 5 的 素数 时 ,由 费 马 小 定理 
S$S"*1l=1 (modn). 
因为 n 为 奇 素数 , 则 上 了 为 整数 ,于 是 
n15" -1= (5 41)(5 -1). @ 
车 wn 1 (55 + 1), 则 由 于 0< j < 7 时 ， 
2 |] CO. 
， _ (V5 + 1)**! — (1 — V5)"+! 
2 n) = 
fln) 也 


_ (WS+1)"- (1 -V5)" 
2 


,YW5+ D+ (Ly5)" 
2 5 
#1 Ea 
7 3 
一 > ,C24(VYS)24 上 > Cry5) 
k= A= 人 0 


=]1+57 (modn) 


三 0 (mod 2) . 
若 n 5 扩 + 1), 则 由 团 
1 1(S5 -1). 
所 以 有 2"(f(n) -1 二 1+55 -2， 


= 一 2 
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最 后 一 步 是 因为 由 欧 拉 小 定理 

2" 1 三 1 (mod nn), 

2”" 汪 2 ( mod n ),， 

2” ~-2 汪 0 (mod n). 
由 以 上 ,总 有 12"f(n)(f(n)-1). 
因为 (2,n) = 1, 则 | Fn)(f(n) 一 1), 即 


欧 

nilg(n)(g(n)+ 1). 拉 

6.55 ”是 否 存在 具有 如 下 性 质 的 集合 M: 上 

(1) 集合 M 由 1992 个 自然 数 所 构成 ; 是 

(2) M 中 的 任何 元 素 以 及 其 中 任意 个 元 素 之 和 都 具有 mt 的 形式 | 本 
(mk EN,k 守 2)? 孙 第 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 二 
[ 解 1] ”我们 考察 更 一 般 的 问题 : 时 

对 于 任何 正 整数 ,都 存在 由 个 自然 数 所 构成 的 集合 Mo 满足 条 | 三 

件 (2). 教 





下 面 通 过 对 ”归纳 来 证 明 这 个 命题 . 
命题 对 于 n = 2 是 成 立 的 . 
例如 可 取 AM， = 19,16}. 
假设 对 于 上 宇 2, 集 合 
M; = lai,a2,.., agpl 
满足 条 件 (2). 并 假定 其 中 元 素 的 所 有 2* - 1 个 不 同 的 和 数 可 以 分 别 地 
表示 为 


其 中 @a 守 2,(i = 1,2,…,2* ~ 1). 

设 a1 ,a2，… ,a2_1 的 最 小 公 倍 数 是 m1. 

取 2* -1 个 不 同 的 质数 p;(i = 1,2,…,2* 一 1), 使 得 (pi, p;) = 1， 
i 二 1,2,…,2* -1.( 因 为 质数 有 无 穷 多 个 ,这 一 点 是 可 以 做 得 到 的 )， 


令 








则 有 (zzci , 方 ) = 1 ,再 令 
mck, 十 = gp 十 is 了 一 1,2,..*, p;. 
0 < 六 < pi;. 


a 


则 所 有 的 这 些 xr; 各 不 相同 . 
事实 上 ,如 果 这 些 =” 有 些 相同 ,例如 


7 一 7， 1 < pp;. 
则 有 p; | [(zzacR + 1) — (nicki 十 1) |. 
印 pi | mc;(k2 — ki). 


由 (mc;,p;) = 1 及 | 上 ,一 上 ki 1 之 p; 可 知 ,这 是 不 可 能 的 . 

于 是 ,所 有 的 p; 个 x 各 不 相同 ,因此 ,在 这 些 x 中 必 有 一 个 为 零 ， 
因而 相应 的 数 可 被 p; 整除 , 设 该 数 为 mcjk; + 1. 

及 一 方面 ,由 中 国 剩余 定理 ( 即 孙 子 定理 ) 可 知 ,存在 自然 数 x ,使 
得 


T= kt 1 ( mod p2*-1). 
于 是 ,由 p; | mck; + 1 得 
pl mcrt1,i= 1,2,..,2*—1. 


2 1 


令 p= | |(S% + 1)". 
r= 
并 以 ME 为 基础 构造 集合 M,,: 
Mert! = {aib,ab, ab, bl!. 

下 面 再 证 明 Me 满足 条 件 (2). 

考虑 两 种 情形 : 

(iD)8 不 参与 求 和 . 

这 样 的 和 均 具 有 形式 SY?ib. 

由 于 5b 是 一 个 自然 数 的 次 方 具 ,而 m 是 a1 ,as ,ao 的 最 小 
公 售 数 , 所 以 5 是 菜 个 自然 数 的 a (i = 1,2,…,2* - 1) 次 方 和 . 因 此 ,所 
有 这 样 的 和 数 均 符合 要 求 , 即 满足 条 件 (2) 








358 上 址 掉 数学 奥 林 上 / 葛 解 题 大 本 典 








(ii)2 参与 求 和 ， 
此 时 各 和 数 均 具有 形式 (Si + 1)6. 
该 数 的 因数 具有 下 列 形式 
(Si + 1)”™7 "1 ,对 于 i; 
(S% + 1)”*, 对 于 所 有 j 关 说 
但 是 ,由 于 p; | mec:r +1， 
Pil mcx，jJj 关 1. 
因此 ,这 种 和 数 是 自然 数 的 p; 次 方 徊 . 
因而 ,命题 对 x = 上 + 1 成 立 . 
于 是 ,对 所 有 大 于 或 等 于 2 的 自然 数 ,都 存在 由 ”个 自然 数 所 构 
成 的 集合 M, ,满足 条 件 (2). 
[ 解 2] 本 题 的 解答 到 涵 在 如 下 的 引 理 中 . 
引 理 对 于 每 个 自然 数 n ,都 存在 自然 数 d ,使 得 数列 4 ,24d,… ,nd 
中 的 各 数 都 具有 形式 
m(m, kEN,k > 2). 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 引 理 . 
nn 二 1 时 , 引 理 显然 . 
这 时 可 取 d = 1, 于 是 
d= m:, (m=1, k= 2). 
假设 对 于 n ,已 有 相应 的 4 及 
id = nie, 
其 中 = 1,2,…,n; m,k: EN，,， 上 , 宇 2. 
设 上 1,k2，… ,上 的 最 小 公信 和 数 是 此, 邻 
d = dl(n + 1)d]”, 
则 有 id’ = idl(n + 1)ad}* 
psi[ (a + 1)ad]* 





汪 济 凤 划 人 隐 了 缸 兴学 隧 耻 旭 王 一 让 加 


i 


1 


[ 


器 . 
(ml (n+ Dals, ;= 1,2,.,n. 


(n+1)d =(n+1)d[l(n+ 1)d]t 
=[(2+])d] 
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从 而 引 理 对 n + 1 成立. 
即 对 所 有 自然 数 n , 引 理 成 立 .于 是 本 题 得 证 . 
6.56 ”是 否 存在 1000000 个 连续 整数 ,使 得 每 一 个 都 含有 二 重 的 
素 因 子 , 即 都 能 被 某 个 素数 的 平方 所 整除 . 
(第 15 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1955 年 ) 
[ 解 1] 令 pi,p;,…,p; 是 ;个 相 蜡 素数 ,由 中 国 剩 余 定理 ,下 列 
同 余 式 组 


[和 


存在 一 解 , 设 此 解 为 n. 

则 s 个 连续 整数 n + 1,n + 2,…,n + 每 个 都 有 一 个 二 重 素 因 子 ， 
即 有 p? | nti. 

取 = 1000000 , 则 可 得 到 满足 题目 要 求 的 1000000 个 连续 整数 . 

[ 解 2] 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 

存在 * 个 连续 的 整数 ,使 得 每 一 个 都 含有 二 重 素 因子 . 

(1) 当 s = 1 时 ,只 要 取 一 个 素数 的 平方 即 可 ,比如 取 4 = 2, 则 。s 
= 1 时 命题 成 立 . 

(2) 假设 当 = & 时 命题 成 立 . 

即 有 & 个 连续 整数 

1 十 1 11 十 2 十 开 

它们 分 别 含有 二 重 的 素 因 子 p?,p3,…,p?， 

那么 , 任 取 一 个 与 p1,p;,…, ps 都 不 同 的 素数 p,,,, 当 +: = 1,2， 
pharl 时 , 数 

tpip3*pi+nt+k+l OD 
是 pi+ 个 不 同 的 数 ,这 pi 个 数 任 两 数 之 差 是 形 如 
apipi*Epi, la<pirn-!l, 

的 数 ,这 些 数 不 能 被 pi,| 整除 . 

于 是 把 中 的 数 除 以 p241 的 余数 两 两 不 同 ,但 是 , 除 以 p21 的 余 
数 只 有 
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0,1,2,.", ph+: — 1 
共 pz4i 个 ,所 以 ,一 定 存在 一 个 数 to(1 过 加 委 ph41)， 
使 得 : 
topips*pi+ni+kti+l 
能 被 pix,1 整除 ,于 是 
top?py- pt + nt+i,si= 1,2,.%…,k,k+1, 

分 别 能 被 pf, p35，,…, pi ,ph+1 整除 . 

从 而 命题 对 = 上 + 1 成立 . 

由 (1),(2), 对 所 有 自然 数 ; ,命题 成 立 . 

取 = 1000000 即 为 本 题 . 


、 _ ca2+Q bb +b 、、、 
6.57 。” 设 整数 ”是 两 个 三 角 数 之 和 7m = + “5 “, 试 证 可 
将 4n + 1 表示 为 两 个 平方 数 的 和 4n +1= x + yy, 并且 工 与 y 可 用 
a 与 b 表示. 反之, 证明 若 42 +1 = x + y, 则 是 两 个 三 角 数 之 和 . 


(这 里 a ,b,x,y 为 整数 ) 
(第 36 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 由 nn = 生计 4 + 如 + 得 
4n+1=2a +2a+2b6*+2b+1 

=a +b+1l+2a+20+2a0b +ar+6b -2a 

=(at+b+1)+(a—-6). z 
反之 , 令 4n+1 = 大 +Yzryy 为 整数 , 则 zz 和 >y 一 为 奇数 ,一 为 
偶数 . 
从 而 zx+y=- 与 zx-y= 工 均 为 偶数 . 


令 ua = =- 工 过, 则 w 与 5 均 为 整数 .此 时 


2 2 
2 2 
a +a 6 +b 
2 1 2 
132 . 2 __ 
= 二 | l) z+y 1! (zx y 1) zx y | 
4 2 4 2 
二 
4 
4n+1—1 
4 


欧 
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互 
素 
教 
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油水 汪 


即 ”可 表 为 两 个 三 角 数 之 和 . 
6.58 ” 设 下 (x) 为 整 系数 多 项 式 , 今 知 对 任何 整数 n ,FF(n) 都 可 
以 被 整数 al ,a;,… ,a,, 之 一 整除 .证 明 可 以 从 这 些 整 数 中 选 出 一 个 数 
来 ,使 得 对 任何 n,F(n) 都 可 以 被 它 整除 . 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . . 
假定 能 找到 整数 zi ,x，,，… ,,, ,使 得 对 任何 有 = 1,2,…,m ,了 晒 数 
值 F(xi) 都 不 是 w 的 倍数 . 
这 就 意味 着 ,存在 着 整数 d = px ,使 得 ww 可 被 di 整除 ,但 F(xi) 
却 不 能 被 di 整除 . 
如 果 在 di,d;,…,d,, 中 存在 有 同一 个 素数 的 方 究 , 则 可 仅 留 下 其 
中 用 次 最 低 的 ,去掉 那 些 戎 次 较 高 的 ,因为 如 果 F(x) 不 能 被 寡 次 最 低 
者 整除 ,那么 当然 就 更 不 能 被 寡 次 更 高 的 整除 . 
这 样 一 来 ,可 以 得 到 一 个 两 两 互 素 的 数组 d1,d,,…,d;, 由 中 国 剩 
余 定理 知 , 存 在 整数 N ,使 得 : 
Nx (modd;,),k = 1,2,.…,s. 
从 而 FCN) 不 可 被 dd 中 任何 一 个 整除 ,因此 也 不 可 被 ai 中 的 任何 
一 个 整除 ,与 题 意 巴 盾 . 
6.59 ”证 明 存 在 一 个 正 整 数 , 使 得 & .2”+1 对 每 一 个 正 整数 n， 
均 为 合 数 . 
(第 11 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 1] 首先 证 明 , 对 每 一 个 正 整 数 , 它 至 少 适合 下 列 一 组 同 余 
式 中 的 一 个 同 余 式 . (这 样 的 一 组 同 余 式 称 为 履 盖 同 余 式 ). 
n 三 1] {( mod 2), 
n 三 1 (mod 3), 
n 三 2 ( mod 4), 
1 三 4 ( mod 8), 
nn 三 0 ( mod 12), 
1 8 ( mod 24). 
事实 上 ,如 果 为 奇数 ,那么 它 适 合 ;如 果 为 偶数 ,但 不 是 4 的 
倍数 ,那么 它 适合 ;如 果 为 4 的 倍数 ,但 不 是 8 的 倍数 ,那么 它 适合 


SQGO@OOG 
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@; 如 果 n 为 8 的 倍数 , 设 n = 8m ,那么 当 mm 是 3 的 倍数 时 ,n 适合 名， 
当 m 除 以 3 余 1 时 ,n 适合 6, 当 m 除 以 3 余 2 时 ,n 适合 四. 
于 是 ”至 少 适 合同 余 式 @ - @ 中 的 一 个 同 余 式 . 
注意 到 
2=1 (mod3),， 2 三 1 (mod7)， 
24 三 1 (mod5), 2 二 1 ( mod 17), 
22=1 (modl13),，，2“ 三 1] ( mod 241). 
当 ? 适合 同 余 式 中 时 , 即 = 2m+1, 则 
k.27+1=k.2"l+1=2k:4”"+1=2k+1 (mod3). 
同样 , 当 ”适合 四 ,图 ,由 , 芭 ,@ 时 ,分 别 有 
k.2*+1 三 2k+1 (mod7), 
27+1 汪 4k+1 (mod5), 
27+1 夺 16k£ +1 (mod17), 
27+1 三 k+l1 (mod13), 
: 2"+1 三 256k + 1 (mod241). 
因此 ,只 要 上 适合 下 面 的 同 余 方程 组 : 
2k+1 沁 0 ( mod 3), 
2k+1 三 0 (mod7)， 
4&+1= 三 0 ( mod 5), 
l16k + 1 三 0 ( mod 17), 
k+l 二 0 ( mod 13), 
256k + 1 寺 0 ( mod 241). 
则 & .2?*+1 至 少 被 3,7,5,17,13,241 中 的 某 一 个 整除 ,从 而 :2” 
+ 1 为 合 数 . 
注意 , 行 & 满 足 





Mn 人 
检 淮 同 辣 澳 入 中学- 队 隐 如 束 一 入 加 


2&+1 = 三 0 (mod3). 
则 由 2&k 二 1= 3m 知 ,mx 为 奇数 , 设 m = 21:1+1, 便 有 2k+1= 6 
+ 3,k = 二 31: + 1, 因 而 有 


尘 ] (mod 3), 

同 理 , 可 把 上 面 的 同 余 方 程 组 化 为 下 面 等 价 的 同 余 方 程 组 
k=1 (mod3)， 
k=3 ( mod 7), 
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k 尘 1 (mod5)， 


kk 三 1 ( mod 17), 
数 三 -1 (mod13)， 
和 k=16 (mod241). 
根据 中 国 剩 余 定 理 ( 即 孙子 定理 ): 
设 m1 ,m2,…,m, 两 两 互 素 , 则 同 余 方 程 组 
Za (modm;), i= 1,2,.…,n 


一 定 有 整数 解 . 
由 于 3,7,5,17,13,241 都 是 素数 , 则 上 述 同 余 方 程 组 一 定 有 解 , 因 
而 一 定 存在 正 整 数 上 ,使 有. 2" + 1 对 每 一 个 n 都 是 合 数 . 
(具体 地 可 以 算出 = 1207426 + 5592405m ,其 中 m1 为 非 负 整数 ) 
[证 2] 令 b 是 大 于 1 的 整数 ,日 p 是 2 一 1 的 一 个 素 约 数 , 从 页 


2?=1 (modp). QD 
令 a 是 满足 0 世 a <5 的 任 一 整数 ,k 是 大 于 p 有 旦 满足 同 余 式 
三 274 (mod p). © 
的 整数 . 
如 果 正 整数 ”满足 
n 汪 a ( mod b). G3) 
即 n=a+bn, 0a<b 
那么 ,由 由 .名 和 人 @ 可 得 
k :2" -2 2 = 2 = (modp). 
因此 ,k. 2" +1 可 被 p 整除, 由 于 它 大 于 pp, 所 以 它 对 满足 @ 的 所 
有 2 ,都 是 合 数 . 
于 是 问题 转化 为 
我 们 能 否 构造 一 个 三 元 数组 ( 户 ,ai ,6;)， 使 之 有 下 列 性 质 
(1)p; 是 不 同 的 素数 ; 


(2)b; 是 满足 22 二 1 ( mod p;) 的 正 整数 ; 
(3)a; 是 满足 0 过 a; < 6b 骨 对 任 一 正 整数 ， 至 / 少 有 一 个 同 余 式 
nn = Ci ( mod b;) 


成 立 . 
如 果 上 述 问 题 能 解决 ,我们 就 可 以 根据 中 国 剩余 定理 , 求 得 一 个 正 
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整数 &, 它 大 于 每 一 个 素数 p;, 且 满足 
ke- 2% % ( mod p;) ,对 每 一 个 了 
此 时 ,k .2” + 1, 对 一 切 ” 均 为 合 数 . 
性 质 (3) 即 证 法 1 的 覆盖 同 余 式 ,因此 利用 证 法 1 的 结果 ,可 以 得 





事实 上 , 覆盖 同 余 式 不 只 一 组 ， 本 


(pj;, aj,0)): 

a TT sl 
[91901317|23 
四 回回 回回 加 可 

6.60 与 y 是 两 个 互 素 的 正 整数 , 且 zy 关 1,n 为 正 偶数 . 
证 明 xz + y+tr" + wy. 







江 注 六 光 生 中学 7 隐 光 一 访 避 





(日 本 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 用 数学 归纳 法 . 
由 题 设 (z,y) = 1, 则 
(xt+y,y)=1, 
(zx+ y,xy)= 1. 
(1) 当 n= 2 时 ， 
z+ y 
= (z+ y) -2ry. 
因为 xy 关 1, 所 以 x + y > 2, 从 而 
T+ yry, 
进而 T+ ytr + y”. 
于 是 当 nn = 2 时 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 当 n = 2k(k € N) 时 ,命题 成 立 , 即 
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洽 册 学 


那么 , 当 n = 2k +2 时 ,由 于 
Tt 十 yk 
= (x + y) (za*t! + yt!) 一 .zy (全 全 + ye*) 
而 (z+ y,xy) = 1, 
x + ytr* 十 ye， 
r+y | (x 十 y) (ret! 十 y+*!), 
r+ ytry(rt + yt), 
于 是 并 十 了 tr tt2 十 人 2 
即 ”= 2&+2 时 ,命题 成 立 . 
由 (1),(2) ,对 所 有 正 偶数 mm,z + y +z + 六 . 
6.61 设 a>1 是 自然 数 . 试 求 所 有 这 样 的 数 , 它 至 少 整除 a,, = 


这 ja,n E N 中 的 一 个 . 
k= 人 0 


(前 联邦 德国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 , 所 求 的 集合 M 由 所 有 的 与 数 a 互 素 的 数 m € NN 
组 成 , 即 
M= {ml(m,a)=1,mE€ NI. 
如 果 某 个 数 m EN, 且 (me)= ed > 上 
则 几 有 和 2 多 M. 
事实 上 ,对 任意 n E N, 有 


(a,,a) = (Det,a) 


三 |. 
则 a, 不 能 被 d 整除 ,因而 a, 不 能 被 mx 整除 . 
现 设 mm > 1, 自 (mm ,a ) 一 1 ,在 CC2 Gn Cn+l 中 ,一定 存在 两 
个 数 a; 和 a;， 1 > j ,使 得 


dad; a 


( mod m ). 
于 是 a; 与 a; 的 差 


有 
maa = Ya Sa 
4= 0 


上 =0 
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由 于 (ww ,mm ) = 1 , 则 


1 
‘oi 4 

nm | Qj-j~l 一 > [他 
k=0 





欧 
(因为 m > 1, 所 以 不 可 能 有 i 一 ;一 1 = 0.) 拉 
因此 mE AI. 和 
于 是 M 为 所 求 之 集合 . 定 
大 用) 理 
6.62” 设 f(n) € N 是 使 和 > 人 能 被 :整除 的 最 小 数 .证 明 当 且 和 
仅 当 nn = 22 时 Fa) = 2n 一 1 其 中 m € 21. 和 
(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 和 
[证 ] (1) 首先 证 明 , 如 果 坟 = 2”, 则 f(n) = 2n 一 1. 素 
事实 上 ,和 式 
2H 一 | 
《27 一 1) .27 
Sn- 


一 (2m+1 _ 1) » Im 
能 被 n = 2” 整除 . 
(nn) 
我 们 再 证 明 f(n) = 2n 一] 是 使 > 能 被 ”整除 的 最 小 数 . 


如 果 /! 过 27 _ 2, 则 
> AL+1) 
k TT 2 时 


电 = 1 


由 于 / 和/ +1 中 有 一 个 是 奇数 ,而 一 个 不 超过 2n 一 1 = 2”+! 一 1, 因 而 
不 能 被 2""! 整除 ,于 是 外 ( 坟 卫 不 能 被 2 = 整除 . 即 24 -1 = f(7) 
{n) 
是 使 > 能 被 整除 的 最 小 数 . 
(2) 设 n 不 是 2 的 究 , 则 nw = 2”p, 其 中 € 2Z1,p 为 大 于 1 的 奇 
数 .我 们 证 明 ,存在 自然 数 ! < 2n - 1, 使 得 2”*+! | /, 昌 p171+1, 于 是 
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a 


r= 人 


能 被 2” 户 = 7 整除 ,因此 Fi <27 一 1. 
因为 (2”*!,p) = 1, 所 以 由 中 国 剩余 定理 ,存在 / ,使 得 
/1 三 0 ( mod 2”+!), 
三 户 -1 (mod 户 )， 
0 < {2+t!p = 2n. 
实际 上 还 满足 更 强 的 条 件 , 即 ! < 2n - 1 
否则 ,车 71 = 2n 一 1 = 2”*1ip 一 1, 则 /不 能 被 2”'i 整 除 , 而 车/ = 
2n = 2%tip, 则 + 1 不 能 被 bp 整除 ,因此 有 
{< 2n-l1. 
6.:63 设 m 和 nn 是 自然 数 ,满足 :对 任意 自然 数 n， 11k 一 1 与 
m 和 11k 一 1 与 具有 相同 的 最 大 公约 数 .证 明 存 在 某 个 整数 1, 使 
得 = 11in. 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 半 = 11p，n = 1lg, 其 中 i， 为 非 负 整数 ,是 
ll +p, 11 tg. 
为 证 明 存 在 某 个 整数 ! ,使 得 pw = 112 ,只 需 证 明 p = 0， 
设 p > g(p < gq 的 情形 可 仿 此 讨论 ) 
因为 (p,11) = 1, 所 以 由 中 国 剩余 定理 ,存在 正 整数 a ,使 得 
a 二 0 ( mod »p), 
a =~ 1 (mod 11), 
于 是 a=1llk-1 (kE€N). 
(1lg£—1,m)= (a,1l'p) = p, 
(11*—1,n)= (aylbh) 委 < bp. 
此 时 与 已 知 条 件 (11* 一 1,m) = (1 - 17) 矛盾 . 
于 是 p= g. 即 m = 117in. 
6-64  ” 设 整 数 a,65,c,a 的 最 大 公约 数 为 1, 试 问 :ad - & 的 任何 
素 约 数 都 是 a 与 c 的 约 数 的 必要 且 充 分 条 件 为 ,对 每 个 整数 n,an + 


与 cn + d 都 互 素 ,对 否 ? 


(美国 纽约 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 结论 是 正确 的 . 
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(1) 设 ad -- & 的 每 个 素 约 数 都 是 a 和 c 的 约 数 , 但 存在 某 个 整数 
n,an 二 与 cn + 过 不 互 素 . 
这 时 ,an + 5 与 cn + qd 对 某 个 2 ,能 被 某 个 素数 整除 ,于 是 由 
ad 一 pc - 
= a(cn+d)—c(an + 6b), 
ad -- pc 能 被 素数 p 整除 ,所 以 a 与 c 也 能 被 bp 整除 .因此 
b= (an+b)—-an, d= (cn+d)-an 
也 能 被 p 整除 ,从 而 a,65,c,d 的 最 大 公约 数 不 小 于 p, 与 题 设 的 a,b, 
c,d 的 最 大 公约 数 等 于 1 矛盾 . 
因此 ,对 每 个 n， an + 5 与 cn + d 都 互 素 . 
(2) 设 对 某 个 整数 n， an + 6 与 cn +d 互 素 , 但 对 ad - be 的 某 
个 素 约 数 p 不 是 4 的 约 数 , 即 
ad -t=0 ( mod p), 
a 关 0 (mod p). 
(对 c 关 0 (mod pp) 可 仿 此 讨论 . ) 
则 由 中 国 剩余 定理 ,存在 整数 ,使 得 
an =- 6b ( mod p). 





溢 潭 风 首 网 内 中 学 -网 向 于 一 访 深 





印 an t+b=0 (mod p). 
a(cnt+d) 
= clan + 6b)+ (ad— be) 
二 0 (modp). | 


因为 (a,p) = 工 ,所 以 
ni+d 汪 0 (mod p). 

此 时 (az + 56，cn + d) 宇 p > 1, 出 现 矛 盾 . 

6.65 设 正 整数 a,b, 使 15a+166b 和 16a 一 156 都 是 正 整数 的 平 
方 . 求 这 两 个 平方 数 中 较 小 的 数 能 够 取 到 的 最 小 值 . . 
z (第 37 届 国际 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 设 正 整数 a ,6 满足 15a + 1665 和 16a - 1$2 都 是 正 整 数 的 
平方 . 

即 1Sa+16b=r*, 16a -156= 82. 
这 里 r,sEN. 

消去 5 得 15*a+16*a=15r?+16s2， 
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呈 册 


即 


BE . 


出 现 


37). 


48l1a=15r?+16s7. 
消去 a 得 16*6+15*6=16r? 一 15s2， 
4816=15r2—15s2. 
因此 ,15r*+16s* 和 16x? 一 15s? 都 是 481 的 倍数 . 
下 面 证 明 ~,* 也 都 是 481 的 倍数 . 


由 481 =13x37, 所 以 只 需 证 明 r,s 都 是 13 和 37 的 倍数 . 


首先 证 骨 1317 ,131;. 用 反 证 法 . 

假设 13 fr,13 +;. 由 于 13|16r?-15s2， 

则 16r* 寺 15s*(mod 13). 

因为 13 x,13 bs, 且 13 是 素数 , 则 由 Fermaz 小 定理 
rl 二 (mod 13),s?=1 (mod 13), 

则 3 式 化 为 ”167?: =155 吕 =15 寺 2(mod 13)， 
又 由 Fermat 小 定理 

(16r°.st)=(4r5)= (mod 13), 
再 由 @ 式 有 ”25 圭 ] (mod 13) 
事实 上 ,2=64 寺 -1 (mod 13)， 

芳 盾 ,于 是 1317,131s. 

和 绸 证 3717r,3715. 仍 用 反 证 法 . 

假定 37 1 x,37 上 >. 

由 于 3711S 盖 +16s2， 37116 壮 一 1$52， 
所 了 371(16r? 一 15s7)— (15r?+16s2), 
册 37|r* — 31s?, 

故 王 =3152 (mod 37). 

又 由 0= (mod 37 ) ， 


则 广 当 4 三 31535=31(mod 37). 
而 (六 3) 下 =(ryD7)36 二 1 (mod 37) ， 
册 3128=1 (mod 37 ) . 


然而 ,31* 寺 (32?) 二 (( -6)2)9 三 36"=(- 1)9 三 -1 


与 前 式 矛 盾 ,于 是 37jr ,37js. 


由 以 上 可 知 481|r,481|;s. 


于 是 完全 平方 数 15a + 166 及 16a - 156 均 不 小 于 4812. 
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(mod 





另 一 方面 ,我 们 取 a=481X31,0=481, 则 
lS5a +166b=481?,16a ~ 156 = 481 
因此 ,所 求 最 小 值 为 481”. 


6.66 求 出 所 有 的 有 序 正 整数 对 (%,n), 使 得 了 二 是 一 个 整 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 由 于 (pin 一 1,n)=1, 则 mx 一 11n?+1 等 价 于 mn 一 1| 

n(n”+1). 显 然 有 

mt(n +1)= (mn 1)}+(mi+1), 

由 于 nn? 一 1]=(mn~1)(m?n?+ man+1), 

于 是 mn—llm’n’—1, 

因此 又 有 mn 一 1|m3+1. 

由 此 可 知 ,mn 一 1 整除 n3++1 等 价 于 mn 一 1 整除 m3 +1. 


3+1 n+t+l nn:-nt+l 1 
一 i nil 
如 果 mr 2 , 则 mn—il 22 一 1 n—l nt 








薄 立 由 和 全 了 询 抽 呈 学 -了 和 证 一 入 加 


由 题 设 可 知 , 一 必 为 整数 .于 是 n 一 1 可 为 +1, 由 ”是 正 整数 ， 
则 m=2. | 

所 以 ,m= 二 2,n =2 是 一 组 解 . 

如 果 nw 关 71 ,不 妨 设 贡 之 nn. 


如 果 n=1, 则 tl 
从 而 由 < [年 整数 可 得 m=2, 或 m= 3. 
从 而 又 有 解 (n,n) = (2,1),(3,1). 

由 对 称 性 又 有 (pi,n)= (1,2),(1,3). 


如 果 n 衬 2, 则 n3+1 三 ] (mod n), 有 是 mn-1 二 -1 (mod n). 
因此 ,存在 某 个 正 整数 人 ,使 得 ” 王 十 1 =pn 一 1 

















一 
3 3 
由 于 m>z, 则 有 局 -1= 二 二 < 二- + 
mn—l 72 一 1 一 1 
所 以 有 (人 -Drn<l+ 一 
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让 溢 


由 于 4 之 2, 则 一 一 过 1, 从 而 只 能 有 =1. 





， ， 
tl = 1l. 
mn—l 
即 有 +1=(Cmn-l)(n-1)=mn -nn-mntl, 
2 
化 简 为 1 一 17 一 1 一 7 m= t+ 


由 一 -为 整数 及 为 正 整数 得 =2 或 n=3. 相 应 地 都 有 m=5. 

此 时 有 解 (m,n)= (5,2),(5,3)， 

对 称 地 有 (m,n)=(2,5),(3,5). 

综 上 有 九 组 解 (m,n)=(2,2),(2,1),(3,1),(5,2),(5,3),(1,2), 
(1,3),(2,5),(3,5). 

6.67 是否 存在 满足 以 下 条 件 的 3 个 大 于 1 的 自然 数 ,其 中 每 一 
个 自然 数 的 平方 减 1 都 能 被 其 余 的 任何 一 个 自然 数 整除 ? 证 明 你 的 结 
论 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 不 存在 .下 面 用 反 证 法 证 明 . 

假设 存在 三 个 大 于 1 的 自然 数 a ,b,c ,不 妨 设 a 实 b 之 c. 

因为 51la’--1, 所 以 (a,6b)=1, 

又 由 于 alc*--l,blc* 一 1. 


则 ab|c*—1. 

从 而 c* ~ 1 之 ab. QO 
男 一 方面 ,由 a 之 c,b 之 ec 

则 ab 之 > 1, 从 
中 与 名 天 盾 ， 


所 以 不 存在 符合 条 件 的 三 个 自然 数 . 
6:68 一 个 摆动 数 是 一 个 正 整数 , 它 的 各 位 数字 在 十 进 制 下 , 非 
和 零 与 零 交替 出 现 , 个 位 数 非 零 .确定 所 有 正 整 数 , 它 不 能 整除 任何 摆动 
数 . 
(第 35 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 如 果 正 整数 ”是 10 的 倍数 ,那么 的 末 位 数 是 0, 因此 这 
样 的 ”不 能 整除 任何 摆动 数 . 
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如 果 正 整数 ， 是 25 的 倍数 , 则 ”的 末 两 位 数 是 25,50,75,00 
因此 ,这样 的 ”不 能 整除 任何 摆动 数 . 

下 面 证 明 上 述 这 两 种 数 是 不 能 整除 任何 摆动 数 的 所 有 的 正 整 数 . 

我 们 首先 考虑 奇数 六 , 且 疡 不 是 5 的 倍数 .这 时 有 和 2 与 10 互 素 ， 
即 (m,10)=1. 于 是 

(10*—1,10)=7,((10* -1)m,10)=1. 

由 Enler 定理 ,存在 一 个 正 整 数 ! ,使 得 


巍 >i 3 


这 里 z, =1040 0 +104072 二 十 10:+1 

令 上 =, 则 由 四 和 @, xx 应 当 是 mm 的 一 个 倍数 . 

特别 地 ,k=2, 即 对 zz, 应 是 m 的 一 个 倍数 . 

2 一 1034 人 下 十 10204 人 十 十 102 二 1， @ 

可 见 zz 是 一 个 摆动 数 . 因此 ,对 奇数 r, 且 不 是 5 的 倍数 时 ,这 
种 m1 不 是 题目 中 所 求 的 数 . 

下 面 考虑 m 是 5 的 倍数 ,但 不 是 25 的 倍数 的 奇数 mm. 

这 时 ”到 =Sm ,mi 是 奇数 , 且 51 mj. 

由 上 面 , 存 在 摆动 数 zx, zz 是 mi 的 倍数 ,于 是 5x, 还 是 一 个 摆动 
数 ,而 Szz 与 5m1 的 倍数 , 即 5x, 是 m 的 倍数 . 
由 以 上 , 当 m 是 奇数 , 且 不 是 25 的 倍数 时 ,不 是 题目 中 所 要 求 的 


欧 

10' 二 1 (mod(10 1)m). 个 入 
那么 ,对 任何 正 整 数 +， 
10*=1 (mod(104-1)m) 加 . 

而 10%-1=(10 -1)(10 D+10( "2+.…+10:+1 
=(10— 1)x,. 全 了 

起 

理 

和 

互 

素 

数 





数 . 

现在 考虑 mx 是 2 的 寡 的 情况 .我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 正 整数 
,22 1 有 一 个 摆动 数 ww , rw, 为 224+1 的 倍数 , 且 w, 的 各 位 数字 中 , 恰 
有 上 个 非 零 数字 . 

对 上 =1, 取 =8=23,23| 

对 z=2, 取 w= 608,25|w,. 

假设 对 :之 2 ,存在 摆动 数 w, , 设 w= 2'114, 其 中 4 是 一 个 正 整 
数 . 


世界 数学 与 林 匹 克 解 题 大 辞典 373 





Sk 未 涤 


那么 ,对 上 +1, 取 wii=102c+tm :这 里 ec 是 一 个 待定 的 正 整数 ， 
有 cE!1,2,3,.…,91. 

由 于 w, 是 一 个 21 一 1 位 摆动 数 , 则 zw, ,1 是 一 个 21+1 位 摆动 数 ， 
且 恰 有 上 +L1 个 非 零 数 字 . 

w+ =2 d+10=2 (2d +S2c). 

这 样 , 当 且 仅 当 8|5*c+24d 时 , 取 c 寺 6d (mod 8)， 
在 i1,2,…,8} 中 ,这 样 的 c 必 存 在 , 且 ce 为 偶数 ,于 是 可 记 c=8s+6d. 

Sc+6d =5*(8s +6d)+24d 
=(8x3+1)(8s+6d)+24d 


=0 (mod 8) 
从 而 2211 3 | ww. 
因此 ,2 的 寄 都 有 一 个 摆动 数 是 它 的 倍数 ,所 以 ;这 样 的 数 不 是 所 
要 求 的 数 . 


最 后 考虑 形 如 2?z 的 正 整数 ,这 里 上 是 一 个 正 整数 ,mx 是 一 个 不 
是 5 的 倍数 的 奇数 . 

由 前 所 证 ,存在 一 个 摆动 数 w, ,w, 是 21 -1 位 数 ,使 得 221+!| ww， 

在 @ 式 中 ,用 2 代替 4, 并 含 &=2i ,就 得 到 正 整 数 x2,, 则 zz 
是 2‘m 的 倍数 , 且 x;ww, 是 一 个 摆动 数 . 

综合 以 上 ,符合 题目 要 求 的 ,只 及 是 10 的 倍数 ,或 是 25 的 倍 
数 . 

6.69 ”确定 所 有 正 整 数 x ,存在 一 个 整数 闫 ,使 得 2" -1 是 mm?+ 
9 的 一 个 因数 . 

(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 

[ 解 ] 我 们 证 明 所 求 的 n = 2*,&k 为 非 负 整数 . 

首先 证 明 n 没有 奇 因数 . 

假设 ” 有 奇 因数 s, 则 2: 1 是 2" -1=(20)* 一 1 的 一 个 因数 

如 果 2" -1 是 m*+9 的 因数 , 则 2 -1 也 是 m?*+9 的 因数 

设 s=21+1, 则 2 一 1=2.4: 一 1=2(3+1)--1， 

于 是 3125 一 1, 则 2: 一 1 二 -1(mod 4). 

这 样 2 -1 必 有 一 个 素 约 数 户 >3, 满 足 

p= ~ 1(mod 4). 
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从 而 由 p 是 m*+9 的 因数 可 知 


1: 尘 -9 (mod 户 ) ,mazt 1!=-9 3 7 = ! (mod p). 
若 (m.p)=1, 册 p>3, 则 由 上 式 有 1 三 -1 (mod p) 
若 pim, 则 由 二 式 有 0 寺 -1 (mod p) 
上 两 情况 都 产生 矛盾 , 故 ”没有 奇 因子 . 
下 面 再 证 明 : 对 n = 2* ,一 定 存在 整数 mm, 使 2"-1 是 m*+9 的 一 
个 因数 . 
对 2"-1=22 -1 进行 分 解 : 
2* -1=27 -1=(2 +1)(2 -1) 
=(2 +1)(2 +1)(2 -1) 


=(22 +1D)(22 +1)…(22 +1)(22+1)(2+1) 
从 而 , 同 余 方程 z? 二 -1 (mod 22 +1) 有 解 
r=2 (mod 22 +1) 
而 j)>; 时 ,(22 +1,22 4+1)=(22 -1,22+1) 
= =(2,27+1)=1. 
根据 中 国 剩余 定理 , 同 余 方 程 组 
z=22 (ood 2 + Dh ls2ee sk 
有 解 zx0, 令 mm = 3x0， 


则 m2+9=9(zx3+1) 被 22 -1 整除, 即 被 2" 一 1 整除. 

6:70” 设 p>2 为 素数 ,使 得 3|(p 一 2), 记 

S=|y -zx —1|xr,y€EZ,0<n,ySp—1| 

证 明 S 中 至 多 有 pp 一 1 个 元 素 为 p 的 倍数 . 

(第 16 届 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 

[证 ] 先 证 明 一 个 引 论 . 

引证 : 设 p>>2,p 为 素数 ,月 p 寺 2(mod 3)， 刚 对 任意 整数 ， n , 如 
果 1 志 mm< 之 nn 碌 p 一 1, 则 有 mi 关 n?(mod p). 

证 明 引 理 如 下 ; 

事实 上 , 设 p=3k+2, 即 pp-1=3k+1,kEN, 又 设 m3 半 n3(mod 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 375 : 





关注 风 寺 光 汪 中 学 隐 交 加 堵 一 入 深 





SE 让 泪 


pb). 


则 


设 t 是 满足 同 余 式 m! 三 nf (mod p) 的 最 小 正 整 数 ， 
则 易 证 对 任意 正 整数 > ,大 m" 寺 x (mod p)， 
则 有 tir, 从 而 r|3. 
另 一 方面 ,由 Fermat 小 定理 ， 
m?- l=1 (mod p),n? 1 (mod p), 
mat+l=n3k+! (mod p), 
r|(3k+1), 
而 r|3, 
则 r=1, 
这 表明 m= 二 n(mod pp) 与 1 夺 m 达 np 一 1 节 盾 . 
从 而 引 理 得 证 . 
下 面 证 明 本 题 . 
由 引 理 可 知 , 当 ” 跑 遍 户 的 一 个 完 系 时 ,x’ 也 跑 遍 模 p 的 一 个 完 


系 .从 而 ,对 0 过 y 达 pp ~1 的 每 一 个 整数 y, 都 存在 惟一 的 zxE 10,1,…， 


旋 一 


Xr’ 二 yl1 (mod p) 
这 表明 ,集合 S 中 至 多 只 有 户 个 元 素 是 的 倍数 . 
注意 到 SS 中 ,0=1 -0-1=3-23-1 被 表示 了 二 次 ,从 而 SS 中 


至 多 只 有 p -1 个 元 素 为 p 的 倍数 


须 p 


6.71 ”确定 所 有 的 正 整 数 对 (n ,pp) ,满足 : 
p 是 一 个 素数 ,n 志 2p, 且 (pp 一 1)"+1 能 够 被 n?- 1 整除 . 

(第 40 届 国际 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 当 %n=1 时 ,由 于 (p 一 1)"+1= 思 ,显然 能 被 1? '= 1 整除， 
于 是 (n,p)= (1,p) 是 一 组 解 . 
当 =2 时 ,由 于 (p 一 1)+1= p?+2p+2, 若 能 被 2?-! 整 除 , 必 
“为 偶数 ,又 p 是 素数 ,于 是 p=2， 
于 是 (n,p)= (2,2) 是 另 一 组 解 . 
下 面 考虑 n 宇 2, p 之 3 的 情形 . 
当 素数 p 宇 3 时,(p 一 1)”+1 是 奇数 , 若 能 被 n*- ;整除 , 则 nn 也 是 


奇数 ， 2 天 2 记 ， 


从 而 ,n 达 2p. 
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记 g 为 ”的 最 小 素 因 子 , 则 由 n?-i|(p 一 1)”+1， 
可 知 gl(p-1)"*+1,(p-1)"* 二 -1 (mod g), 
且 (gqg,p—1)=1. 

由 9 的 选取 可 知 (nn,p 一 1)=1， 

于 是 存在 整数 u,v, 使 得 “un+v(g-1)=1. 

由 Fermat 小 定理 ,gj|(p 一 1)4 1-1， 

于 是 pl 二 (p=-1) =(p-D™”(p-1)"D 





于 是 可 以 得 到 pr !'|(p-1)?+1 
一 pi( pp _ Cbpp 十 .二 Ch 3p _ Ch ?+ 1) 
上 式 中 括号 内 , 除 最 后 一 项 是 1 之 外 ,其 余 各 项 均 能 被 p 整除 . 
从 而 p-1<2, 即 p=3. 此 时 n=3， 
所 以 (n,p)=(3,3) 是 一 组 解 . 
本 题 有 三 组 解 (n,p)=(1,p),(2,2),(3,3). 


=(~1)"*1l” (mod og) 

由 g -1 为 偶数 ,n 为 奇数 可 知 x 为 奇数 ， 和 
' p-1l 二 -1 (mod g), 
p 二 0 (mod 9 ) ， 和 

这 表明 glp, 进 而 有 plg， 
即 证 得 gq=p, 定 
理 

和 

得 

来 

教 
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第 七 章 ”奇数 和 偶数 


7.1 证 明 不 存在 整数 a ,b,c ,a 满足 下 列 等 式 
abcd — a = 1961,， 
abcd — 6 = 961, 
abcd —¢ = 61,， 
abkcd — d= 1. 
(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] 由 a(ad -1) = 1961 以 及 1961 是 奇数 可 知 a 是 奇数 . 

同 理 , 由 第 2,3,4 个 等 式 可 知 b,c,d 也 都 是 奇数 ， 

于 是 ,乘积 abcd 为 奇数 . 

从 而 ”abcd - a 为 偶数 ,不 可 能 等 于 1961. 

因此 ,不 存在 满足 题 设 要 求 的 整数 a ,b,c,d. 

7.2 ， 别 佳 在 商店 里 使 用 计算 机 , 需 按 下 述 标 准 交 费 ; 每 给 一 次 所 
输入 的 数 乘 3 要 交 5 戈 比 ,而 每 给 任何 数 加 4 要 交 2 戈 比 , 但 在 计算 机 中 
输入 1 是 免费 的 . 别 佳 希望 从 1 开始 算 到 1981 为 止 能 花费 最 少 的 钱 , 试 
问 ,他 需要 多 少 钱 才 够 花费 ?而 如 果 他 想 算 到 1982 为 止 呢 ? 

(第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 】 (1) 我 们 采取 逆 运 算 , 即 从 1981 起 进行 减 4 和 除 以 3 的 运 
算 . 在 数 比较 大 的 时 候 , 显 然 用 除 以 3 的 运算 更 能 省 钱 . 

由 于 1981 不 能 被 3 整除 , 则 先 减 4, 以 下 运算 为 


一 4 二 3 -4 -4 二 3 一 4 二 3 -4 -4 | 
1981 -~>1977 一 099 ~>655 一 091 一 217 一 213 一 71 一 67 一 63 一 21.. 
从 1 到 21 有 两 种 途径 : 
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x3 + xX3 
第 一 种 :1 一 3 一 7 一 21. 
这 要 花费 2. 5+2 = 12 戈 比 . 
+ +4 十 4 十 4 十 入 
第 二 种 :1 一 5 ->9 一 13 ->17 一 21. 
这 要 花费 2.5 = 10 戈 比 . 
显然 第 二 种 途径 较 省 钱 . 
于 是 从 1 到 1981 的 运算 途径 为 
+ 站 +4 + 车 + 十 44 x3 十 4 + x3 + x3 + 
1 一 4 ->9 一 13 一 17 一 21 一 63 一 067 一 71 一 213 一 217 -651 一 05> 


一 659 >1977 1981 

共 花 费 11.2+4.5=42 艾 比 . 

(2) 由 于 数 的 一 系列 运算 是 

a0 = ] ,alycz， ,QR 1 ARs Gy ， 

其 中 ap = 3ap1, ar = ar1+4. 

由 于 当 Qp-l 是 奇数 时 ,3aj_1 和 ax _l 十 4 都 是 奇数 ,从 而 cx 是 奇数 . 

因为 ao = 1 是 奇数 , 则 所 有 的 a;(i = 1,2,…) 都 是 奇数 ,因此 不 可 
能 得 到 1982. 

7.3 ”桌子 上 有 一 堆 石 子 共 1001 粒 .第 一 步 从 中 扬 去 一 粒 石子 ,并 
将 余下 的 石子 分 成 两 堆 .以 后 的 每 一 步 ,都 从 某 个 石子 数目 多 于 1 的 堆 
中 扔 去 一 粒 , 再 把 某 一 堆 分 作 两 堆 . 试 问 ,能 否 在 若干 步 之 后 , 桌 上 的 每 
一 堆 中 都 刚好 有 3 粒 石子 ? 

(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 不 可 能 . 

如 果 最 后 在 桌子 上 有 n 堆 石 子 , 且 每 堆 石 子 刚好 有 3 颗 . 

那么 ,在 此 之 前 一 共 进 行 了 7 -1 次 操作 (开始 时 只 有 一 堆 石 子 , 每 
操作 一 次 ,多 分 出 一 堆 , 所 以 操作 n - 1 次 共 分 成 n 堆 ). 由 于 每 操作 一 
次 ,都 扔 去 一 粒 石子 ,所 以 一 共 扔 去 n -1 粒 石子 ,因此 有 

3n+ (nO— 1) = 1001, 
4n = 1002， 
2n = 501. 

然而 奇数 不 可 能 等 于 偶数 ,出 现 巴 盾 . 

7.4 从 数 集 10,1,2,…,13,141 中 选 出 不 同 的 数 , 填 人 下 图 中 的 
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10 个 小 圆 内 ,使 得 由 线段 相连 接 的 两 个 相 邻 的 小 圆 内 的 数 之 差 的 绝对 
值 均 不 相同 ,这 是 可 能 的 吗 ?请 证 明 你 的 结论 . 


x 由 站 


(第 23 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 1] 如 果 题 设 的 要 求 能 够 实现 ,那么 两 相 令 小 圆 内 的 数 的 差 
的 绝对 值 ( 共 14 个 ) 必须 是 
1,2,3,.…,13,14. 
它们 的 和 为 105, 是 一 个 奇数 . 
又 记 填 入 这 些小 圆 内 的 数 为 Xi(i = 1,2,…,10). 铬 x; 与 x 有 线段 
相连 , 则 


105 = > zi 一 四 

其 中 每 个 x; 计算 的 次 数 与 连接 线段 数 相同 ,注意 到 每 个 小 圆 的 连 
接线 段 数 为 偶数 ,因此 在 和 式 中 具有 x; 的 项 数 为 偶数 ,这 与 总 和 为 奇 
数 相 矛 盾 . 

这 说 明 , 题 设 的 要 求 不 能 实现 . 

[ 解 2j 假设 按 题目 要 求 已 将 数 填 人 各 小 贺 中 ,我 们 不 难 发 现 有 
一 条 由 线段 连接 成 的 封闭 路 径 , 它 包含 每 个 线段 且 只 有 一 次 . 

当 沿 此 路 径 一 笔画 地 前 进 ,并 观察 所 遇 到 的 每 个 圆 内 的 数 的 奇偶 
性 ,因为 封闭 路 径 的 终点 即 是 出 发 点 ,所 以 奇偶 性 必须 改变 偶数 次 . 

但 是 在 差 的 绝对 值 1,2,3,… ,13,14 中 的 每 个 数 恰 只 出 现 一 次 ,而 
且 其 中 有 7 个 奇数 ,所 以 奇偶 性 改变 偶数 次 是 不 可 能 的 . 

因此 , 题 设 的 要 求 不 可 能 做 到 . 

7.5 ” 某 电 影院 共有 1985 个 座位 . 某 天 ,这 家 电影 院 上 .下 午 各 演 
一 场 电影 .看 电影 的 是 甲 . 乙 两 所 中 学 的 各 1985 名 学 生 ( 同 一 个 学 校 的 
学 生 有 的 看 上 午 场 ,也 有 的 看 下 午 场 ). 

试 证 明 电 影院 一 定 有 这 样 的 座位 ,这 天 看 电影 时 ,上 .下 午 在 这 个 
座位 上 坐 的 是 两 个 不 同学 校 的 学 生 . 
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(中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 甲 校 上 午 场 及 个 学 生 , 则 乙 校 上 午 场 一 定 有 (1985 - 
n) 个 学 生 . 
此 时 , 甲 校 上 午 共 占 x 个 座位 , 乙 校 上 午 共 占 (1985 - 2 ) 个 座位 ， 
到 了 下 午 场 , 甲 校 应 占 (1985 一 7) 个 座位 , 乙 校 应 占 二 个 座位 ， 
假设 每 个 座位 上 、 下 午 场 坐 的 都 是 同一 学 校 的 学 生 , 则 每 个 学 校 上 
午 占 的 座位 与 下 午 占 的 座位 必 相 等 , 即 


n 二 1983 一 17， 
1985 = 2n. 

这 显然 是 不 可 能 的 

况 此 ,至 少 存在 这 样 一 个 座位 ,上 下 午 从 的 是 四 , 忆 不 同学 校 的 学 |。 ， 
生 

7.6 证明 在 空间 中 不 可 能 有 这 样 的 多 面体 存在 ,它们 有 奇数 个 | 去 + 
面 ,而 它们 的 每 个 面 又 都 有 奇数 条 边 . 和 

数 


(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[证 ] 设 这 个 多 面体 及 个 面 ,n 是 奇数 . 
又 设 每 个 面 的 边 数 为 
3S1，32，" Sn. 
其 中 s;(i = 1,2,…,n) 都 为 奇数 . 
因为 每 边 都 是 两 个 面 公 用 的 , 则 这 个 多 面体 的 总 棱 数 为 
加 SL 十 S2 十 … 十 3 
5 


[| 十 Sy 


由 于 奇数 个 奇数 s; 的 和 是 奇数 , 则 半 二 电 广 一 一 
数 ,这 是 不 可 能 的 

因此 ,符合 题目 要 求 的 多 面体 不 存在 . 

7*7 在 黑板 上 记 上 数 1,2,3,…,1974. 允许 擦 去 任意 两 个 数 , 且 
写 上 它们 的 和 或 差 , 重 复 这 样 的 操作 手续 ,直至 在 黑板 上 留 下 一 个 数 为 
止 .求证 这 个 数 不 可 能 为 零 . 


不 可 能 是 整 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 考虑 黑板 上 保留 奇数 的 个 数 . 
经 过 一 次 操作 ,如 果 是 一 个 奇数 和 一 个 偶数 , 则 由 奇数 与 偶数 的 和 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 群 典 | 381 





与 差 为 奇数 ,于 是 擦 去 一 个 奇数 和 一 个 偶数 得 到 一 个 奇数 . 此 时 ,奇数 
的 个 数 保持 不 变 ， 

如 果 是 两 个 奇数 , 则 由 奇数 与 奇数 的 和 与 差 为 偶数 ,于 是 擦 去 两 个 
奇数 得 到 一 个 偶数 ,同样 所 去 两 个 偶数 得 到 一 个 偶数 ,此 时 ,奇数 的 个 
数 减 少 2 个 或 保持 不 变 . 

由 以 上 ,经 过 操作 ,黑板 上 奇数 的 个 数 的 奇偶 性 不 变 . 

由 于 一 开始 黑板 上 共有 .4 = 987 个 奇数 , 即 有 奇数 个 奇数 ,所 以 


经 过 若干 次 操作 后 ,黑板 上 必须 保留 奇数 个 奇数 ,因而 不 可 能 为 0. 
7.8 ” 设 m,n,p,g 为 非 负 整数 , 且 对 一 切 x > 0， 
(z+D” | (z+1)? 
x” 9 


. 恒 成 立 , 求 (m4 + 2n + p)*? 的 值 . 


a 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 由 于 
(z+D”_ 1 (et 0 
本 村 到 
对 一 切 x > 0 都 成 立 ,因此 可 取 x = 1, 得 
2”"~—1= 27. 
因为 m 和 pp 均 为 非 负 整 数 , 则 2” 一 1 为 正 奇数 ,从 而 只 能 有 ” 2? 
= 1,p=0. 
于 是 2"7—-1=1,»n=1. 
再 对 出 式 中 的 z 取 z = 2, 并 注意 到 ,wm = 1, = 0, 则 有 
3 1- 工 
27 29 
3.27— 2"74 = 2". 
3 = 2 7+ 2”. 


若 n > g, 则 上 式 左 边 为 奇数 ,右边 为 偶数 ,不 可 能 成 立 ; 
车 nn < q, 则 上 式 左 边 为 整数 ,右边 为 分 数 ,不 可 能 成 立 ，; 
于 是 ,只 有 n= gq. 即 3 = 2 +2" 从 而 
n=1,g=1. 
所 以 (m+2n+p) r= (1+2+0)2 = 9. 
7'9 设 z 为 一 个 1978 位 数 ,y 为 x 的 各 位 数码 重新 排列 后 得 到 
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的 数 . 等 式 


7 +y = 99.9 
1978 个 
有 可 能 成 立 码 ?如 果 将 1978 改变 为 1977 ,那么 回答 改变 吗 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 满足 条 件 的 1978 位 数 是 存在 的 .例如 
Xx = 4545:.…45, y = 5454.…54 
2 


， 1978 位 1978 位 
则 r+y= 99…9， 
. 1978 位 
下 面 证 明 : 满 足 条 件 的 1977 位 数 是 不 存在 的 ,为 此 设 
并 一 QIQ2 41977 
其 中 a; € 40,1,2,…,9}， i = 1,2,…,1977. 
又 设 y = 616b2…big9m ,其 中 (B61,62,…,b197) 是 (a1,a2,… ,a1977) 
的 某 个 排列 . 
由 等 式 六 十 yy = 99…9 
1977 位 
可 以 推出 ajgyy + bi977 = 9,ai976 + bl976 = 9,…,al1+ = 9. 
则 S= (ar+tb)+ (az + b2) + + (ai977 + bi977) 
= (al + ast + aygn) + (b+ b+ + bio7) 
= 1977 .9. 
三 1 ( mod 2) QO 
另 一 方面 ,由 于 (5b1,62,…,619m) 是 (a4,42,…,at9n) 的 一 个 排 
列 , 则 


a1 a2t + a = br1 + 62 + + O1977. 
S=(art+ast + argm) + (bi + b2 + + b1977) 
=2(a1 + a2 + 二 + al977) 
三 (0 (mod2 ) . ©O 
QD 式 与 地 式 下 盾 ， 
所 以 满足 条 件 的 1977 位 数 不 存 在 . 
7'10 将 3 个 连续 自然 数 的 和 记 作 A ,将 紧 接着 它们 之 后 的 3 个 
连续 日 然 数 的 和 记 作 B. 试 问 ,乘积 A . B 能 否 等 于 111…111? 


共 9 个 1 
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(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] .由 题 意 , 设 A = rr+f(r+l)+(r+2),B= (x+3)+{(x 
+4)+(zr+S)，vxEAN 由 于 
A=3r+3, B= 3r+12 
A+B=6r+15. 
所 以 4 与 孔 一 为 奇数 ,一 为 偶数 ,其 乘积 4 日 为 偶数 ,因而 不 可 能 等 
于 奇数 11…11 
7*:11 在 4x4 的 正方 形 表 中 记 有 1,9,8,5 四 个 
数 .是 否 可 能 在 其 余 的 格子 里 填 这 样 的 数 ,使 得 每 一 行 | |9| | | 
及 每 一 列 均 成 为 等 差 数列 . 寺 二 上 
试 分 别 按 (1) 整数 ;(2) 实数 ,两 种 情况 讨论 . 
(第 11 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 假定 存在 这 样 的 填 表 法 . 
记 第 一 行 的 公差 为 a, 第 四 行 的 公差 为 c， 
第 一 列 的 公差 为 5 ,第 四 列 的 公差 为 d. 
则 右上 角 为 9+ 24 ,于 是 
S=9+2a+2d., 
左下 角 为 1 + 26 ,于 是 
8=1+2bp+2ec. 
左上 角 为 9- “或 1-2, 于 是 
9~-a=1-—5b. 
右 下 角 为 5+ a 或 8+ ,于 是 
S++d=8tre. (4) 
由 外 式 ,左边 为 偶数 8, 右边 为 奇数 , 则 在 方 格 里 都 填 整 数 不 可 能 
做 到 . 








中 
© 
地 


奋 方 格 里 都 填 实数 ， 
由 久 ,(9,@ 中 消去 4 和 得 

a+d = 2 ， 
市 由 a+d =-2, 


出 现 巴 盾 , 所 以 在 方 格 里 都 填 实数 也 不 可 能 做 到 . 
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7:12 ”在 记 有 自然 数 1 到 36 的 6 x56 方 格 表 中 ,能 


否 使 图 中 的 任何 一 个 图 形 在 方 格 中 的 数 之 和 能 被 2 整 一 
除 ? 
加 
加 加 加 


(第 9 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 假设 所 要 求 的 数 的 排列 是 存在 的 . 

考察 如 图 的 “十 字形 ” 方 格 , 在 里 面 填 上 4|, a,a3， 
好 4 dds. 由 题 意 

Qi 二 C2 十 C3 十 a4 与 al 十 as 十 a4 + as 都 是 偶数 . 

于 是 a, 和 as 有 相同 的 奇偶 性 . 

同 理 可 证 ca; 和 a,,a4s 和 as 也 有 相同 的 奇偶 性 .在 这 种 情况 下 ,as 
也 与 它们 有 相同 的 奇偶 性 . 

由 于 “十 字形 ”能 以 任意 形式 选取 , 则 对 于 方 格 表 中 的 所 有 36 个 
数 ,除了 其 角 上 的 4 个 数 之 外 ,至 少 有 32 个 数 具 有 相同 的 奇偶 性 . 

但 是 ,在 数 1,2,… ,35,36 中 怡 有 18 个 偶数 和 18 个 奇数 ,从 而 导致 
矛盾 . 

所 以 ,所 要 求 的 记 数 形式 是 不 可 能 存在 的 . 

7.13 ”在 一 个 国家 里 ,国王 要 建 n 个 城市 ,并 在 它们 之 间 建 n -1 
条 道路 ,使 得 从 每 个 城市 可 通 往 任何 一 个 城市 (每 条 道路 连结 两 个 城 
市 ,道路 不 相交 ,也 不 经 过 其 他 城市 ). 国王 要 求 : 沿 着 道路 网 两 座 城市 


之 间 的 最 短 距 离 分 别 是 1 千 米 ,2 千 米 ,3 干 米 ，…，,2t25= 了 千 米 .如 果 
(1)n = 6; 
(2)n = 1986. 
试问 :国王 的 要 求 能 实现 吗 ? 
(第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] (1)n = 6 时 ,可 设计 如 下 的 道路 网 路 图 : 


4 oF 


CC D 8 
F 


图 中 A ,B,C,D,EE,F 为 六 个 城市 ,数字 是 道路 长 的 千 米 数 . 
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(2)n = 1986 时 . 

根据 x 个 城市 间 建 %n 一 1 条 道路 的 题 设 要 求 ,可 以 断定 ,从 任 一 城 
市 到 另 一 城市 只 有 惟一 的 路 线 . 

设 某 一 个 城市 A ,并 称 它 为 “好 的 ” ,如 果 从 A 到 另 一 城市 召 的 路 程 
是 偶数 , 则 称 B 也 是 “好 的 ” ,如 果 从 A 到 B 的 路 程 是 奇数 , 则 称 B 是 “ 坏 
的 ” 


9 潍 


于 是 , 当 且 仪 当 两 个 城市 都 是 “好 的 " 或 都 是 “ 坏 的 ” 时 ,这 两 个 城 
市 间 的 路 程 是 偶数 . z 
设 之 是 “好 的 ” 城市 数目 ,y 是 “ 坏 的 ” 城市 数 日 .于 是 x+ Vy 三 nn. 
一 个 “好 的 ”和 一 个 “ 坏 的 ” 的 配 成 的 城市 对 的 对 数 共 有 zy 个 . 
佑 符合 题目 要 求 ,使 之 出 现 每 两 个 城市 间 沿 路 网 的 最 小 路 程 分 别 


是 
1 
1, 2， 3， ……， Fn(n — 1). 
则 在 这 些 数 中 有 zy 个 奇数 . 
(i) 若 广 n(n - 1) 是 偶数 , 则 
XYy = n(n 1) 
于 是 1 一 7 一 4zy 
= (zt+y) 一 4zy 
= (zx—y) 


(i1) 若 放 n(n ~ 1) 是 奇数 , 则 
XxXy = 六 [ma 一 了) 填 1]. 
于 是 1 一 7 一 4zy 十 2 
2 -2= (zz 一) 
这 就 是 说 , 仅 当 xn 或 x -2 是 完全 平方 数 时 ,才能 建 起 满足 题 设 要 
求 的 道路 ,然而 1986 及 1986 -2 不 是 平方 数 , 所 以 nn = 1986 时 ,国王 的 
要 求 不 能 被 满足 . 
7.14 ”在 序列 19752… 中 , 自 第 5 个 数字 开始 ,每 个 数字 都 等 于 它 
前 面 的 4 个 数字 之 和 的 个 位 数 .试问 :在 该 序列 中 
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(1) 是 否 会 出 现 数字 组 1234 和 3269? 

(2) 是 否 会 再 次 出 现 数字 组 1975? 

(3) 是 否 会 出 现 数字 组 8197? 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] (1) 我 们 把 序列 中 的 所 有 偶数 数字 都 换 为 0, 所 有 奇数 数字 
都 换 为 1, 则 前 五 个 数字 换 成 11110. 

由 序列 组 成 的 法 则 , 即 第 5 个 数字 等 于 它 前 面 4 个 数字 之 和 的 个 位 
数 , 则 这 个 “1,0” 序 列 就 会 周期 性 地 重复 出 现 11110. 

而 1234 和 3269 对 应 的 "1,0” 序 列 依 次 为 1010 和 1001. 

因此 它们 不 可 能 在 题 给 的 序列 中 出 现 . : 

(2) 由 于 只 有 10 个 数字 ,所 以 只 能 组 成 有 限 多 个 4 位 数 , 而 整个 序 


列 是 无 限 的 ,因此 在 整个 序列 中 一 定 能 找到 两 个 同样 的 4 位 数 4: 即 和 
奇 七 
1973… AAA 孝 

下 面 我 们 证 明 在 这 两 个 同样 的 4 位 数 之 间 就 有 数字 1975 存在 . 让 

为 此 ,我 们 也 可 以 向 左 延 续 题 给 的 序列 . 即 一 旦 知道 了 4 个 依次 出 数 


现 的 数字 ,那么 不 仅 可 以 得 到 紧 跟 在 它们 之 后 的 一 个 数字 ,而 且 也 可 以 
确定 位 于 它们 之 前 的 那 一 个 数字 . 

于 是 ,当知 道 了 一 段 序列 A…A ,就 能 得 到 在 两 个 方向 上 都 无 限 的 
数列 ,如 果 在 两 个 A 之 间 不 会 遇 到 1975 ,那么 它 在 整个 数列 之 中 都 不 
会 遇见 ,从 而 与 已 知 序列 有 1975 相 了 矛盾 . 

(3) 由 (2), 在 1975 的 前 面 数 字 是 8, 这 可 由 

8+i1i+90+7= 25 
来 得 到 , 因而 我 们 可 以 在 两 个 方向 上 都 无 限 的 数列 中 找到 数字 组 
8197, 因 而 它 也 能 在 原 数 列 中 找到 . 

7.:15 两 人 进行 游戏 :在 黑板 上 写 着 数字 2 ,两 人 轮流 将 黑板 上 所 
号 的 数字 n 改 为 n + d, 其 中 4 是 n 的 任意 一 个 小 于 自身 的 正 约 数 . 当 
某 人 所 写 出 的 数 大 于 19891989 时 , 即 判 他 输 . 试问 在 正确 的 玩法 之 下 ， 
谁 将 取胜 一 一 是 先 开 头 的 ,还 是 其 对 手 ? 

(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 可 以 设计 一 个 玩法 ,使 先 开头 者 胜 . 

注意 到 一 个 奇数 的 所 有 正 约 数 都 是 奇数 这 样 一 个 十 分 简单 的 事 
实 . 
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并 注意 到 工 是 任何 正 整数 的 正 约 数 . 

先 开头 者 每 次 都 将 黑板 上 的 数 加 1, 因 而 他 写 在 黑板 上 的 数 都 是 
奇数 ,然而 ,第 二 个 人 每 次 只 能 加 上 奇数 ,所 以 他 必然 在 黑板 上 写 的 都 
是 偶数 ,于 是 必然 轮 到 第 一 个 人 写 19891989. 

7.16 ”试问 :能 和 否 将 1 至 21 这 21 个 自然 数 分 别 填 人 图 中 的 各 个 圆 
圈 内 ,使 得 除 第 一 行 外 ,每 个 圆圈 内 的 数字 都 等 于 其 肩膀 上 两 个 圆圈 内 
的 数字 之 差 的 绝对 值 ( 亦 即 c = 1 a - 1, 如 下 图 ). 

(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 假定 我 们 已 按照 要 求 将 1 至 21 填 


中 


入 图 中 的 各 个 圆圈 之 内 OOO OOO 
由 于 两 个 数 的 和 与 这 两 个 数 的 差 有 相 ”2C2@ 〇 

同 的 奇偶 性 ,我 们 考察 另 一 种 填 法 ， RY 
不 改变 第 一 行 中 6 个 圆圈 上 的 数 ,而 将 第 OO 

二 行 中 的 各 个 数 都 换 成 其 两 个 肩膀 上 的 数 的 全 


和 ,并 依照 此 法 ,再 将 第 三 行 中 的 各 个 数 都 换 成 
现在 第 二 行 中 的 位 于 其 两 个 肩膀 上 的 数 的 和 ,如 此 下 去 ,将 其 余 各 行 数 

这 时 , 表 中 所 填 的 各 数 的 奇偶 性 都 与 原来 所 填 的 数 相 同 . 

于 是 ,新 填 的 表 中 所 有 数 之 和 的 奇偶 性 应 当 与 和 数 1+ 2+… +21 
= 231 相同 , 即 为 奇数 . 

然而 , 寿 第 一 行 数 为 a ,b,c ,qd,e,f, 则 按 新 填 法 

第 二 行为 :a + b,b+c,c+d,d+e,et 三， 

第 三 行为 :a +2b + c,b+2c+d,c+2d+e,d+2e+f, 

第 四 行为 :a + 35 + 3c+d,b+3c+3d+e,c+3d+3e+/, 

第 五 行为 :a + 4b + 6c + 4d+e,b+4c+6d+4e+/, 

第 六 行为 :a +S + l0c + l10d + Se+f. 

这 时 ,所 有 数 之 和 为 6a + 206 + 34c + 344 + 20e + 6f 是 偶数 .出 
现 矛 盾 . 

因此 ,不 存在 符合 要 求 的 填 法 ， 

7.17 能 否 把 1,1,2,2,… ,1986,1986 这 些 数 排 成 一 行 ,使 得 两 个 
1 之 间 夹 着 一 个 数 ,两 个 2 之 间 夹 着 两 个 数 ,… ,两 个 1986 之 间 夹 着 一 
千 九 百 八 十 六 个 数 ? 
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请 证 明 你 的 结果 . 
(第 1 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 
[证 1] 不 可 能 做 到 . 
下 面 用 反 证 法 证 明 这 个 结论 . 
由 题 设 , 若 能 排 成 , 设 第 一 个 数 写 在 第 a 位 ,第 二 个 数 上 上 写 在 第 
bi 位 , 则 必 有 


bi 一 CR 三 有 二 工 . 
取 &A = 1,2,…,1986, 则 
1986 1986 
> — ak) = 人 > (大 + 1). 
A=1 二 = ] 
1986 1986 1986 
即 > (和 +a)-2>a = Dk+1). 第 
上 =]1 上 =! 上 = 1 村 七 
ge 孝 
1 +2+3+. +1986 + 1987 + +3972 -2> a 和 说 
= 上 .| 权 
一 2+3+4+… 十 1986 + 1987. 元 
3972 .3973 NS 1986 . 1989 
即 2 -2 一 > ~ 


1986 . 3973 — 2 > ,ak = 993 . 1989. 

此 式 左 边 为 偶数 ,右边 为 奇数 ,显然 不 可 能 成 立 . 

即 题 设 所 要 求 的 排 法 不 可 能 做 到 . 

[证 2] 考虑 任 一 偶数 对 . 

当 一 个 偶数 上 占据 第 奇数 位 时 , 则 另 一 个 偶数 上 占据 第 偶数 位 , 反 
之 亦 然 . 

考虑 任 一 奇数 对 . 

当 一 个 奇数 t 占据 第 奇数 位 时 , 则 男 一 个 奇数 1 也 占据 第 奇数 位 ， 
或 者 当 一 个 奇数 * 占据 第 偶数 位 时 , 则 另 一 个 奇数 * 也 占据 第 偶数 位 . 

由 于 2 . 1986 个 位 置 中 共有 1986 个 奇数 位 ,1986 个 偶数 位 . 

因为 有 993 对 偶数 ,所 以 共 占 据 了 993 个 奇数 位 . 

而 993 对 奇数 占 了 偶数 个 ( 设 为 2m ) 奇数 位 .于 是 

993 + 2m = 1986. 
这 是 不 可 能 的 . 
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所 以 题目 要 求 的 排 法 不 可 能 做 到 . 

[证 3] 考察 任何 两 个 a。 和 任何 两 个 5b 相互 被 夹 的 关系 . 

容易 看 出 ,如果 恰 有 一 个 b 被 夹 在 两 个 a 之 间 ,那么 也 恰 有 一 个 a 
被 夹 在 两 个 5 之 间 ; 

如 果 两 个 5 都 夹 在 两 个 a 之 间 ,那么 就 不 会 有 a 被 夹 在 两 个 5 之 
上 间 ; 

而 如 果 没 有 心 被 夹 在 两 个 a 之 间 ,那么 或 者 没有 a 被 夹 在 两 个 5 之 
间 ,或 者 两 个 a 都 被 夹 在 两 个 5 之 间 . 

由 以 上 可 以 看 出 :任何 两 对 不 同 数字 相互 被 夹 的 数目 之 和 不 是 2 
就 是 0, 即 为 偶数 .于 是 在 两 个 1, 两 个 2,… ,两 个 1986 之 间 被 夹 的 其 他 
数字 的 总 数目 一 定 是 偶数 ,然而 

lt+2+3+-.… + 1986 = 1987 .993 
是 奇数 ,出现 矛盾 . 

所 以 题 设 所 要 求 的 排 法 不 可 能 做 到 . 

7.18 ”假设 p 和 g 是 两 个 奇 整数 .证 明 方 程 +*+2px +2g = 0 不 
”可 能 有 有 理 根 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1907 年 ) 


[证 11] 假定 方程 有 有 理 根 zf ,其 中 mi 和 mi 是 互 素 的 整数 . 
由 gq 是 整数 及 韦 达 定 理 可 知 方程 的 另 一 根 也 是 有 理 数 , 设 这 个 根 
为 - ,其 中 ms 和 n, 是 互 素 的 整数 .于 是 


nl 11 ; 

Dl! 1 “Pp, 山 

7] 72 

一 一 。 -一 2 

Wil 71122 《 中 
由 多 得 天 1 好 ?> = 2mim2g. (3) 


由 司 得 ,ni 和 n, 至 少 有 一 个 为 偶数 ,不妨 设 m 为 偶数 , 则 由 1， 
和 nl 互 素 ,nm 为 奇数 . 

由 中 得 nm2 十 mn2 =— 2mm2p 由 

由 于 nj 是 偶数 , 则 ”ms; 是 偶数 ,于 是 由 @ 式 mn 是 偶数 . 

又 m1 是 奇数 , 则 wy, 是 偶数 ,于 是 芭 , 是 奇数 . 

由 考察 2 式 . 








由 于 nl 和 ?2 均 为 偶数 , 则 全 式 左边 ma 是 4 的 倍数 ,而 @@ 式 右 
边 m1 ,mm 和 2 都 是 奇数 ,于 是 2mzmzc 不 可 能 是 4 的 倍数 .出 现 予 盾 . 
于 是 已 知 方程 没有 有 理 根 . 
[证 2] (1) 若 方程 有 偶数 根 zx, 则 
x’ 三 0 (mod4)， 
2pr 汪 0 { mod 4), 
2g 三 2 ( mod 4). 


于 是 Xx*+2pr+2g9 汪 2 (mod4)， 

故 x’*+2pr+2g¥0. 

即 方程 没有 偶数 根 . 

(2) 行 方程 有 奇数 根 , 则 
x 二 1 (mod4)， 
2pr 二 2 ( mod 4), 数 章 
2g 二 2 ( mod4). 本 

于 是 x * +2pr+2g 汪 1 ( mod 4). 教 

即 方程 没有 奇数 根 . 


(3) 知 方 程 有 分 数 根 , 则 由 
Xx:+2pr+p? 一 p* ~ 20， 
(z+p) = pp — 29. 
”上 式 的 左边 为 分 数 , 右 边 为 整数 ,不 可 能 成 立 . 
综合 (1),(2),(3), 方 程 没有 有 理 根 . 
7.19 证明 如 果 整 系数 二 次 方程 
ar*+brtc=0 (a 0) OD 
有 有 理 根 ,那么 a ,6,c 中 至 少 有 一 个 是 偶数 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[证 ] 令 xz= 二 . 则 已 知 方程 化 为 
y+by+ac = 2 
如 果 x 是 方程 中 的 有 理 根 ,那么 y 也 是 方程 @ 的 有 理 根 . 
由 于 方程 @ 的 二 次 项 系数 是 1, 则 当 y 是 @ 的 有 理 根 时 ,y 是 整 


设 方程 人 有 两 个 有 理 根 yi ,> , 且 yt 是 整数 , 则 有 
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由 当 


Yt+y =- 6b. 3 


yiy2 = ac 由 
由 @@ 知 y, 也 是 整数 . 
所 以 有 abc =— yiy2( yt + y2). 


因为 对 整数 yi ,ys 和 (yi + y2), 这 三 个 之 中 必 有 一 个 偶数 ,因此 
abc 为 偶数 , 即 a ,6,c 之 中 至 少 有 一 个 偶数 . 

7.20 设 多 项 式 F(z) = aor”talxr lt+ar 2 ++a,_ix+ 
an 的 系数 都 是 整数 , 并 且 有 一 个 奇数 a 及 一 个 偶数 68, 使 得 f(a) 及 
fA(B) 都 是 奇数 ,求证 方程 f(x) = 0 没有 整数 根 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[证 ] 因为 8 为 偶数 , 则 
f(B) = aop8 +al8 ++ a t+ an 
= BlaoB” +aB ++ an1)+ an 

由 于 a0,al1，,… ,Qn-1 均 为 整数 ,8 为 偶数 , 则 p(aoP! +… + a,_1) 
是 偶数 ,又 由 于 f(B) 是 奇数 ,所 以 a, 为 奇数 . 

硅 8 为 一 偶数 , 则 

fA(B') = 偶数 +a = 偶数 + 奇数 关 0. 
所 以 方程 f(x) = 0 没有 偶数 根 . 
因为 a 是 奇数 ,而 
fla) = aogan + ayar t+ +a, lat+a, 
= (aoa 十 ara” 1 十 … 十 an_1Q) + 奇数 . 
因为 f(a) 为 奇数 ,以 及 ot (kk = 1,2,…,n) 为 奇数 , 则 有 
aoo + ale" +…+ an-10 是 偶数 . 
车 为 一 奇数 , 则 
f(a ) = 偶数 + a, = 偶数 + 奇数 天 0， 

所 以 方程 f(x) = 0 没有 奇数 根 . 

由 以 上 ,方程 f(x) = 0 没有 整数 根 . 

7.21 ”证 明 如 果 存 在 xn 个 正 整 数 x| ,zx，,…, x, 满足 个 方程 


22z1 一 二 |， 
一 KZ 一 AT 二 ，&=2;3, 22 一 1 


一 Xn-l1 十 27， = 1. 
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则 ”是 偶数 . 


[证 ] 考虑 齐 次 方程 组 
27l 一 2 一 0， 
— Te] + 2 一 RE+I = 0， k = 2,3,…,n—l 


一 之) 一 1 十 2 = 0. 


2 一 271， 
则 可 得 出 ”3 x = 2 k=2,3,.,n—1 
-HL 一 2 
Xx; = iz, i = 2,3,.",7 
于 是 解 得 
时 一 方 (一 Dzi 
这 样 就 有 mxzl = 方 (n -1)z1, 
解 得 tl = 0 
从 而 T=0, i1=1,2,.…,n. 


设 zt1,Xx2，… ,Xx 是 方程 组 
271— X22 三 1， 
一 1+2z — Xetl 二， 天 


— x] + 27, = 1. 


的 一 组 解 . 则 Nt stl 也 是 这 个 方程 组 的 一 组 解 . 于 是 


1 一 Try2 Kn-lr 3 -2 Xl 
是 齐 次 方程 组 的 解 ,因此 z 
Xi Xn? TXT2 Xn-ls X33 Xn-2, 


又 将 方程 组 @ 的 ” 个 方程 相 加 得 


十 nr 二 天， 


所 以 站 | 一 Xn = 了 
因为 x1 是 正 整数 ,所 以 = 是 偶数 . 
7.22 “” 设 多 项 式 


P(x) 一 aox” + CR 1 十 十 CH 二 + C0， 
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ean 


其 中 系数 a,(: = 0,1,2,…,n) 是 整数 . 

如 果 P(0) 和 P(1) 都 是 奇数 ,证 明 P(x) 没有 整数 根 . 

(第 3 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1971 年 ) 

[证 ] 由 于 P(0) 是 奇数 , 则 ao 是 奇数 . 

于 是 , 对 任意 的 偶数 a,P(a) 一 定 是 奇数 ,从 而 Pla) 关 0, 即 
P(x) 没有 偶数 根 . 

下 面 我 们 证 明 ,对 任意 奇数 8,P(8) 也 是 奇数 . 

否则 ,者 P(B) 是 偶数 ,由 P(1) 是 奇数 得 

P(B) -了 (1) 
= ao(P’ -1)+a(P -1)+.…+a1(B-1) 

由 于 P(B8) - P(1) = 偶数 -奇数 = 奇数 ,而 因为 8 是 奇数 ,8 - 
1(k = 1,2,…,n) 是 偶数 ,所 以 上 式 就 出 现 奇数 等 于 偶数 的 结果 ,这 是 
不 可 能 的 . 

所 以 P(x) 也 没有 奇数 根 . 

因而 P(x) 没有 整数 根 . 

7.23 “证明 不 论 二 是 什么 整数 ,方程 六 -16ar+7 =0 没 有 整 


数 解 . 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竟 赛 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 方程 
xXx’ 16nr+7=0 GQ) 
的 两 个 根 为 1 和 x2, 则 有 
X11+ Xx» = l6n, 人) 
ix2 三 也 . 3) 


现 假定 中 有 一 根 为 整数 , 则 由 @, 另 一 根 也 是 整数 . 
因为 7 是 素数 ,由 G) 知 ,zi 和 二 了 可 以 写成 下 面 的 形式 ， 
Xl 二 土 7， 一 土 74. @ 


上 面 两 式 同 时 取 正 负 导 , 且 


k+h=5. ©) 
把 @ 式 代 人 人 句 , 得 (不 妨 设 > 有) 
T+ 7 =+t16n. 
TA(T-4 + 1)=+t 16n. (©) 
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因为 上 + 为 奇数 ,所 以 k 一 hh 也 为 奇数 ,从 而 有 恒等式 
T+ = 8 T+ + 1) 
由 于 上 式 右 边 括号 中 每 一 项 都 是 奇数 ,并 且 上 有 -也 是 奇数 ,所 以 代数 
和 是 奇数 ,把 它 记 为 mm ,从 而 @ 式 化 为 
7* .8m =+ 16n, 
Tim =+2n. 

上 式 左 边 为 奇数 之 积 , 仍 为 一 奇数 ,而 右边 为 偶数 ,所 以 不 可 能 成 

让 


因此 ,方程 没有 整数 解 
7.24。 设 FLz) = > air 为 整 系数 ， 次 多 项 式 , 若 avav 及 


f(1) 均 为 奇数 ,证 明 ALz) = 0 没有 有 理 根 . ， 第 
(第 12 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1952 年 ) 四 ; 
和 
[证 ] 设 方程 f(x) = 0 有 有 理 根 x = 个, 其 中 p 和 g 是 互 素 的 。 | 名 
整数 , 则 
f(2)=0. 
过 
p po, 
天 -二 一 “a; -二 天 i 一 0 ， 
gf ) 之 4 (了 ) 
即 aop” 十 gayp” 1 二 十 gq" la,_1p 十 na， = 0. 个 
由 此 可 得 


pla,, gq1ao. 
因为 ao 和 a, 都 是 奇数 , 则 p 和 g 都 是 奇数 . 
考虑 由 式 左边 以 2 为 模 的 余数 . 
aop” + qap” ++ gq ianipt+ ga, 

= 二 CQ0 十 QI 十 十 QI 十 CQ 

= f£(1) 

= 三 1 (mod2). 

与 D 式 矛 盾 . 

因而 方程 A(x) = 0 没有 有 理 根 . 
7.25 ”证 明 四 次 多 项 式 x4 + 2x? + 2x + 2 不 可 能 分 解 成 两 个 具 
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a 


有 整 系数 a ,b,c,d 的 二 次 三 项 式 z + ar +b 和 zx? + cr + 4 的 乘积 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1922 年 ) 
[证 1] 假设 四 次 多 项 式 六 +2cz+2z+2 能 分 解 成 z+ar+ 
b 和 .xz* + cr + 4d 的 乘积 , 则 
x+2xr2+2zrz+2 
= (x +ar+b)(x*+cr+a) 
= xi+t(atc)r +(btac td)r +(b +ad)r t+ bd. 


它们 的 对 应 系数 相等 , 即 


at+c = 0, Q) 
bt+act+d = 2, © 
ac + ad = 2， (3) 
bd = 2. (个 


由 四 得 ,和 d 一 为 奇数 ,一 为 偶数 ,不 妨 设 5 为 奇数 (实际 上 为 + 
1) ,4 为 偶数 (实际 上 为 + 2). 
这 时 ,由 多 式 得 bc = 2- ad. 
右边 为 偶数 ,而 左边 的 因数 6 为 奇数 ,所 以 c 为 偶数 . 
册 考 虑 四 式 , 由 为 奇数 ,c 和 d 为 偶数 可 得 5 + ac + d 为 奇数 ,而 
2 为 偶数 , 则 
b+actd=2 
不 成 立 . 
因此 ,四 次 多 项 式 x +2xr?+2x+2 不 能 分 解 为 zx?+ar+b 和 zx? 
+ cx + 4d 的 乘积 . 
设 整 系数 多 项 式 
f(x) = aor” +t ar ++ a lr+a,. 
如 果 存 在 这 样 一 个 素数 p ,最 高 次 项 的 系数 ao 不 能 被 p 整除 ,而 所 有 
其 他 的 系数 能 被 p 整除 ,但 常数 项 不 能 被 p? 整除 ,那么 f(x ) 不 能 分 解 
为 两 个 低 次 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 
设 f(r)= r+2r +27r+2. 
则 有 素数 p = 2， 
2 f1(z 的 系数 ). 
212 且 之 可 (常数 项 ). 
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于 是 xz+2xz+2z+2 不 能 分 解 为 两 个 二 次 三 项 式 之 积 . 

7.26 ”已 知 多 项 式 x3 + br? + cx + 4q 的 系数 都 是 整数 ,并 且 ba + 
cd 是 奇数 .证 明 这 多 项 式 不 能 分 解 为 两 个 整 系 数 多 项 式 的 乘积 . 

(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 1 设 op(z) = x +br +crtd. 

如 果 p(xz) 能 分 解 成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 ,由 于 p(x) 的 首 项 
系数 为 1 , 则 可 设 

T+ brr+crt+a = (z+ p)(x*+ gr+r). 
比较 对 应 项 的 系数 得 
pr=d, pqt+r=c,p+gqg= 6. 
因为 bd + cd = (b+ c)d 是 奇数 , 则 5 + 与 a 都 是 奇数 .因而 5 


和 c 必 一 为 奇数 ,一 为 偶数 . 第 
车 b 是 偶数 ,c 和 d 是 奇数 . + 
此 时 p 和 7 都 是 奇数 ,从 而 pg = c - r 为 偶数 ,于 是 由 p 是 奇数 ， 让 

9 是 偶数 可 知 p + g = 5 是 奇数 ,与 5 是 偶数 矛盾 . 才 


和 若 b 和 4 是 奇数 ,c 是 偶数 . 
由 d 是 奇数 知 p 和 v 是 奇数 ,从 而 g = b 一 pp 是 偶数 ,此 时 pg + 
= c 是 奇数 ,与 c 是 偶数 矛盾 . 
以 上 让 导 表 明 ,2(z) 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 
[证 2] 假设 
x +br +crtd= (rt+p)(r + grt+r), 


网 x+ 5xr* + cr + 4 必 能 被 z+ pp 整除 ,从 而 应 有 


-p+op -cptrdad=0. QD 
由 于 (6 + jd 是 奇数 ， 则 4 是 奇数 ,5b 和 c 一 为 奇数 一 为 偶数 ,又 由 
qd = pr 知 p 是 奇数 . 


从 而 中 式 左 边 有 三 项 为 奇数 ,一 项 为 偶数 ,因而 这 四 项 之 和 为 奇 
数 不 可 能 为 零 . 
因此 ,x” + px + cr + d 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 
[证 3] 假设 
oD(zr) =z3 二 pzr2+cr 二 Cd 
=(x+ p(x + gr + r). 


由 bd + cd 是 奇数 , 则 5b + c,d 是 奇数 ,进而 p 和 ;也 是 奇数 . 令 
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9 在 


p(]) =(1+ p)(l+g+r) 
=]+(b+c)+d. 

然而 1 + p 是 偶数 ,从 而 (1 + p)(1+ g + r) 是 偶数 ,又 1+ (b+ 
c) + d 是 奇数 .产生 矛盾 . 

于 是 命题 成 立 . 

7.27 ”假设 a1,a,,…,a, 是 数 1,2,…,n 的 某 种 排列 . 

证 明 如 果 ”是 奇数 , 则 乘积 (al -1)(as - 2)…(av - n) 是 偶数 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1906 年 ) 
[证 1] 考虑 所 有 因子 a; -i 的 和 . 
(al—1)+(as—2)+t+ "+ (a, ~ n) 
= (artast++a)~—-(l+2+."+n) 
= 0. 
由 于 ”是 奇数 ,0 是 偶数 , 若 所 有 的 因子 
a;:—i(i= 1,2,.…,n) 
都 是 奇数 , 则 奇数 个 奇数 的 和 应 为 奇数 ,不 可 能 为 0, 出 现 矛盾 . 
所 以 必 有 一 个 因子 a; - i 是 偶数 ,从 而 乘积 
(a1 — 1)(as 一 2) (ay 一 2) 
是 侦 数 . 
[证 2] 设 n = 2k+1(&k 是 整数 ) 
显然 ,由 al,az，…ar 是 1,2,…,n 的 某 种 排列 , 则 乘积 
(a1 — 1)(as — 2)…(a,— 1) 
中 ,各 个 因 式 的 被 减 数 和 减 数 的 奇数 个 数 都 是 + 1 个 , 即 总 共有 2(k+ 
1) = n +1 个 奇数 ,而 一 共有 个 因 式 ,所 以 必 有 一 个 因 式 中 的 被 减 数 
和 减 数 都 是 奇数 ,从 而 这 个 因 式 是 偶数 ,于 是 所 及 个 因 式 的 乘积 为 偶 
数 . 

7.28 ”扑克 牌 中 的 4 、J、Q 分 别 表示 1,11,12,13, 甲 取 13 张 红 
桃 , 乙 取 13 张 黑 桃 ,分 别 洗 和 后 , 甲 , 乙 依次 各 出 一 张 牌 ,使 红 . 黑 牌 配 
成 13 对 ,证 明 这 13 对 数 的 差 的 积 必 为 偶数 . 

(中 华 少年 杯 ” 初 二 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[证 ] 由 于 在 13 张 牌 的 点 数 1,2,…,13 中 有 7 了 7 个 奇数 ,6 个 偶数 ， 
所 以 当红 、 黑 牌 配 成 13 对 之 后 ,至少 有 一 对 数 的 奇偶 性 相同 , 则 这 对 数 
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的 差 必 为 偶数 . 

由 于 13 对 数 的 差 中 ,至 少 有 一 个 差 为 偶数 , 则 它们 的 积 必 为 偶数 . 

7.29 ”如 图 ,是 由 4 个 1x1 的 正方 形 组 成 的 “L 形 ”. 用 若干 个 这 
种 “LL 形 ” 硬 纸 片 无 重要 地 拼 成 一 个 m x n( 长 为 m 个 单位 , 宽 为 个 
单位 ) 的 和 矩形. 

试 证 明 xm 必 是 8 的 倍数 . 





二 c 种 


(中 国 北 京 市 初中 二 年 级 数学 竟 赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 有 上 个 二 形 的 纸 片 拼 成 m x nn 的 矩形 ,由 于 每 个 工 形 由 
4 个 单位 正方 形 组 成 , 则 


每 京 千 各. 中 


mn = 4k. 
因此 ,wm 和 中 至 少 有 一 个 是 偶数 .为 确定 起 见 , 不妨 设 m 为 偶 
数 . 
如 图 ,将 m 个 列 中 的 第 奇数 号 列 涂 上 红色 ,第 偶数 号 列 涂 上 白色 ， 
则 每 个 ^L 形 ” 纸 片 或 者 占 3 个 红 方 格 , 一 个 白 方 格 ,或 者 占 3 个 白 方 
格 ,1 个 红 方 格 . 
我 们 称 占 3 红 1 日 方 格 的 为 甲 类 , 占 3 白 1 红 方 格 的 为 乙 类 .并 且 设 
m Xn 甜 形 由 :个 甲 类 “L 形 ” 纸 片 和 ;个 乙 类 “L 形 ” 纸 片 组 成 , 则 
甲 类 : 占 3z 个 红 方 格 ,t 个 白 方 格 . 
乙 类 : 占 ;个 红 方 格 ,3s 个 白 方 格 . 
但 在 mxn 定形 中 , 红 方 格 与 白 方 格 数 相 等 , 则 有 
3t + 三 35 二 tt， 
$s 二 1. 
即 甲 类 “L 形 ” 与 乙 类 “L 形 ” 个 数 相等 . 
从 而 可 断定 为 偶数 . 
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于 是 mn = 4& 能 被 8 整除 . 

7.30 ”有 nxXxn(n 之 4) 的 一 张 空 日 方 格 表 , 在 它 的 每 一 个 方 格 内 
任意 地 填 人 + 1 与 - 1 两 个 数 中 的 一 个 . 现 将 表 内 >” 个 两 两 既 不 同行 
( 横 ) 又 不 同 列 ( 竖 ) 的 方 格 中 的 数 的 乘积 称 为 一 个 基本 项 . 

试 证 : 按 上 述 方式 所 填 成 的 每 一 个 方 格 表 , 它 的 全 部 基本 项 之 和 总 
能 被 4 整除 ( 即 总 能 表 成 4& 的 形式 ,其 中 有 € 2) 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[证 1] 显然 ,不论 用 怎样 的 填 法 ,所 填 成 的 方 格 表 总 有 n! 个 基 


站 深 


本 项 . 
用 ai 表示 方略 表 中 第 i 行 第 j 列 的 方 格 内 所 填 的 数 , 这 里 1 过 i， 
7 二 1，71 之 4，1 EN. 

现在 考察 一 张 已 填 成 的 方 格 表 , 记 它 的 全 部 基本 项 之 和 为 S. 

由 题 意 , 表 中 每 个 格 内 的 数 a; 只 能 是 + 1 或 -1, 而 +1 与 -1 之 
间 只 相差 一 个 负 号 ,因此 , 当 把 方 格 表 中 的 某 一 个 数 a; 改变 选择 ( 即 把 
+ 1 换 成 -1 或 把 -1 换 成 +1) 时 ,由 于 a; 出 现在 和 式 S 的 (n - 1)1! 
个 基本 项 中 ,由 n 宇 4, 则 S 中 将 有 偶数 个 基本 项 同时 变 号 . 

再 注意 到 在 n!1( 侦 数 ) 个 基本 项 中 , 值 为 1 的 基本 项 与 值 为 -1 的 
基本 项 的 个 数 之 差 必 为 偶数 ,而 a; 在 变 号 时 ,其 所 在 的 基本 项 的 改变 
值 是 2 或 -2, 所 以 当 某 个 ai 改变 选择 时 ,引起 S 的 改变 值 一 定 是 4 的 
倍数 . 

若 一 张 方 格 表 的 所 有 a, 全 为 +1, 则 全 部 基本 项 之 和 S = n1(n 之 
4) 显然 能 够 被 4 整除 . 若 oj 不 全 为 + 1, 则 这 张 方 格 表 可 由 一 张 a; 全 
为 1 的 方 格 表 将 相应 方 格 中 的 数 +1 经 有 限 次 变 号 而 得 到 .根据 以 上 的 
讨论 ,每 次 变 号 均 使 基本 项 之 和 的 改变 值 能 被 4 整除 . 

从 而 无 论 用 怎样 的 填 法 ,所 填 成 的 方 格 表 的 全 部 基本 项 之 和 总 能 


被 4 整除 . 
[证 2] 设 每 个 基本 项 为 x;, 则 xz, 只 能 取 + 1 或 -1, 且 基本 项 共 
有 nn! 个 . 


表 中 第 i 行 , 第 j 列 的 数 记 为 a; , 则 a; 只 能 为 + 1 或 -1. 


_1)! 
1Z2 A! = [{ay D0! 


本 
| sh 
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由 于 nn 宇 4, 所 以 21(n 一 1)1， 
因而 a 1)! = | ， 
即 TX "Tt = 1. 
故 在 xz,x2,，… ,x 中 只 可 能 有 偶数 个 一 1， 设 有 2 个 -1， 则 
有 ni! 一 2k 个 +1. 
于 是 Dx = nl-2k)+(-1) .2k=n!l-4k. 


1 = 1 
又 因为 实 4, 所 以 41n1, 即 41n!1 一 4k, 于 是 41》)x. 
i = 1 


7.31 设 E= 12,3,…,2001,G = alyayas，…aloo CE. 
且 G 具有 下 列 两 条 性 质 : 
(i) 对 任何 1 过 i<j 过 100, 便 有 
ci + a; 201. 


(i ) ai = 10080. 

斌 证明 G 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 , 且 G 中 所 有 数字 的 平方 和 
为 一 个 定数 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 

[证 1] 由 条 件 ( 1 ),a.; + ai 天 201， 

所 以 在 G 中 选 了 一 个 奇数 1, 则 中 的 相应 的 偶数 201 - 上 就 必然 
不 在 G 内 . 

由 于 到 中 100 个 偶数 之 和 

2+4+.…+200= 疙 +0 0 - - 10100 > 10080. 


则 G 中 不 可 能 全 为 偶数 . 

设 G 中 有 个 奇数 ,每 个 奇数 设 为 2m 一 1(i = 12 生生 
N). 

从 而 必须 从 中 的 100 个 偶数 中 除 掉 个 ,每 个 偶数 设 为 2m 
(7 = 二 1,2,…,k，m; 人 N), 且 满足 

2n; — 1 +2m,; = 201, 

即 mn; 十 n; = 101. 

于 是 有 10100 一 (2x + 2rm2 t+ +2n4) + [(2n1 1)+ (2n2— 
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1) + + (2n, ~ 1)|] = 10080. 
20 = 2C(m -n+t+m 一 12 十 十 7 -ne)+k 
= 2[(m +n) -2nt (m+ nn) — 2n2+ + (m+ ne) 


一 2ng ] 二 +R 
= 2(101k ~ 27 — 2n2 一 … — 2n)+k. 
即 203k = 20+ 4(ny+ n+ + ne). 
因为 (203,4) = 1,， 
所 以 必 有 41k. 
即 G 中 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 . 
100 100 200 
又 Da? + > (201- a) = 2 7, 
i=1 i=1 i=1 


100 200 100 
2 a? = 27 -100.201 + 402 > ja; 
1=1 E 1 i:= 1 


= 27 — 100 . 201? + 402 + 10080. 
所 以 > ja? 是 一 个 常数 . 
[证 2] 把 五 分 成 
11,200} ,12 ,1991，…,1100,1011 
共 100 个 子 集 . 
显然 ,集合 G 中 的 元 素 是 从 这 100 个 子 集中 各 取 一 个 元 素 . 
又 可 把 这 100 个 子 集 分 成 两 类 : 
一 类 是 
{1,200| ,14,1971 ,1$,1961 ,18,193} ,.… 
这 一 类 中 每 个 子 集中 的 两 个 元 素 一 个 为 4 型 ,一 个 为 4& + 1 型. 
男 一 类 是 
12,1991 ,13,198| ,16,195|, {17,194} ,… 
这 一 类 中 每 个 子 集中 的 两 个 元 素 ,一 个 为 44 + 2 型 ,一 个 为 4& + 3 型. 
设 集合 G 中 的 100 个 元 素 中 4& + 1 型 的 有 过 个 ,4& +3 型 的 有 》 
个 , 则 4k 型 的 有 50 - z 个 ,4& + 2 型 的 有 50 - y 个 . 
这 时 ,x + y 即 为 G 中 奇数 的 个 数 . 因为 


00 
| 


di (4k + 1)x+4k(50— x) + (4k + 3)y+ (4k +2)(50— y) 


:= | 


402 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





二 T+ 3y ~ 2y 
二 T+y 
三 10080 
0 (mod 4). 
所 以 41zxz+y. 
即 G 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 . 
下 面 证 明 G 中 所 有 数 的 平方 和 是 一 个 常数 . 
设 GI 
G2 = {61,b2, 
为 满足 条 件 的 两 个 不 同 的 集合 , 则 有 
> = pr = 10080. 


7 二] 


“al100| ， 
,01001， 


= {al,a2,: " 


不 妨 设 G1,G， 中 不 同 的 元 素 共 有 个 , 记 为 ai ,ai 


…,b; ,其 中 

a; < a < < a, 

b; > bb; > 人 > 
显然 有 

ai + bi 


= a + = = a+b; 


于 是 


= D(a; + 6;) (a 一 已 ) 


r= | 


= 201 Sa, — b;) 
了 = 1 了 J 
直 时 
= 201( > ja; - >06.) 
j=1” j=1 7 


= 0. 
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给 沙 水 


所 以 2 = 之 人 3 

即 G 中 所 有 数 的 平方 和 为 一 常数 ， 

7.32 xizz 为 +1 或 一 1 并 且 

TITITITA 十 2T3T475 十 3T4T5T6 十 十 T 3TN 2 1 

+ oz 十 IIZ3 十 rz2z3 = 0. 

证 明 ”能 被 4 整除 . 

(第 26 届 国 际 数学 秽 林 匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[证 ] 由 于 乘积 

TITITIT4, TXT2TITAT5, “2 了 3 

都 是 + 1 或 -1, 且 其 总 和 为 0, 所 以 一 定 共 有 偶数 项 , 即 ”一 定 是 偶数 
2772 . 

将 上 面 的 ”个 数 相 乘 ,一 方面 ,其 中 的 +1 和 -1 各 有 和 个 ,所 以 
它们 的 乘积 为 (- 1)”. 

男 一 方面 ,在 乘积 中 ,zi ,x2,… ,x, 作为 因数 都 出 现 四 次 ,所 以 乘 
积 为 + 1 ,于 是 

(一 1)”= 1， 7 为 偶数 . 

因此 nn 是 4 的 倍数 . 

7.33 (1) 有 个 整数 ,其 积 为 », 其 和 为 0. 求 证 数 n 能 被 4 整 
除 . 

(2) 设 n 是 能 被 4 整除 的 自然 数 .求证 可 以 找到 ,个 整数 ,使 其 积 
为 n ,其 和 为 0. 

(第 18 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] (1) 设 Ud "say 为 n 个 整数 ,是 满足 题 设 条 件 : 
al+az+…+a = 1 OD 
ald2**"d, = nn © 
奋 7 是 奇数 , 则 由 @@, 所 有 的 因数 a;(i = 1,2,…,n) 都 是 奇数 ,而 
奇数 个 奇数 之 和 应 为 奇数 , 而 不 能 为 0, 与 人 矛盾 . 

所 以 x 必 为 偶数 . 

当 ”为 偶数 时 , 则 由 @ 知 , 必 有 一 w 为 偶数 ,再 由 四 知 , 除 。 外 ， 
至 少 还 应 有 一 个 偶数 ,否则 就 出 现 奇数 个 奇数 与 一 个 偶数 之 和 ,不 可 能 
等 于 0. 
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因此 ,在 a; 中 至 少 要 有 两 个 偶数 ,再 由 外 ,n 必 能 被 4 整除 . 
(2) 设 是 4 的 倍数 , 且 n = 4k&,，kEN. 


当 此 为 奇数 时 ， 
n=2.(-2k).1™.(—1)°. 
由 于 2+(-2&k)+1+…+1+(-1)+.…+(—1) 
=2~2k+3k-2-k 
= 0. 
所 以 可 选 1 个 2，1 个 -2k，3k 一 2 个 1 和 上 上 个 -1 这 4 息 个 数 ， 
满足 要 求 . 
当 上 & 为 偶数 时 ， 
n= (2). (一 28) .1 和 (~ 1)* <. 
由 于 


(—2)+(—2k)+1+…+1+(—1)+:…+(—1) 
a | (&~2) 个 

=—-2—-2k+3k+2—-k 

= 0. 

所 以 可 选 1 个 -2，1 个 -2&，3& 个 1 和 有 -2 个 -1 这 4 个 
数 满足 要 求 . 

7.34 ”尺寸 为 10 x 10 x 10 的 正方 体 是 由 500 个 黑色 单位 正方 体 
和 500 个 白色 单位 正方 体 拼 成 的 ,两 色 单 位 正方 体 按 国 际 象棋 的 式样 
排列 ( 即 每 两 个 相 贴 的 面 均 为 异 色 ). 今 从 中 取出 100 个 单位 正方 体 ， 
使 得 300 个 平行 于 正方 体 的 楼 的 1x1x10 小 柱 的 每 一 个 之 中 ,都 
刚好 缺 掉 一 个 单位 正方 体 . 证 明 所 取出 的 黑色 单位 正方 体 的 数目 是 4 
的 倍数 . 

(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 1] 10x10x10 的 正方 体 共 分 为 10 层 ,将 它们 自 下 而 上 编号 ， 
记 为 1 ,2,3,…,9,10. 

易 知 , 自 每 一 层 中 都 取出 了 10 个 小 正方 块 . 

我 们 考察 第 & 层 的 情况 . 

设 从 第 & 层 中 取出 as 个 黑 块 ,6i 个 白 块 .在 该 层 中 引入 坐标 ,使 每 
个 小 正方 块 都 对 应 一 个 正 整 数 对 (i,j),(i,j) 表示 小 正方 块 位 于 第 i 
行 ,第 ; 列 . 
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3 由 浴 


由 于 奇数 号 同 偶数 号 的 颜色 刚好 相反 ,不妨 设 , 当 上 & 为 奇数 时 ,i + 
/为 奇数 的 是 黑 方 块 , 当 上 & 为 偶数 时 ,i + j 为 奇数 的 是 日 方块 . 
现 设 太 为 奇数 , 且 设 所 取出 的 10 个 小 正方 块 的 坐标 为 (7 ,11)， 
《zi2,72)，… (il0,710)， 
于 是 
1 
= 
= {1,2,.…,101. 
{++ (i2+tj2)+t + (ilot+ jiol 
= 2(1+2+…… + 10) 
= 110. 
由 于 10 个 (+ 庆 ) 的 和 为 偶数 ,所 以 1i4 + 六 ) 为 奇数 的 必 有 偶数 
个 .因此 必 取 出 偶数 个 黑 方 块 ， 从 而 亦 取 出 偶数 个 蝗 方 块 
对 上 为 偶数 的 情况 亦 有 同样 的 结论 . 
综 上 所 述 ,对 一 切 & = 1,2,…,10, 都 有 
(1)ar, bes 首 为 偶数 . 
(2)a + b, = 10. 


如 果 记 A, 一 之 ,aok， B, 一 之 624 就 有 ,BB， 为 偶数 , 且 
A, 十 也 > = 50. 
另 一 方面 ,如 果 将 所 取出 的 小 正方 块 按 其 原来 的 位 置 都 投影 到 第 


一 层 , 则 它们 刚好 盖 满 该 层 , 且 无 重 秋 .考虑 到 黑白 颜色 分 布 , 就 有 
Al 十 B, = 30 


5 
其 中 Al = > ,ak 1 
六 二 ] 
10 
于 是 ,有 > ah 一 Al 十 A>， = 100 — 2B;. 
k=1 


由 于 B, 是 偶数 , 则 100 ~ 2B; 是 4 的 倍数 ,因而 > )a 是 4 的 倍数 ， 


即 所 取出 的 黑色 正方 体 的 数目 是 4 的 倍数 . 
[证 2] 令 每 一 小 方块 对 应 一 个 三 元 有 序 正 整 数组 (i ,) ,k), 即 该 
小 方块 位 于 第 上 层 , 第 ;1 行 , 第 j 列 , 且 设 i+j+ 上 为 奇数 时 是 黑 方 块 ， 
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i + j 十 上 为 偶数 时 是 白 方块 . 

设 所 取出 的 100 个 正方 块 所 对 应 的 数组 为 

(Ci JiR1), (Ci2,72,k2), 7, (i100;7100, 8100). 

于 是 ,数组 1 ,i2,… ,i1001， (1572,"* ,Jj1001, jk&1,k2,… ,ki00| 都 
是 由 10 个 1,10 个 2,…,10 个 10 组 成 . 

数 对 组 17 ,71),(i2,j2),…,(ii00,j100)| 恰 为 集合 

{1(2,7) 11,7 = 1,2,.…,10| 

同样 , 数 对 组 1(ii ,1),， (i2,2),…,(ilo0,ki00)|} 和 数 对 组 1(j1 ,1)， 
(J2,k2), ,C7100, R100)! 同样 如 此 .因此 有 


100 
S = (iti th) 
"r= 1 


10 
=30>r+6 >，i 1 
rr 一 | 


三 0 (mod 4). QO 
设 S 的 100 个 加 项 中 有 a 个 奇数 ,100 -a 个 偶数 .由 于 奇数 的 平 
方 被 4 除 余 1 ,偶数 的 平方 被 4 除 余 0, 则 
Sa ( mod 4). © 


淤 交 条 洗 中 
钙 cr 各 


由 外,@ 即 知 
a 三 0 ( mod 4). 

因此 ,所 取出 的 黑色 小 正方 块 的 数目 a 是 4 的 倍数 . 

7.35 ”在 国际 象棋 盘 上 放 着 8 个 棋子 :每 一 横行 和 每 一 纵 列 中 都 
恰 有 一 个 棋子 .证 明 在 国际 象棋 盘 上 的 所 有 黑 格 中 共有 偶数 个 棋子 . 

(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] 把 棋盘 从 角 上 的 白 格 开始 , 顺 次 给 横行 与 纵 列 编号 ,这 样 
棋盘 上 每 一 方 格 都 有 两 个 坐标 (i ,;) ,i 是 所 在 的 行 ,; 是 所 在 的 列 . 

对 于 白 格 来 说 ,这 两 个 坐标 之 和 i + ; 是 偶数 . 

对 于 黑 格 来 说 ,这 两 个 坐标 之 和 i + 7 是 奇数 . 

由 于 8 个 棋子 所 在 的 8 个 格子 的 坐标 之 和 是 偶数 2(1 + 2 上 … 上 + 
8) ,所 以 这 8 个 格子 中 只 可 能 有 偶数 个 黑 格 . 

7.36 3 架 自 动机 在 卡片 上 打印 自然 数 数 对 . 自动 机 按 以 下 方式 
工作 :第 一 架 自动 机 读 完 卡片 (a ,5) 后 输出 新 的 卡片 (a + 1,5 + 1), 第 
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3 小 演 


二 架 自 动机 读 完 卡片 (a,5) 后 输出 新 的 卡片 (对 , 子 ).( 仅 当 a,6 同 为 
偶数 时 , 它 才 工作 ), 第 三 架 自动 机 每 次 读 两 张 卡 片 (a,6) 和 (5,c), 输 
出 新 的 卡片 是 (a,c), 此 外 ,自动 机 能 退回 所 有 读 过 的 卡片 ， 

假设 有 一 张 初始 卡片 (5,19) , 问 :能 否 利用 任何 类 型 的 自动 机 得 到 
卡片 

(1)(1,50)? 

(2)(1,100)? 

(3) 假设 有 初始 卡片 (a ,5b),a < 5, 而 我 们 想得到 卡片 (1,7). 问 : 
n 取 何 值 时 能 做 到 这 一 点 ? 

(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[ 解 ] (1) 可 以 得 到 . 

我 们 用 工 , I ,区 表 示 自动 机 的 编号 ,并 把 操作 过 程 用 箭头 表示 ， 
箭头 上 方 注 骨 的 是 自动 机 的 编号 

首先 得 到 卡片 (1,8). 


I 
(5,19) >(6,20) >(3,10) >(4,11) (5,12) 5 


} 
一 (10,17) 
Gm tal8) (2,9) 二 (3,10) (4.11) 2.… 
(3,10) 
1 
一 (9,16) 
p10) M18) 
(2,9): 
进一步 有 
(1,8) 1 
~>(1,1S) | 玫 
(8,15) [E122) n 


所 以 能 得 到 (1 ,50). 

(2) 不 能 得 到 (1 ,100). 

由 (1) 可 知 ,(5,19) 上 两 数 之 差 是 7 的 倍数 ,而 在 三 台 自 动机 的 任 
何 运 算 中 ,卡片 上 两 数 之 差 都 是 7 的 倍数 ,而 100 - 1 = 99 不 能 被 7 整 
除 . 

(3) 设 d 是 6 -a 的 最 大 奇 因数 ,那么 仅 当 nn = 1+ dk(k EN) 时 ， 
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从 卡片 (a ,5) 可 以 得 到 卡片 (1,72). 
由 (2) 知 , 知 从 (a ,6) 得 到 (1,n), 则 n 一 1 = dk. 
现在 我 们 证 明 从 (a,5) 可 以 得 到 (1,1 + ad). 
如 果 a 和 4 的 奇偶 性 相同 ,那么 将 完成 以 下 运算 : 


(ae 六 一 (全 ,之 或 (oa 一 (2 二 ,二 ) 
这 就 给 出 了 其 差 缩小 的 两 个 数 . 
对 于 (4a,a + d), 可 以 完成 以 下 运算 


(a,atd)>(atil,at+l+d) Sb:... Lb(at+d,a+2d) 下 


(a,a+d) : 

(a,a + 2d). 

进一步 有 -~ (号 ， 号 + d) 或 者 ~ (2+1, 2 二 1 a). i 
这 就 给 出 了 其 差 相 等 的 两 个 数 ,并 且 当 a > 1 时 ,将 a 变 小 了 . 和 


重复 以 上 一 系列 运算 ,如同 (1) 可 得 到 (1， 1 + d) ,进而 能 得 
(1, 1+ adk),BI(1,n). 

7.37 “在 黑板 上 写 着 若干 个 0,1,2, 可 以 氛 去 其 中 两 个 不 相等 的 
数字 ,并 代 之 以 与 擦 去 的 数字 不 相同 的 数字 (例如 ,用 2 代替 0 和 1, 用 0 
代替 1 和 2, 用 1 代替 0 和 2). 

证 明 如 果 经 过 着 干 步 这 样 的 运算 后 在 黑板 上 还 有 一 个 数 , 那 么 这 
个 数 与 擦 去 数字 的 先后 次 序 无 关 . 

(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 设 0 的 个 数 为 p,1 的 个 数 为 g,2 的 个 数 为 +. 

由 题 设 ,每 一 步 操作 ,所 有 三 个 数 p,q,r 都 增加 或 减少 1. 因 而 p， 
gq 和 > 的 奇偶 性 也 随 之 改变 . 当 黑 板 上 只 剩 下 一 个 数字 时 ,p,qg 和 + 中 
的 一 个 变 为 1, 而 另外 两 个 变 为 0. 即 一 个 为 奇数 ,两 个 为 偶数 . 这 就 说 
明 ,一 开始 时 ,这 三 个 数 p,qg 和 vr 中 必 有 一 个 数 的 奇偶 性 与 男 外 两 个 数 
的 奇偶 性 不 同 ,这 个 数 所 对 应 的 数字 就 留 在 黑板 上 ,因此 ,黑板 上 留 下 
的 那个 数 只 与 p,g 和 vr 的 奇偶 性 有 关 , 而 与 擦 去 的 数字 的 先后 次 序 无 
关 . 

7.38 ”在 黑板 上 写 有 自然 数 : 
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站 并 


1,2,3,…,n. 7 之 3. 

每 一 次 允许 擦 去 其 中 任何 两 个 数字 户 与 g ,而 代 之 以 p+g 和 1p-gi. 
经 过 这 样 若 于 次 改写 之 后 ,黑板 上 所 有 的 数字 全 都 变 成 上 . 

试问 :& 可 能 取 哪 些 值 ? 

(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 :是 任何 一 个 满足 不 等 式 2 之 7 的 自然 数 . 

在 每 一 步 之 后 ,黑板 上 所 写 的 数 都 是 非 负 整 数 . 

如 果 两 个 非 负 整数 的 和 与 差 都 是 某 个 奇数 d 的 倍数 ,那么 这 两 个 
数 本 身 也 都 是 d 的 倍数 . 

因此 ,如 果 数 & 是 奇数 d(q > 1) 的 倍数 ,那么 ,一 开始 写 在 黑板 上 
的 数 就 应 该 是 奇数 d 的 倍数 ,然而 这 是 不 可 能 的 .因为 一 开始 有 1,1 就 
不 是 d(q > 1) 的 倍数 . 

因此 ,& 不 能 含有 奇 的 素 因 数 , 即 = 25. 

由 于 在 每 一 步 之 后 ,黑板 上 的 数 中 的 最 大 值 不 会 下 降 ,于 是 之 


十 面 证 明 & 可 为 任何 不 小 于 n 的 2. 

由 题 设 ,可 由 数 对 (2 ,2*) 得 到 数 对 (0,21!) ,也 可 由 数 对 (0,2°) 
得 到 数 对 (2 ,2 人 ). 

因此 ,如 果 在 黑板 上 写 有 一 组 由 2 的 方 赛 组 成 的 数 , 它 们 的 指数 都 
不 超过 so, 而 其 中 又 有 两 个 相等 的 小 于 2" 的 数 ,那么 经 过 几 步 之 后 ,就 
可 以 使 所 有 的 数 全 部 变 成 为 20. 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 由 数组 1,2,…,n 出 发 ,由 题 设 的 变换 要 
求 , 总 可 以 得 到 全 由 2 的 方 寡 组 成 的 数组 . 

(1) 当 nn = 3 时 ,由 1,2,3 可 得 
(1,2,3) — (4,2,2) —> (4,4,0) ~ (8,0,0) — (8,8,0) -> (8,8,8). 

(或 由 (4,4,0) 一 > (4,4,4)). 

(2) 假设 结论 对 3 < nm 的 所 有 n 都 成 立 .下面 证 明 所 三 Pi 十 
1 时 结论 成 立 . 

如 果 mx + 1 过 8, 可 直接 验证 . 

现 设 “m+1=2'+5, 其 中 1b 守 2:，1 之 3. 

我 们 对 p=2 -wuw，g=2'-u, 其 中 1 之 wu 过 5,( 当 6 = 2 时 ， 
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1 和 xx 委 -1) 作 题目 要 求 的 变换 . 

这 样 可 得 到 如 下 三 部 分 数 所 构成 的 数组 : 

第 一 组 :11,2,…,27 一 5 一 1|. 当 6 =2 和 8=2-1 时 ,这 一 组 数 
不 存在 ; 

第 二 组 ;12,4,…,2651( 由 差 | p -9 | 得 出 ); 

第 三 组 :12 ,2 ,…,2 1 (由 和 p+g 及 2! 得 出 ). 

如 果 第 一 组 ,第 二 组 这 两 部 分 数 各 不 少 于 3 个 (3 这 5 过 2 一 4), 则 
可 分 别 用 归纳 假设 . 

如 果 只 有 其 中 一 组 的 数 不 少 于 3 个 ,那么 可 对 该 组 用 归纳 假设 ,而 
另 二 组 一 定 都 是 2 的 攻 . 

如 果 第 一 组 与 第 二 组 的 数 均 少 于 3 个 ,那么 不 可 能 有 上 3, 因 为 
这 时 由 


2 -6- 工 过 2， 
2b 去 4， 
可 得 2 委 9$，L<C3. 


于 是 由 数学 归纳 法 证 明了 1,2,…,n 可 以 由 题 设 的 变换 得 到 全 部 
由 2 的 宕 构成 的 数组 . 
因此 ,& 能 够 取 任何 不 小 于 的 2:. 
7.39 ”证 明 如 果 a 和 6w 是 两 个 奇 整数 ,那么 ,在 而 且 仅 仅 只 有 在 
a 一 5 能 被 2" 整除 时 ， a3 - b&b) 才能 被 2" 整除 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 
[证 ] 由 于 
a -b= (a-b)(a+ab + ob). 
当 2”| a 一 5 时 ,有 
2" | a3—b3. 
反之 , 当 27" 1o -所 时 ,由 于 a 和 6 是 奇数 , 则 a?+ ap + 652 是 奇 
数 , 因 而 (2",a2 + ab+6)=1. 
于 是 2”|a—5&b. 
因而 2” | a - >2" | a3 一 (a,b 为 奇数 ). 
7.40 ” 设 r 为 正 整数 .定义 数列 |a,| 如 下 ; 
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cr 3 





说 机 攻 


Ql 一 1 , 且 对 每 个 正 整 数 nS 


na, + 2(n + 1)*” 


证 明 每 个 a, 都 是 正 整数 ,并 且 确 定 对 哪些 n ,a, 是 偶数 . 
(第 1 届 中 国 台 北 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 由 已 知 , 有 
(n+2)a,r = na, + 2(n + 1)°”, 
两 边 同 乘 以 n + 1, 得 

(n+2)(n+1)ar = n(n t+ 1)a, +2(n + 11) 
邻 b= (n+1)na,，(n = 1,2,…), 使 得 

basl = br + 2(n + 1) tt, (n= 1,2,…). 


或 br 有 -1 一 2 有 (k 一 2,3，……). 全 
于 是 6, = (br BL1) + 
k=2 


= >)2p2rl+2 (b= (1+1).1:a!= 2). 


下 = 革 


一 2 pat! 


k= 1 


n-l nl 
一 272r+1 十 > k+l 十 > (n ky"+!l 
赤 = 1 


下 二 上 


nl 
-一 2772r+1l 十 > [有 ar 十 (n k)"rtil. 


=1 
注意 到 2r 十 1 是 奇数 , 故 
- k+l(n—k)| ktl+(n— k)2t!. 


即 ni 有 2r+1 十 (nn k)2"tl. 
所 以 n | b,. 
再 将 b, 改写 成 
b, = > kt+! 十 Zn +1 一 kk)2"+! 
= 1 k=1 


= > [有 一 1 十 (n 二 1 一 k)2"+!1]. 


上 = 1 
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所 以 n+1l|b,. 
由 于 (n,n 二 1)=1, 则 


n(n+.1)1|o6b,. 
从 而 
b, 一 四 
an = Cn Dn (n= 1,2,.…) 
是 正 整数 . 


为 了 确定 a, 的 奇偶 性 , 先 证 明 下 面 的 结论 : 
b, _ 偶数 ,车 n 志 0 (mod 4)， 
n 奇数 , 阁 n 汪 2 (mod4). 
事实 上 ,由 ”是 偶数 , 故 
b, 2 Rn 


上 k=] 
二 27172r+1 十 pS pa 
=1 
她 
一 27 人 1 十 2 之 人 [2 + Cn kT + 2 
= 1 


上 


by 
ni 


-2 
2 2r+1 _ ,2r+l 
2z2r+2> k + (n k + 二 .2( 和 J)2r+l. 
A n n 2 


因而 关 与 二 .2( 恕 )*+! = (如 )** 有 相同 的 奇偶 性 .而 
当 n 二 0 (mod4) 时 ,( 了 )*" 为 偶数 . 


当 w 尘 2 (mod4) 时 ,(-)2 为 奇数 . 

结论 得 证 . 

最 后 ,利用 上 述 结论 来 分 析 a, 的 奇偶 性 . 

(1) 若 nn 三 0 (mod4) ,由 于 a, 是 正 整数 , 故 
_1 如 偶数 


a 二 了 41 = 奇数 = 偶数 ， 
(2) 若 nn 夺 1 (mod4), 则 
n+1 二 2 ( mod 4). 
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3 区 竹 


于 是 由 人 式 有 


oO 

An (n+ Dn 
brl 20n+1) 1 
n+l1 nn 
= 奇数 - 偶数 
= 奇数 . 


(3) 若 nn 三 2 (mod4), 同 理 可 知 a, 为 奇数 . 

(4) 若 nn 涯 3 (mod4), 同 理 可 知 a, 为 偶数 . 

综合 以 上 , 当 自 仅 当 nn 沽 0 或 3 (mod4) 时 ,a, 为 偶数 . 

7.41 一 个 自然 数 能 表 为 两 个 自然 数 的 平方 差 , 则 称 这 个 数 为 
“智慧 数 ”, 比 如 16 = 5* ~ 3 ,16 就 是 一 个 “智慧 数 ”, 在 自然 数列 中 ,从 1 
开始 的 第 1990 个 “智慧 数 ” 是 哪个 数 ?并 请 你 说 明理 由 . 

(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] (1)1 不 能 表 为 两 个 自然 数 的 平方 差 ,所 以 1 不 是 “智慧 数 ”; 

(2) 对 于 大 于 1 的 奇 自然 数 2& + 1, 有 

2k+1= (有 +1) 一 天 2 

所 以 ,大 于 1 的 奇 自然 数 都 是 “智慧 数 ”; 

(3) 由 于 zx -y= (zx+y)(x 一 y),zT+y 与 x -y 有 相同 的 奇 
偶 性 ,所 以 乘积 (zx + y)(x 一 y) 或 者 为 奇数 ,或 者 为 4 的 倍数 .因而 4k 
+ 2 型 的 数 不 是 “智慧 数 ”; 

(4) 对 于 4&(& > 1) 型 的 自然 数 , 有 

4& = (kt+1)—(k-1). 
所 以 4&(& > 1) 型 的 自然 数 是 “智慧 数 ”， 

但 有 & = 1 时 ,4& = 4 不 是 “智慧 数 ”. 

所 以 ,在 1,2,3,4 中 只 有 3 是 “智慧 数 ”, 在 以 后 的 每 一 组 数 :4& + 
1,4&+2,4&+3,4E+4(R = 1,2,…) 中 都 有 3 个 “智慧 数 ”. 

由 于 1989 = 3 . 663 ,所 以 第 1990 个 “智慧 数 ” 应 在 4. 663 = 2652 
个 数 之 后 产生 . 

而 2652 为 第 1987 个 “智慧 数 " ,2653 为 第 1988 个 “智慧 数 ”,2654 不 
是 “智慧 数 ,2655 为 第 1989 个 “智慧 数 " ,2656 为 第 1990 个 “智慧 数 ” 

7.42 ” 设 a1,a2,43,…,a1979 是 1,2,…,1979 这 些 自然 数 的 任 一 
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排列 ,为 了 配对 , 令 ajogo。 = 0. 从 计算 5, =1a 1 一 a2; | 得 到 数列 
b1,b2,"*, boo0. 
再 从 计算 c = | 5b2;_1 - 652; | 得 到 数列 
C1，5C2， ”5495， 
为 了 配对 , 令 c4o6 = 0, 从 计算 4; = | cz;_1 一 c2; 1 得 到 数列 di ,qd2 ，…， 
dzo8……, 如 此 一 直 算 下 去 (如 下 图 所 示 ), 最 后 得 到 一 个 数 zx. 求证 :x 
是 偶数 . 


a a a a a a a dg 
1 2 3 4 5 6 了 8 


pl 二 |al 一 az| 2 三 |a3s 一 Q4| b3 =|as—as| ba =|a7~agl* 
| L 


cl = 一 |p 一 D cy 二 | 63 -bal 
| 


Ci 三 | ci 一 C2 上 上 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 1 最 后 一 次 的 得 数 一 定 可 以 写成 
1979 
元 三 = 之 ,zi 其 中 Xi 三 土工. 
把 其 中 所 有 正 项 之 和 记 为 Si 所 有 负 项 之 和 记 为 ~ S,(S, > 0)， 
和 1979 1979 
> = 2 = Zi = = (3 +11 - 1979 . 990， 
:= 1] 
9S1 一 > = 工 . 
所 以 T=2SI~(SI+ 9S)) 
= 29i — 1979 . 990 
= 2{(S1 — 1979 . 495). 
所 以 ,z 必 为 偶数 . 
[证 2] 考虑 男 一 种 配对 运算 : 
从 忆 = a2;_1 + a2; 得 到 数列 
bi ;6b2 ,eb 000. 
Mc = B21 + b, 得 到 数列 
cl ,C2 9 495. 
ee ,一 直 算 下 去 ， 得 到 一 个 数 r 
显然 + 就 是 cl ,a2,…,aio7 所 有 各 数 之 和 . 


淮 京 什 泪 中 


本 二 当 
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1979 
x 一 Qi 一 1979 . 990 


是 偶数 . 

对 任意 两 个 整数 zx 和 ,| mx 一 ;| 与 m+ 的 奇偶 性 相同 ,由 此 

b; 和 56， 的 奇偶 性 相同 ,i = 1,2,…,990. 

c; 和 ci 的 奇偶 性 相同 ,i = 1,2,… ,495. 

一 直 推 算 下 去 ,最 后 x 和 x 的 奇偶 性 相间 . 

所 以 ,x 是 偶数 . 

[证 3] 假设 最 后 一 个 数 x 是 奇数 . 

注意 到 每 个 奇数 是 由 一 个 奇数 与 一 个 偶数 相 减 得 出 来 的 ,而 每 个 
偶数 则 是 由 两 个 奇数 或 者 两 个 偶数 相 减 得 出 来 的 . 

这 样 ,倒数 第 二 行 必 为 一 个 奇数 ,一 个 偶数 . 

倒数 第 三 行 的 四 个 数 必 有 奇数 个 (一 个 或 三 个 ) 奇数 . 

同 理 ,倒数 第 四 行 的 八 个 数 必 有 奇数 个 奇数 . 

由 此 倒 推 上 去 , 则 第 一 行 应 有 奇数 个 奇数 .然而 1,2,… ,1979 中 共 
有 990 个 奇数 ,出 现 了 矛盾 . 

所 以 ,xz 是 偶数 . 

7-:43 证明, 如果 对 于 自然 数 有 和 吉成 立 等 式 2zm = rn?+1, 则 芭 
可 以 表示 为 两 个 完全 平方 数 之 和 . 

(乌克兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 ] 由 等 式 2m = n*+1 可 知 ,n 为 奇数 ,于 是 可 设 = 2k 一 1， 

k 为 自然 数 , 则 


旦 这 水 


2m =(2k -1)+1 
. =2(2k”* — 2k + 1), 
即 m= k*+(k—1). 
从 而 m 可 表 为 两 个 完全 平方 数 之 和 . 
7.44 设 a,b,c,d 为 奇数 ,0<a<b<ec<d, 且 ad = ke. 试 
证 如 有 果 a+ qd = 2*,b+c = 2”, 其 中 ,mm 为 整数 , 则 a = 1. 
(第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 


[证 ] 先 证 >. 
由 4a4<b<e<d 得 424-4a>ec-b. 
则 (at+d)y=4ad+(a-dy 
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= 4p8+(e -dd) 
> 4p&+(c 一 六 ) 
= (b+c). 
于 是 24 >2™,k>m. 
因为 cd = pc , 则 
a(2 ~ a) = b(2™ -5b). 
2mp -2 如 = (6b — a)(b + a), 
27(6— 2 Wm) = (6b -a)(b+a). QD 
因为 a,b 是 奇数 , 则 6 - 2*-"“a 是 奇数 . 
又 因为 (b+ a) - (5 一 a) = 2a 是 一 个 奇数 的 2 售 , 所 以 565+ 4a 与 
b 一 a 不 可 能 都 是 4 的 倍数 ,也 不 可 能 都 是 4& + 2 型 的 偶数 . 
设 e. f= 6 一 24 "wa, 则 e,f 都 是 奇数 . 








由 中 式 可 得 
bt+a= 2" le bp+a=2f 
bp—-a=2f b—-a= 2”!e. 

注意 到 : 
ef=b-2 "6b-2a<b-a 和 27, 

则 e=1, f=6b- 2 "a. 

从 而 方程 组 化 为 

b+a = 2"! b+a= 2(b -2 ™a) 








b—-a= 2(b— 2 "a) 或 b—-a= 2”-! 

将 每 一 方程 组 中 的 两 个 方程 左右 分 别 相 加 ,都 得 到 

a 2 一 mm+1 一 ml 

于 是 a 二 1. 

7.45 ”证 明 当 m,& 都 是 给 定 的 正 整 数 , 且 n >2,k >>2 时 ,n(n 一 
1)*-! 可 以 写成 个 连续 偶数 的 和 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 

[证 ] 设 ”个 连续 偶数 为 

2a,2a + 2,2a + 4,…,2a + 2{(n— 1). 


则 5S = Ltt 2 [2a+ (n-1)]n. 


由 题 设 , 令 2a 二 (nn-1)]jn = n(n 1)*-!. 
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8 由 并 


则 2a + {no-1)= (nxn ~ 1)*!. 
2a = (n-1) li-(n -1). 


1 _ 
a = 7 (n — 1)[(n -1)*—1]. 


当 n 为 大 于 2 的 奇数 及 上 > 2 时 ,(n -1) 为 偶数 ,(n 一 8 和 一 1 
为 正 整数 ,所 以 a 为 正 整 数 . 
当 ?2 为 大 于 2 的 偶数 及 & >>2 时 ,(n 一 1)* “1 为 偶数 ,n 一 1 为 
正 整数 ,所 以 a 也 为 正 整数 . 
所 以 n(n -1 可 以 写成 从 (2 一 1)[(n -lt 和 -1 开始 的 > 
个 连续 偶数 之 和 , 即 
n(n ~ 1)*-! = > (7 — 1)[(n 1)**—1}+ 21) | . 
7.46 。 给 定 方程 组 
和 = 0. Q) 
y -rxy+zrx:-b=0. © 
其 中 a ,b 是 整数 ,x 和 y 是 未 知 数 . 
证 明 如 果 这 个 方程 组 有 一 组 有 理 数 解 , 那 么 这 组 有 理 数 一 定 是 整 


数 . 
( 甸 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1917 年 ) 
[证 ] 由 四 得 xz= 7 3) 
将 田代 入 @ 得 史 3 + -b=0. 
整理 得 3y* = 46 ~ a’, 
(3y)* = 3(46 — a’). @ 


假设 x 和 y 是 满足 方程 组 中 和 人 @@ 的 有 理 数 ,因而 * 和 y 也 满足 方 
程 (3 和. 

因为 a 与 6 是 整数 , 则 名 式 右 边 也 是 整数 ,于 是 (3y)? 为 整数 ,因此 
3y 也 必须 是 整数 . 

又 因为 式 右边 是 3 的 倍数, 从 而 (3y)* 也 能 被 3 整除 ,因此 3y 也 
必须 是 3 的 倍数 ,于 是 y 是 整数 . 

下 面 再 证明 x 是 整数 . 
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由 二 式 可 得 (3y)* + 3a2 = 120， 
3y +a’ = 40. 
由 于 40 是 偶数 , 则 3y 与 a? 必须 同 为 奇数 或 同 为 偶数 ,于 是 y 和 
a 也 同 为 奇数 或 同 为 偶数 . 


于 是 ,y - a 为 偶数 ,x = ”3 为 整数 ， 


7.47 ”证明 如 果 p 是 大 于 1 的 整数 ,那么 3»+1 不 可 能 被 2* 整 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1911 年 ) 
[证 ] 当 p 是 偶数 时 , 设 p = 2 和 , 则 


32 二 1 
一 32 +1 第 
= (8+1)”+1 yt 
章 
=8M+2 和 
= 2(4M + 1). 教 


其 中 M 是 整数 ,从 而 由 4M + 1 是 奇数 得 
213?+1 且 2° +3?+1. 
当 p 是 奇数 时 , 设 p = 2m + 1, 则 
37+1 
一 32m+1 + 1 
= 3(8+1)™+1 
= 3(8M + 1)+1 
= 4(6M + 1). 
其 中 M 是 整数 ,从 而 由 6M + 1 是 奇数 得 
2° | 32+1,2” 132+1. 
于 是 , 当 p 是 偶数 时 ,3? + 1 能 被 2 整除 , 当 户 是 奇数 时 ,32 + 1 能 
被 4 = 2 整除 ,但 在 这 种 情形 中 ,3? + 1 都 不 能 被 2 的 任何 更 高 次 寡 整 
因此 对 大 于 1 的 整数 p,3? + 1 不 可 能 被 22 整除 . 
7.48 ”假设 a1,61,c1,a2,02,c2 是 这 样 的 实数 ,使 得 对 于 任何 整 
数 zx 和 y, 数 aliz+boiy+cl 和 asx + by + co 中 至 少 有 一 个 是 侦 
整数 . 
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证 明 两 组 系数 al ,bj ,cl 和 a,,b;,c> 中 至 少 有 一 组 全 是 整数 . 
” (和 狠 牙 利 数学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
[证 ] 对 于 所 研究 的 表达 式 中 的 (x,y), 用 (1,0),(0,0) 和 (- 1， 
0) 代入 ,这 时 ,表达 式 
alr+py+cl 和 ayxz + byy+ ce 
中 的 某 一 个 至 少 有 两 次 取得 偶数 值 . 
这 样 一 来 ,在 数 a + cc,-ar+rc 中 ,至 少 有 两 个 取 侦 数值 ,因此 至 
少 有 两 个 数 的 差 是 偶数 .由 于 这 三 个 数 中 任何 两 个 数 的 差 或 者 等 于 a， 
或 者 等 于 24 ,于 是 a 或 24 为 偶数 ,从 而 a 是 整数 . 
在 同一 表达 式 a + c 或 -a+c 中 ,由 于 它们 至 少 有 一 个 整数 , 且 a 
是 整数 , 则 c 是 整数 . 
于 是 ,两 个 表达 式 中 的 某 一 个 表达 式 的 系数 a 和 c 是 整数 . 
利用 类 似 的 方法 ,对 (z,y) 代 之 以 数 对 (0,1), (0,0),(0, - 1 ,可 
以 证 明 : 在 两 个 表达 式 中 的 某 一 个 表达 式 的 系数 5 和 c 也 是 整数 . 
如 果 上 述 两 种 情况 下 ,a,c 为 整数 及 5,c 为 整数 的 是 同一 表达 式 ， 
则 这 个 表达 式 的 系数 a ,b,c 是 整数 ,如 果 在 一 个 表达 式 中 a 和 < 是 整 
数 , 而 在 另 一 个 表达 式 中 9 和 < 是 整数 ,这 时 再 用 = 1，y = 1 代入 
两 个 表达 式 , 则 a + 5 + c 是 整数 ,因而 系数 a ,b,c 都 是 整数 . 
7*49 ”在 两 个 大 小 为 1982 x 1983 的 方 格 纸 上 ,每 一 个 小 格 (1x 1 
的 正方 形 ) 中 涂 上 红色 或 蓝 色 ,使 得 每 一 行 和 每 一 列 上 都 有 偶数 个 小 
格 涂 上 蓝 色 ,把 这 两 张 方 格 纸 释 在 一 起 , 若 其 中 有 -一 个 蓝 小 格 与 红 小 格 
重奏. 证 明 :还 至 少 存在 三 个 由 两 种 不 同 颜色 相 释 而 成 的 小 格 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 设 第 一 张 方 格 纸 上 的 蓝 格 A 与 第 二 张 方 格 纸 上 的 红 格 A 
重 释 . 
如 果 第 一 张 纸 上 A 所 在 的 列 中 ,其 余 的 蓝 格 (还 有 奇数 个 ) 均 与 第 
二 张 纸 上 的 蓝 格 重合 ,那么 由 于 第 二 张 上 这 一 列 的 蓝 格 的 个 数 为 偶数 ， 
所 以 必 有 一 蓝 格 与 第 一 张 纸 上 的 红 格 重合 , 即 存 这 一 列 , 第 一 张 纸 上 有 
一 红 方 格 如 与 第 二 张 纸 上 的 蓝 格 B 重合 . 
再 考查 A 和 A” 所 在 的 行 ,还 有 一 对 红 格 C” 和 蓝 格 C 重 看 . 
同样 ,B 和 B" 所 在 的 行 ,也 有 一 对 红 格 D' 和 蓝 格 史 重 闪 . 
即 除 A 和 A’' 之 外 ,还 有 三 对 不 同 颜色 的 方 格 重 笃 ， 











7.50 ” 设 a,b,c,d 是 自然 数 ,并 且 
Q 二 人 二 二 
证 明 a + 6 + c+ 4 一 定 是 合 数 . 
(中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 因为 a,b,c,d 是 自然 数 ,所 以 
‘ar-a, bb, co-e, d*-d 
都 是 偶数 ,因此 ， z 
(a ~a)t+(b -6)+(c -ec)+(d -dad) 
也 是 偶数 , 设 为 M, 则 
M=(az+p+c+ec2)-(a+p+c+d 


是 偶数 . 


又 a +b =e +d’, 4 

则 M=2(a +6b)-(atb+ec+d). 数 间 
则 a + b+ c.+ 4d 是 偶数 ,因而 一 定 是 合 数 . 由 
数 


7.51 设 a,5,c 为 自然 数 ,使 得 
p= +a, gqg= a + cc， r= c+ 5, 

县 p,g,r 为 素数 . 

证 明 p,qg,r 中 必 有 两 数 相 等 . 

(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 在 三 个 自然 数 a,5,c 中 一 定 有 两 个 具有 相同 的 奇偶 性 ,不 
妨 设 a 和 2 有 相同 的 奇偶 性 . 

又 因为 zx 与 有 相同 的 奇偶 性 ,从 而 5 与 a 有 相同 的 奇偶 性 . 

于 是 p = 5 + a 是 偶数 ,又 p 是 素数 , 则 必 有 p = 2. 


因此 a= b=1. 

这 时 gqg=a tc=1+c=e+l, 
r=e+Db=cl+1i=c+l. 

因此 g 和 + 相等 . 


7"52 设 上 和 /为 正 整数 ,证 明 存 在 一 个 正 整 数 M ,使 得 对 于 所 有 
n>M, (4 + 方 )"+ (1 + 二) 不 是 整数 
( 澳 大 利 亚 数 学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 由 于 
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zn 


了 好 1 n 
(+ 广 )+ (+ 方 ) 
_ (2k +1)” + (27 + 1)” 


7 
因此 , 当 且 仅 当 
2 1 (28+1)" + (21+1)" 时 ,( 上 + 方 )"+ (1+ 方 )” 

是 整数 . 
因为 (2k + 2)"+(2L+1)" 和 2n(k+1)+2 (mod4). 
于 是 ,要 使 2" 整除 (2k + 1)” + (2 + 1)",n 必定 为 奇数 .这 时 

(2k + 1)" + (27 + 1)" 
= (2k +27 +2)[(2k + 1)" 1 (2k +1)" 2221+1)+…: 

+ (27 + 1)"1]. 
上 式 右边 第 二 个 因 式 是 个 奇数 之 和 ,因此 第 二 个 因 式 为 奇数 . 
因此 ,2” | (2k + 1)”"+ (27 + 1)”, 当 且 仅 当 2" 整除 2(k + /+ 1). 
当 我 们 取 M 为 2" 整除 2(& + 1 + 1) 的 最 大 的 值 , 则 当 nw > M 


”时 ,( 上 + 方 )”+ (4+ 十 ) 不 是 整数 ， 


7.53 4 是 一 个 16 位 的 正 整 数 .证 明 可 以 从 4 中 取出 连续 若干 位 
数码 ,使 得 其 乘积 是 完全 平方 数 .例如 ,A 中 某 位 数码 是 4, 就 取 这 个 数 
人 三. 

(日 本 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[证 ] 设 4 二 aa2…416) 其 中 0 和 过 ai aig 近 9,al 兴 0. 

由 题 设 , 若 ac; = 0,1,4,9, 则 问题 已 得 证 . 


今 设 A 中 的 数码 只 含有 2,3,5,6,7,8. 这 时 ,4 的 连续 若干 位 数码 
之 积 是 形 如 
22394577: 
的 数 


为 简化 起 见 , 对 于 p,g,r,: ,我 们 以 1 表示 其 中 的 奇数 ,以 0 表示 其 
中 的 偶数 ,于 是 问题 变 为 :证 明 存 在 四 元 有 序数 组 (p,g,r,s) 为 (0,0， 
0,0) 的 情形 . 

首先 ,有 序数 组 (p,q,r,s) 仅 有 2 = 16 种 不 同 的 情形 .再 考察 以 
下 16 个 乘积 





422 此 容 数 学 奥 林 匹 丈 解 晤 大 套 典 








Qi CIC2， QIC243， sy U10243° 216， 
(1) 若 其 中 有 一 个 积 是 (0,0,0,0) 型 ,那么 问题 得 证 . 
(2) 若 其 中 没有 一 个 积 是 (0,0,0,0) 型 ,那么 根据 抽 懂 原理 , 必 有 
两 个 积 对 应 的 四 元 有 序数 组 (p,q ,r,s) 的 奇偶 性 相同 , 设 这 两 个 积 为 
ala2pal 及 aia2…ai 
其 中 1 过 1 <<j 声 16. 
则 这 两 个 积 的 商 


Qi+1GI+T2 Qi 


对 应 四 元 数组 (0,0,0,0). 则 aiaisz…ai 为 完全 平方 数 . 

7.54 “若干 个 球 分 布 在 2 + 1 个 袋 中 ,如 果 任 意 取 走 一 个 袋 ,总 
可 以 把 剩 下 的 22 个 袋 分 成 两 组 ,每 组 ”个 袋 ,并 且 这 两 组 的 球 的 个 数 
相等 .证 明 每 个 袋 中 的 球 的 个 数 相等 . 

(意大利 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 用 数 
Ql» U2 i G2n, 42n+l 

分 别 表示 这 2n + 1 个 袋 中 球 的 个 数 . 

显然 a; 是 非 负 整数 (i = 1,2,…,2n + 1). 

不 妨 设 al a2 an: 

于 是 本 题 化 为 : 

有 2n + 工 个 非 负 整数 ,如 果 从 中 任意 取 走 一 个 数 , 剩 下 的 2n 个 数 
可 以 分 成 两 组 ,每 组 ”个 , 且 它 们 的 和 相等 ,求证 这 27 + 1 个 数 都 相等 . 

由 题 意 ， 

21(4al+a2 二 十 Ca2ntl) ~ ai, 
i = 1,2,…,2n+1. 
所 以 al,a2,…,a2n+1 具有 相同 的 奇偶 性 . 
因此 ,把 这 2n + 1 个 数 都 减 去 a 之 后 所 得 到 的 2” + 1 个 数 
0,a2 ~ als43 一 Qi)G2ntl 一 Gil 

也 满足 题 意 . 

并 且 a -allz = 1,2,…,2n +1) 为 偶数 . 


于 是 0 也 满足 题 意 ,并 且 也 都 
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准 广 车 竹中 


如 ce 入 





由 洪 


是 候 数 . 

把 它们 再 都 除 以 2, 仍 为 偶数 . 

这 个 过 程 可 以 永远 继续 下 去 ,所 以 

Li 一 CC2 一 ”了 一 42n 一 C2n+l. 

即 每 个 袋 中 的 球 数 都 相等 . 

7.55 ” 设 有 2" 个 球 分 成 了 许多 堆 . 我 们 可 以 任意 选 甲乙 两 堆 来 按 
照 以 下 规则 挪动 :车 甲 堆 的 球 数 p 不 少 于 乙 堆 的 球 数 g, 则 从 甲 堆 拿 gq 
个 球 放 到 乙 堆 里 去 ,这 样 算是 挪动 一 次 . 证明: 可 以 经 过 有 限 次 挪动 把 
所 有 的 球 合并 成 一 堆 . z 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 1] 用 数学 归纳 法 证 明 本 题 . 

n 二 1 时 ,共有 2 = 2 个 球 , 可 能 只 有 一 堆 , 不 必 挪 动 ,可 能 分 为 两 
堆 , 每 堆 一 个 ,挪动 一 次 就 并 成 一 堆 . 

假设 x = & 时 命题 成 立 , 即 2* 个 球 分 成 许多 堆 之 后 , 按 规则 经 过 


有 限 次 挪动 能 并 成 一 堆 


当 n = &+I 时 ,2 个 球 所 分 各 堆 的 球 数 或 是 奇数 ,或 是 偶数 . 奇 
数 个 球 的 堆 数 必 是 偶数 (否则 ,总 球 数 将 是 奇数 与 题 设 不 合 ). 对 奇数 个 
球 的 许多 堆 , 任 意 把 它们 两 两 配合 ,在 每 两 堆 之 间 挪 动 一 次 ,从 而 使 各 
堆 的 球 数 都 变 为 偶数 .把 每 堆 里 的 每 两 个 球 看 作 一 个 大 球 , 则 这 时 2**! 
个 球 变 成 2* 个 大 球 . 

根据 归纳 假设 ,这 2* 个 大 球 总 能 按 规则 并 成 一 堆 , 并 成 一 堆 之 后 ， 
再 把 每 一 个 大 球 分 拆 成 两 个 小 球 ,这 时 2* 个 大 球 又 成 为 2:*+! 个 球 ,并 


且 并 成 了 一 堆 . 


于 是 对 所 有 上 自然数 ,2” 个 球 可 以 按 规则 ,经 有 限 次 挪动 变 成 一 
堆 . 
[证 2] 假设 2" 个 球 最 初 分 成 了 h 堆 , 设 这 4 堆 的 球 数 依 次 为 
1yC2 人， 
显然 由 ”al 十 a2 十 … 十 as 二 2” 可知 ,其 中 有 偶数 个 a; 为 奇数 . 
把 相应 的 奇数 个 球 球 堆 两 两 配合 ,并 按 规则 移动 一 次 ,这 时 总 堆 数 过 
有 ,各 堆 的 球 数 变 为 偶数 . 设 各 堆 的 球 数 为 


Ql 2 ， CR ， QD 
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由 于 a; 是 偶数 (i = 1,2,…,), 则 总 存在 一 个 整数 户 1, 使 得 24 
能 整除 所 有 的 ce ,而 2?1! 不 能 整除 所 有 的 a .于 是 中 可 以 与 为 
2t61 ,28b,,*… ,2Pb,. © 
它们 必须 满足 
22 (b+ bt e+ bo) = 27. 
在 此 式 中 ,651,52,… ,bk 必 有 奇数 . 
如 果 p = nn, 则 名 = 1，61 二 1, 此 时 ,所 有 的 球 都 已 并 入 一 堆 . 
如 果 p 过 nn, 则 有 
pb 二 + b, = 2 7. 
于 是 ,6b1,b2,… ,bi 之 中 的 奇数 必 有 侦 数 个 .再 把 这 些 奇数 按 规则 
两 两 配合 ,挪动 ,每 这 样 两 堆 移 动 一 次 ,就 使 得 各 堆 球 数 变 为 
2P6, ,2 ,i ,2D (/ Sk). © 
这 时 ,bi1,b2 ,…,b， 痢 是 偶数 ,因此 又 存在 整数 g 宇 1 ,使 21 能 整 
除 所 有 的 5b; (i = 1,2,…,/), 但 24*!1 不 能 整除 所 有 的 5b; .这样 ,@ 又 可 
改写 为 
2P* a0), 2Pt4c,, “ 2Pt qc,. (4) 
如 果 p+g = nn, 那么 1 = 1,cl = 1, 这 些 球 已 并 成 一 堆 . 
如 果 p+g 过 ,必然 
cjt+ cyt+ +ce= Fn (pta) 
这 里 ,c1,c2,… ,ci 中 的 奇数 有 偶数 个 ,再 把 奇数 个 球 的 堆 两 两 配 
合 挪动 . z 
这 样 每 调整 一 次 ,各 堆 能 够 提出 的 公 因 数 ( 如 22,22?9) 就 加 大 一 
次 ,而 且 每 次 都 至 少 弱 一 个 因数 2, 因此 , 必 有 一 个 时 刻 , 使 公 因 数 变 为 
2”, 即 并 成 一 堆 . 从 而 本 题 得 证 . 
7.56 “者 有 7 个 整数 cl ,az,…,ay 满足 下 面 的 等 式 
al+d+…+a = aa…a = 1990. 
求 最 小 的 自然 数 n(n 守 2). 
(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 于 a1a,…a, = 1990 能 被 2 整除 ,而 不 能 被 4 整除 , 则 在 
lds" 中 只 有 一 个 偶数 . 
又 由 cai+as +…+c 三 1990 及 a; 中 只 有 一 个 偶数 可 知 ?为 
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湾 合 首 深 中 


各 流 





Ean 


奇数 . 

下 面 证 明 ” 尖 3， 

不 失 一 般 性 , 设 al 之 42 之 03. 

由 ai 之 学 可 知 ,ai 或 者 为 1990, 或 者 为 995. 

若 al = 1990, 则 | a21=1a31= 1, 且 a; 与 a3 同 叶 ,但 此 时 
ul 十 2 十 a3 天 1990. 

车 al = 995, 则 1 a, | 志 2, 1 4a; | 过 2, 于 是 
ul 十 U2 十 3 < 1990. 





所 以 n 关 3. 
若 n = 二 5, 取 al = 1990，a;= 二 a3= 二 1，a4=as= 二 一 1, 则 有 
alta;+a;+ a4tas = 1990， 
alaza3a4das = 1990. 
合乎 题 意 . 
于 是 所 求 的 最 小 自然 数 n = 5. 
7.57 已 知 :al = 1， as = 2， 
Sa -3a， ar Qntl 为 偶数 时 ， 
Ct Qn+i — Qn, 4,，an+1 为 奇数 时 . 
求证 对 一 切 n € N,a, 关 0. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[证 1] 因为 al =1，a = 2， 所 以 不 妨 设 a | = 3p+1， 
a = 3g+2, (kEN, p,qg EZ). 
下 面 求 a2441;, 则 azxr41 为 下 列 两 种 情形 的 一 种 : 
Q2k+1 二 DQ28 一 3Q28-1 
=5(3g +2) — 3(3p+1) 
=3(Sg — 3p+2)+1 
二 3s 二 1 (s € 27). 


或 QARtl 一 02 ~ G24-l 
= (3g+2)— (3p+1) 
= 3(g— p)+!] 


~ 3s+l1 (s €2). 
统一 记 为 位 28+ 一 3s 十 1 
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下 面 再 计算 azk+2. 
Q2k+2 = Da2p+1 一 3Q2 
= 5(3s + 1) - 3(3g + 2) 
= 3(5s ~- 3g—1)+2 
=3t: +2 (tt € 72), 
或 C2k+2 一 C28+1 G2k 
= (3s+1)— (3g +2) 
= 3(s—-g—1)+2 
=3t +2 (rt € 72). 
由 以 上 ,在 数列 |a,| 中 ,奇数 项 被 3 除 余 1 ,偶数 项 被 3 除 余 2, 即 不 
会 出 现 3 的 倍数 的 项 ,而 0 是 3 的 倍数 ,所 以 a, 关 0. 


[证 2] 设 A= 14k4+ilkEZ)，i=1,2,3. 7 
al=1€ Al,ar = 2€ A,, 数 这 
ad=Ssa-3a=5.2-3.1=76EA43 

数 


假设 a3,,41 € AI，asozE As， a3m+3 人 43, 即 有 
aam+l = 4p + 1, a3mt2 = 4g +2, a3n+3 = 4r + 3. 
其 中 p,qg,r € Z. 于 是 
Q3m+4 = Saam+3 — 3a3m+2 = 4(9r ~ 3g+2)+1€ Ai， 
Ad3m45 = Qa3m+4 — Qam+3 = 4(4r ~ 3qg+1)+2€ A,, 
da3m+6 二 Sa3m+5 — 3a3m+4 = 4(5r ~ 6g)+3€ A3， 
所 以 ,对 一 切 n € 入， 
a E Al UU A, U Aj;. 
但 0& AlIU A,U Ai 
所 以 a, 天 0. 
[证 3] 由 弟 推 公式 可 知 ,a,; ,avrlyan+z 的 奇偶 性 只 能 有 
奇 , 偶 , 奇 ， 偶 , 奇 , 奇 ; 奇 , 奇 , 偶 这 三 种 情形 ， 
由 于 Ql 一 1 ， CQ2 二 2， 3 一 7 都 不 是 4 的 倍数 ,下面 证 明 |w | 
中 所 有 的 项 都 不 是 4 的 倍数 . 
假设 a,, 是 4 的 倍数 , 且 mx 为 最 小 下 标 , 显然 m > 3. 则 a,_1， 
Qa-2 均 为 奇数 ,a,,-3 为 偶数 . 


dm 一 nm-l dm-2s 
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GT 二 92 2 — Ban-3, 

.于 是 3a，3 = 4a_2 — 
则 as 也 是 4 的 倍数 ,与 mx 为 an 是 4 的 信 数 的 最 小 下 标 予 盾 | 
因为 0 是 4 的 倍数 ,所 以 对 所 有 的 n € 入， 

a, 天 10. 
7.58 (1) 求 证 存在 正 实数 1 ,使 得 对 任意 正 整数 ,[4"] 和 有 

相同 的 奇偶 性 . 

(2) 求 出 一 个 满足 (1) 的 正 实数 4. 

(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1988 年 ) 


a 





[ 解 ] 今 4 为 方程 
x:*~-3r-2=0 Q) 
的 正 根 , 则 = 3+ ， 
_3- V7 
”2 


其 中 .为 方程 的 负 根 , 且 满足 
-1 < 人 <0. 

令 S， tp , 则 由 GD 有 
A"12 — 3A"+!l — 2A” = 0， 


pe te _ 3pet! _ 2 一 
即 (A + pr) 一 3(0A2+L + At) ~ 2(A" + 1x") = 0, 
Sit2 — 35+1 295, =0 (na 之] 
容易 求 出 ， Si = 3,S, = 13. 
义 、 Snt2 三 Smod2). 
则 S$, 三 1 ( mod 2) 


再 由 -1<Aw<0 及 SS = X" + yx 可 得 
i oh (2 tn), (mod2) 
: ,一 = {21n). (mod2) 
7"59 ”根据 下 面 的 定理 : 
一 个 素数 p > 2 当 生 仅 当 p 寺 1( mod 4) 时 ,能 写成 两 个 完全 平方 
数 的 和 ( 即 p = m+n*?，m 和 nn 是 整数 ). 
求 出 那些 素数 ,使 之 能 写 为 下 列 两 种 形式 之 一 
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(1)z2 + 16y; 
(2)4zr2 + 4zy + Sy’. 
这 里 x 与 y 是 整数 ,但 不 一 定 是 正 的 . 
(第 35 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1974 年 ) 
[ 解 ] (1) 如 果 p 圭 1 (mod4), 则 
p11 ( mod 8), 
或 p=5 (mod 8). 
车 p= m+n’, 且 pb 是 奇数 ， 
则 zz 和 一 为 奇数 ,一 为 偶数 , 设 m 为 奇数 ,n 为 偶数 , 且 设 ”= 
2v, 则 
p= m+ 4v, 
日 m” 三 ( mod 8). 
由 p=1 (mod8) 
可 得 vw 为 偶数 , 设 vw = 2w, 则 
p= 7 + 16w’. 
反之 , 行 户 = m2 十 16w? 成 立 . 则 
pm (mod8). 
于 是 对 于 素数 p 二 1( mod 8), 可 以 写成 zr* + 16y 的 形式 . 
(2) 由 (1), 对 于 奇 素数 p, 有 
p= m+4v. 
大 pp 壮 5 (mod8), 则 是 奇数 . 
于 是 mm 可 写成 


检 酌 并 淮 中 
娘 cr 渍 


n= ZU 十 也， 
p= (2u+ vv) +4v 
= 4u’ + 4uv + Sw. 
反之 , 阁 p= 4u“ + 4uv + 5v, 并 且 p 是 奇数 , 则 有 
p= (2u+ v) :+4v 
于 是 2x + v 是 奇数 , 即 v 是 奇数 ,从 而 
p=5 (mod 8). 
于 是 对 于 素数 p 二 5( mod 8) ,可 以 写成 
4z + 4ry+ 5y. 


7*60 ” 试 找 出 所 有 不 能 表示 为 任何 自然 数 的 平方 差 的 自然 数 . 
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(第 49 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年) 
[ 解 ] 对 所 给 的 自然 数 n ,考虑 方程 


n= x y. 


3 


其 中 x 和 y 是 自然 数 . 

由 于 x 一 = (x+y)(x 一 y), 而 x+ yy 与 x 一 y 有 相同 的 奇偶 
性 ,因此 ”或 者 能 被 4 整除 ,或 者 具有 4k + 1 的 形式 . 

下 面 我 们 证 明 , 除 w = 工 和 ”= 4 之 外 , 凡 具 有 4& 和 4k +1l1 形 式 
的 自然 数 2 都 可 以 表示 为 n = x* 一 y 的 形式 . 

事实 二 ,如 果 n = 4& ，, 则 

(x — y)(r+ y) = 4k, 

我 们 可 以 取 x =k&+1l,y=k-1 (k>1). 

如 果 n = 4&k+1, 邑 是 奇数 21 +1, 则 

(x ~y)(x+y)=2l+1. 

我 们 可 以 取 z= 1+1,y = 1.(1 > 0). 

综 上 所 述 , 仅 有 ”= 1， 2 = 4 以 及 形 如 4& +2 的 自然 数 不 能 表 
示 为 两 个 自然 数 的 平方 差 . : 

7.61 ”证 明 对 任何 自然 数 n 之 3,2” 都 可 以 表示 成 2” = 7x?+y 
的 形式 ,其 中 x 和 y 都 是 奇数 

(第 48 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 用 数学 归纳 法 . 

(Dn = 3 时 ,2 ==8=7+1. 

所 以 天 = 3 时 ,命题 成 立 ; 

(2) 假设 n = 上 & 时 ,命题 成 立 , 即 

2* = Tx 十 y*, x 和 y 都 是 奇数 . 


当 n = 上 +1 时 ,由 于 
T(x y+ [z+ 
49 7 
44 DV 4 tt 
= 14z2 + 2y’ 
= 2(7z + y)? 
一 OK+1 
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同 理 7[ 方 (x + y)]2+ [ 广 (7z — y)] = 2441 


由 于 当 x,y 是 奇数 时 ,二 (z+y), 考 (7x 一 y), 方 (x 一), 方 (77 
+ y) 都 是 整数 ， 

如 果 方 (z - y) 是 奇数 , 则 方 (7z + y) 是 奇数 ,我 们 就 取 奇 数 对 
(二 (7 一 y), 方 (7x + y)). 

如 果 省 (x - y) 是 偶数 , 则 方 (x - y) + y = = 是 奇数 ,此 时 


十 (7x - y) 也 是 奇数 ,我 们 就 取 奇 数 对 (十 (+ + y), 广 (7x >)). 


于 是 = 上 & + 1 时 命题 成 立 . 

由 (1),(2), 对 n 宇 3 的 自然 数 ,命题 成 立 . 

7*:62 ”有 100 个 民兵 ,每 天 晚上 三 个 人 值班 .证 明 不 能 排出 这 样 一 
个 值班 表 , 使 得 任何 两 人 在 一 起 值班 的 次 数 为 1. 

(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 我 们 选 出 A 为 值班 的 民兵 ,如 果 所 要 求 的 值班 办 法 是 可 行 
的 ,那么 其 余 99 个 民兵 就 应 该 分 成 若干 组 ,每 组 两 个 人 ,每 一 组 都 可 以 
与 民兵 A 一 起 值 一 次 班 . 因为 99 是 一 个 奇数 ,所 以 这 是 不 可 能 做 到 的 . 

7.63 设 : 

p(x) = a +t ar t+artao 

和 gz) = bor" +t Oni it + br+bo 
是 两 个 整 系数 多 项 式 .假设 乘积 p(x)g(zx) 的 一 切 系数 都 是 偶数 ,但 是 
它们 不 完全 被 4 整除 . 

证 明 p(x) 和 g(x) 之 一 有 全 部 偶 系 数 , 另 一 个 至 少 有 一 个 奇 系 
数 . 

(第 9 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1977 年 ) 

[证 ] 首先 注意 p(x) 和 q(x) 不 能 都 只 有 偶 条 数 ,否则 ,乘积 
p(x)gq(xz) 的 全 部 系数 都 能 被 4 整除 . 

下 面 我 们 证 明 p(x) 和 g(x) 不 能 都 至 少 有 一 个 奇 系数 . 

否则 ,假定 对 某 0 达 kn 和 0 过/ 过， 
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溢 议 着 深 中 


和 深 





a 


aa iail 都 是 偶数 ,而 ax 是 奇数 ,县 ol 都 
是 偶数 ,而 b, 是 奇数 . 
在 p(z). g(x) 中 x**' 的 系数 为 
CPP 十 Cr1B 1 t agr201 2 t+ Apibitl + dar-2b1r2 + 
”在 这 个 和 数 中 ,akb 是 奇数 ,而 其 他 各 项 均 为 偶数 ,于 是 x*'' 的 系 
数 为 奇数 ,与 已 知 p(x)gq(x) 的 所 有 系数 都 是 偶数 相 予 盾 . 
于 是 p(xz) 和 g(x) 之 一 的 所 有 系数 都 是 偶数 ,而 男 一 个 的 系数 中 
至 少 有 一 个 奇数 . 
7*:64 设 上 为 自然 数 (& > 1). 证 明 , 不 能 在 上 xX 上 的 方 格 表 内 填 
人 数字 1,2,3,…,k&“, 以 使 得 各 行 的 和 以 及 各 列 的 和 都 是 2 的 方 宕 . 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] ”假定 可 以 按 要 求 填 入 1,2,…,k*. z 
设 2“ 是 最 小 的 行 和 . 
一 方面 ,2 应 当 是 1+ 2+ … + 民 = 方 如 (如 +1) 的 约 数 ， 
若 上 为 奇数 , 则 上 是 41 + 1 型 的 数 , 从 而 上 +1 是 41 + 2 型 的 数 ， 


于 是 方 (#2 + 1) 是 奇数 , 即 疗 k?(&? + 1) 是 奇数 ,此 时 2“ 不 能 整除 
方 有 (局 + 1). z 
若 为 偶数 , 则 刀 + 1 为 奇数 ,于 是 
2° | 六 让 由 
另 一 方面 ,由 2“ 是 最 小 的 行 和 , 则 有 
2 之 1+2+ 十 大 = 六 ACE+ 1 


这 样 就 有 二 忆 < 六 有 ( + 1) & 2°. 

由 上 天 0 知 2 1 © 

QQ 与 名 式 盾 . 

于 是 ,不 能 在 有 x 上 的 方 格 表 内 填 入 数字 1,2,…,&? ,使 得 各 行 的 
和 及 各 列 的 和 都 是 2 的 方 军 . 

7.65 设 自 然 数 a1,a2,…,a, 中 的 每 一 个 都 不 大 于 自己 的 下 标 
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( 即 改 委 上 A) ,而 它们 的 和 是 偶数 . 
证 明 在 形 如 aj + a;+a3 土 … 土 a 的 2”! 个 不 同 的 和 中 , 必 有 一 
个 等 于 0. 
(第 44 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 不 难看 出 ,如 果 a 和 2 为 自然 数 ,并 且 < 委 & 和 0 委 &, 那 么 
下 列 两 个 不 等 式 
[cc+ol 和 -lla 一 bi 和 -1. 
至 少 有 一 个 成 立 ， 
所 以 我 们 可 以 适当 选择 “+”,“-” 号 ,使 得 下 列 不 等 式 
| antai ln-l1, 
| cy 土 C Ti 士 Cl js 和 7 一 2， 
| ay 土 C 1 土 … 十 al | 二 1 
同时 成 立 . 
由 于 和 数 al + az + … + an 是 偶数 ,所 以 和 数 
Qi 士 Ch 1I 土 … 土 Cl 
亦 为 偶数 . 
因此 必 能 适当 选择 “+”，，-” 呈 ,使 得 
| dy 士 C -1 土 … 土 1 三 0. 
7*66 设 n 宇 2,a1,a;,…,a, 都 是 正 整 数 , 且 a 三 k(l 上 
n). 
试 证 明 当 且 仅 当 al + az + …+ a 为 偶数 时 ,可 以 适当 选取 “+” 号 
与 “- ”号 ,使 得 al ta 土 …+ay = 0. 
(中 国 中 学 生 数学 冬令 营 选 拔 试题 ,1990 年 ) 
[证 ] 先 证 必要 性 . 
车 有 al 土 42 十 +a, = 0, 则 由 Qi 十 QG2 十 + a, 与 ai 士 Q> 土 
… 土 ar 有 相同 的 奇偶 性 可 知 ,ai + ay + … + a 为 偶数 . 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 充 分 性 . 
即 如 果 al + az + … + 为 偶数 ,ae E N， a 三 k，(1 志 上 声 
2 ) 我 们 证 明 可 以 适当 选取 “+”“- ”号 ,使 得 


CI1 土 az 土 … 土 C,，=1(0. 
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由 a 祈 1 及 al EN 可 知 al = 1. 

(1) 当 n= 2 时 ， 

因为 a; 和 受 2 及 al + a 为 偶数 ,所 以 as = 1, 这 时 可 以 选取 ”号 ， 
使 得 


nt 


ai+:~a;=1-1=0. 
(2) 假设 当 2 二 n 过 m(m 之 2) 时 ,命题 成 立 . 
下 面 证 明 , 当 n= m+ 1 时 ,命题 成 立 . 
分 两 种 情况 进行 证 明 : 
当 a = an 时 ,因为 
a 十 C2 十 二 | 

= (ajy+t+as+t+ + ay_l+ a +a) — 2a,, 

= 偶数 . 
大 m 一 1 = 1, 则 必 有 a! = 0, 若 m 一 1 之 2, 由 归纳 假设 ,可 适当 

选取 "+ ”"，- ”号 ,使 得 


al1 土 QIz 土 … 土 al 三 人， 
从 而 有 ai 土 a? 土 … 土 al1+(a — an) = 0. 
当 地) 洋 Uyn+l 时 ,由 于 
[fay -aw lm+1i-1= m, 


因而 m 个 数 al 9 29 Rn-1ls | am 一 | | 符合 归纳 假设 条 件 ,于 
是 可 适当 选取 “+”，- ”号 ,使 得 
Ci1 土 Q7z 士 … 填 Ci 土 jan 一 el = 0. 
从 而 有 ai 土 az 土 … 二 ai 寺 oo 土 ol= 0. 
所 以 , 当 n = m + 1 时 命题 成 立 . 
于 是 对 所 有 大 于 或 等 于 2 的 自然 数 ,命题 都 成 立 . 
充分 性 得 证 . 
7:67， 已 知 m,n 遍及 所 有 正 整 数 , 求 | 12” - $ | 的 最 小 值 . 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 首先 注意 到 12”- 5” 是 奇数 ,又 因为 112 -SS1= 7. 
我 们 证 明 ,7 是 符合 条 件 的 最 小 值 . 
令 5 二 1 1272 -SS" 1. 
假设 >“< 7, 则 = 1,3,5. 
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因为 315,5 +112, 
所 以 3=|12” 一 5”|,5 = 二 | 12” 一 5”| 不 成 立 . 
若 s = 1, 则 有 两 种 可 能 . 
(1)12™— 5”=1. 
S" = 127—-1= 11Q(m). 
其 中 Q(m) 为 整数 . 
这 时 有 11 1 5”, 这 是 不 可 能 的 . 
(2)127 — S$” =—1. 
5” = 12™+1. 
若 m 为 奇数 , 则 
5" = 13T(m), 
这 时 有 13 | 5”, 这 是 不 可 能 的 . 
若 mm 为 偶数 , 设 m = 21, 则 有 


5” = 144: + 1 
当 1 为 奇数 时 ， 
$s" = 145. K(m), 
145 | 5”. 
而 ”145 = 5 29, 则 有 
29 | 93”. 
这 是 不 可 能 的 . 


当 1 为 偶数 时 , 设 :1 = 2g, 则 有 
5” = (144°)?+1. 

由 于 144? 的 个 位 数 是 6, 则 (144-)4 + 1 的 个 位 数 是 .7, 而 5” 的 个 位 
数 是 5, 这 也 不 可 能 . : 

所 以 | 12* 一 5”| 关 1. 

因此 , 1 12”- $” | 的 最 小 值 是 7. 

7.68 设 y= x +br+c，4b,c EZ, 如 果 当 x € Z 时 ,总 有 
y 之 0, 证 明 6* -4c 志 0. 

(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 《1)2 为 偶数 时 ， 


当 x =- 了 时 ,y 有 最 小 值 ,由 题 设 
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6 6 
y= (-7) +6b(-F)+c>0, 





” -和 >0， 
卷 b*—4c<0. 
(2)5 为 奇数 时 ， 
当 x = 一 名 + 时,y 有 最 小 什 
y= (tl) + 6 )+e >0, 
b*—-4c<l. 
又 由 b,c 是 整数 ,所 以 
b*— 4c 过 0. 


由 (1),(2),6* -4c 志 0. 
7.69 设 a 是 有 理 数 , 且 0< a < 1, 如 条 


cos (3ra ) + 2 cos (2xa) = 0. 


(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
[证 ] 令 rz = cosxa. 
则 由 三 倍 角 与 二 倍 角 的 余弦 公式 ,已 知 方程 可 化 为 
473+4r1 -3r+-2=0. 
即 (2x +1)(2x2+x 一 2) = 0. 


(1) 如 果 2z+1=0,r =- 六, 则 


 __l1 
COS Aa 一 2 ， 
由 0<a<1l 可 得 = 
(2) 如 果 222+z-2=0, 则 
_ V17-1 
coOS Aa = 4 . 


我 们 证 明 ,此 时 a 不 是 有 理 数 . 
可 以 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 每 一 个 非 负 整数 n， 
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cos (2?ra ) = (a + b, v17) (QD) 


其 中 a,, 和 已 都 是 奇 整数 ， 
当头 =0 时 ,由 


Cos Aa = 


-1+ V17 
4 


可 知 ,中 式 成 立 . 
设 对 于 n 之 0,@ 式 成 立 , 则 
cos (2 1xa) 
= 2 cos “(2"xa)— 1 


a, + 六 v17) 
4 


=2.( 1 


地 上 小 


= [Ca2 + 1762 — 8) + 2a,b, V17]. 
由 于 a,, 和 6b, 都 是 奇数 ,所 以 
az+175 三 2 (mod 4). 


从 而 存在 整数 上 ,使 得 
a + 17b6%—8=2+4t. 


则 Qn+l| 一 21 十 l 是 奇数 . 
令 b+l 一 ap， 也 是 奇数 . 
则 cos (2251 ra ) 一 三 (an 十 bt! v17), 


县 d+l ,D+l 为 奇数 . 
所 以 ,@ 式 对 一 切 非 负 整数 n 成 立 , 且 


rl = 方 (42 + 1762 -8) 


浸 宣 着 深 吕 


> 六 (ao +9) 
> a,. 
于 是 ,| cos (2"xa) 1 n = 0,1,2,…| 是 一 个 无 穷 集 , 然 而 当 a 为 有 
理 数 时 ,| cos (ma) | mx € Z| 只 能 是 有 限 集 .所 以 a 不 是 有 理 数 . 
因此 a= 亏 . 
7.70 ”奇数 宇 3 称 为 “好 ”奇数 , 当 且 仅 当 存在 i1,2,… ,ni 的 一 
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个 排列 fa ,a,,… ,aa| 使 得 以 下 n 个 和 


Qala2+a3 a44t "TT adn-lt an, 
数 a2 一 63 十 44 一 5 十 一 Cr 十 Cl， 
论 
天 由 申 归 时 二 吕 
Un Ul 十 CQ2 一 G3 十 机 an-2 十 人 1 一 1 


都 是 正 的 , 求 所 有 的 "好 ”奇数 . 
(第 32 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 令 
Y= A122+t a a4t tT alt a,, 
Y2 一 a27— a3+a4—-as+"—a,t+ail, 
3 一 Cr 一 人 | 十 U2 U3 十 一 Wn-2 十 Hn-l]: 
则 y1 十 y2 = 2a1, 


y+ y3 三 2a2， 


多 十 yl 一 20，. 
且 对 每 一 个 1 科 : 委 7)”， 
y= S20 t+ aix3t+ + aitn-2). 
其 中 S = al+as+…+an = 地 n(n 十 1)， ae = CR 
(1)n = 4k-1， 上 上 实 1 时 . 
由 于 此 时 S 是 偶数 , 则 每 一 个 w 都 是 偶数 . 
又 存在 1 二 7 二 4& 一 1 使 得 
y+tyrn=2 (y= y1), 
从 而 y 与 y+l 不 可 能 全 是 正 数 ， 
于 是 ,n = 4k& -1 不 是 “好 ”奇数 . 
(2)n = 4k+1, kEN. 
由 于 此 时 S 是 奇数 , 则 每 一 个 y; 都 是 奇数 . 


从 


3 yl 三 上 y2 三 3， “*, VYp+t = 4k+ 1, 
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y2k+2 = k+l yo2k+3 = 4k 3, yp+4 = 4kC— 3,°, Yak-1 三 3， 
y4 二 >， y+1 = 1. 

则 al=2，a = 4, 1, ak = 4&，aokl = 4k + 1, 
Q2g+2 二 4& 一 1，a2k3 = 4k— 3, …,) ad = 5, dak = 3, aaprl 
= 1. 

于 是 ,所 有 的 n = 4k&k+ 1， 上 EN 都 是 “好 ”奇数 . 

7.71 在 0 过 7 这 nn 太 63 的 (n,r) 组 中 

CO” = 


n ! 
rm 一) 


为 偶数 的 有 多 少 组 ? 
(日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 如 图 ,将 杨辉 三 角 中 的 每 个 数 对 mod 2 
取 余 数 ,即将 奇数 记 为 1 ,偶数 记 为 0. 
并 记 从 第 2 行 到 第 24+1- 工行 之 间 的 奇 组 数 
个 数 为 Qk: 
易 见 ， we = ap-l + 2ar-1 = 3akt-i 
由 于 ai = 1,63 = 26 一 1 以 及 a = 3*. 
所 以 ,在 杨辉 三 角 中 从 第 0 行 到 第 63 行 中 奇 组 合 数 的 个 数 为 ak = 
3? = 729. 从 而 偶 组 合 数 的 个 数 为 (1 + 2 + … + 64) - 729 = 1351. 
7.72 ”在 无 限 的 “三 角形 ” 表 





Ul,D 
d2,-1 42,0 42,1 
Q3,-2 G3,-1 30 A3,1l 03,2 
C4,-3 QH4,-2 04 -1 G40 CC41 G4,2 44,3 


中 ,aio = 1, 位 于 第 nn 行 (nx € N,n >>1) 第 有 有 列 (kE2Z,1kI<n) 
的 数 ae 等 于 上 一 行 三 个 数 之 和 a,_1,4_1+ ae+ al 如果 这 些 
数 中 有 的 不 在 表 内 , 则 在 和 式 令 它 为 0). 证明 从 第 三 行 起 的 每 一 行 中 
都 至 少 有 一 个 偶数 . 
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蓉 京 和 直 攻 中 


如 cr 湾 





(英国 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 考虑 定义 在 整数 集合 上 的 函数 
mw) = |0, 当 六 为 偶数 时 ， 
1, 当 nx 为 奇数 时 . 
并 用 公式 be = ck) 构造 一 个 数 表 . 
于 是 , 当 ?2 > 1 时 有 
Do = f(an,g) 
= f(a a1 + antk + Ani,g+1) 
= ff(antr i) tt flare) + flan-t,er1)) 
= f(a-ikt t On +t On1,p+1). 
同时 将 表 中 的 不 出 现 的 数 换 为 0. 
直接 计算 表明 ,第 行 的 前 四 个 数 6 ,1,6,.2_ ,605.3%;0n.4-s 惟 
一 地 确定 了 第 ”+ 1 行 的 前 四 个 数 ,并 且 第 8 行 和 第 4 行 上 的 这 组 数 相 
同 .因此 ,第 9 行 和 第 5 行 ,第 10 行 和 第 6 行 等 等 ,相应 的 这 组 数 相同 . 由 
于 第 3 行 起 的 每 一 行 中 ,这 组 数 都 含有 0, 因 此 原 表 中 这 些 行 都 有 偶数 . 
7'73 设 nEN, 是 使 37.5"+26.5" 为 正 整数 , 求 ”的 值 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1998 年 ) 


[ 解 ] 37.5" +26.57 = 六 (75" + 537). 


当 为 正 偶 数 时 ， 
75” + 93"” 三 ( ~ 1)” + 1" 寺 2 (mod4), 
此 时 75”+537 为 41+2 的 数 ,从 而 37.5” + 26.5" 不 可 能 为 正 整 


旺 风流 


当 2 为 正 奇数 时 ， 
73" +53” =(75+53)(75” 1 一 73” ?x53+.+53"-1) 
=27 (75" 1 一 7S$" 2 XS3+.… 十 S371)， 

上 式 插 号 内 共有 n 项 , 且 每 一 项 均 为 奇数 ,因而 括号 内 是 奇数 个 
奇数 之 和 为 奇数 . 

于 是 正 奇 数 nn 只 能 取 n=1,3,5,7. 

由 以 上 可 知 ,只 有 当 n=1,3,5,7 时 ,37.,5” +26.5” 是 正 整 数 . 

7"74 设 Z 表 示 全 部 整数 的 集合 . 试 证 明 : 对 任何 整数 A,B, 可 
找到 一 个 整数 C, 使 集合 Mi = {x?+ Az+ B|xE Zi, 与 集合 M, = 
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12x +2zx+C|lxE21 互 不 相交 . 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 对 A 分 奇偶 数 讨论 . 
(1) 如 果 A 是 奇数 , 则 
r+Ar+B=x(rt+A)+B=B (mod 2), 
2z2+2zr+C=C (mod 2). 
从 而 x*+Ar+B 与 B 具 有 相同 的 奇偶 性 ,27*+2r+C 与 C 有 
相同 的 奇偶 性 ， 
为 使 Mi 与 M; 不 相交 ,可 选取 C=B+1. 
(2) 如 果 A 是 偶数 , 则 


A* 
A 2 A? 忠 - 才 或 
z+Ar+B= (z+ 分 ) + BB 一 三 (mod 4), 


且 2x2+2r+C=27r (rt1)+C=C (mod 4). 
为 使 Mi 与 M 不 相交 ,可 选取 C=B- 全 +2. 
7.75 ”求证 不 存在 三 边 边 长 全 为 素数 ,而 面积 是 正 整数 的 三 角 


《罗马尼亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 设 全 ABC 的 三 边 的 边 长 为 a,65,c ,面积 为 S$, 且 a,5,c 为 
素数 ,S 为 正 整数 . 

由 三 角形 面积 公式 

16S*=(at+b+e)(atb-ec)(a-b+e)(—-at+b+e), OQ 

由 于 c+p+ca+p-ca-po+c,-a+p+c 具 有 相同 的 奇偶 
性 及 16S 为 偶数 , 则 at+pt+cae+po-ca-ptcy, -aa+p+c 都 为 
偶数 ,于 是 只 有 两 种 可 能 : 

(1)a,b,c 全 为 偶数 ; 

(2)a ,b,c 中 两 个 奇数 ,一 个 偶数 . 

下 面 考虑 : 

(1) 当 a ,b,c 全 为 偶 素数 时 ,有 a=46b=c=2. 

此 时 S=Y3 与 S 是 正 整 数 予 盾 . 

(2) 当 a ,b,c 为 两 个 奇数 ,一 个 偶数 时 ,不妨 设 a 为 偶数 , 则 a = 
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活 丽 将 汝 中 
媳 cr 汪 





这 时 有 c—-2=c-a<b<c+a=ct+2, 
b-2=b-a<c<b+a=b+2. 

于 是 , 奇 素数 bE (c -2,c+2),cE(b -2,60+2). : 

在 开 区 间 (c 一 2,c+2) 中 只 有 整数 c+1,c,c 一 1. 但 c 为 奇 素数 ， 
则 c+1,c 一 1 均 为 偶数 ,于 是 必 有 5b=c. : 

这 时 ,名 式 化 为 16S?=(2+26):2:2:(265 一 2)=16(b” 一 1). 

故 S*=6b* 一 1. 

由 此 得 S<5, 即 S 委 0 一 1. 

这 时 有 -1= SS: 二 (6 一 1)=6b -26+1， 

则 2p<1l 与 6 是 素数 相 矛 盾 . 

因此 ,不 存在 三 边 边 长 都 是 素数 ,面积 为 正 整数 的 三 角形 . 


站 深 
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第 八 章 ”完全 平方 数 


8:1 证 明 当 是非 负 整数 时 ,3” + 2. 17" 不 是 完全 平方 数 . 


(英国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 和 
[证 ] (1)n = 4m 时 ， 和 
3 +2 .17 
= (3 + 2. (174)” 孝 
= 81™ + 2 . 83521”. 


此 时 ,3”+ 2 17" 的 个 位 数 是 3, 因而 不 是 完全 平方 数 . 
(2)n = 4m + 1 时 ， 
3*+2.177 
= 3. (3)”"+2.17. (174)” 
= 3.8]”+2.17 .8352172. 
此 时 ,3”+ 2 .17" 的 个 位 数 是 7, 因 而 不 是 完全 平方 数 . 
(3)n = 4m + 2 时 ， 
37+2.177 
= 9.81™” +2.289 .83521”, 
此 时 ,3”+ 2 .172” 的 个 位 数 仍 是 7, 因而 不 是 完全 平方 数 . 
(4)n = 4m + 3 时, 
37+2.17" 
= 27. 81” + 2 . 4913 . 83521™”, 
此 时 ,3” + 2. 17” 的 个 位 数 也 是 3, 因 而 不 是 完全 平方 数 . 
由 以 上 ,对 非 负 整数 n ,3* + 2. 17" 不 是 完全 平方 数 . 
8.2 设 a 与 2 为 任意 给 定 的 整数 , 试 证 明 方 程 
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ze2+il0ar+5S+3=10 
和 x+l0crz+S -3=0 
都 没有 整数 根 . 


辟 小 溺 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 所 给 方程 的 二 根 显然 为 
一 10a+ V100a’ — 20b + 12 
一 9 ， 


即 TI =~ $a+ V25a* — Sb TF3. 
xz =~ Sa- V25a* — 5bp +3. 
为 证 明 所 给 方程 没有 整数 根 ,只 要 证 明 25a” -56 + 3 不 是 一 个 完 


全 平方 数 即 可 . 
事实 上 ,25a* 一 56 = 5(5a? 一 6) 的 个 位 数 是 0 或 5, 所 以 25a? 一 56 
+ 3 的 个 位 数 只 能 是 
2,3,7,8 
中 的 一 个 . 


而 一 个 完全 平方 数 的 个 位 数 只 能 是 0,1,4,5,6,9 中 的 一 个 ,所 以 
25a* 一 56 土 3 不 是 完全 平方 数 ,因而 所 给 方程 没有 整数 根 . 

8.3 ”一 个 9 位 数 的 各 位 数字 由 除了 0 之 外 的 所 有 数字 组 成 , 且 末 
位 数字 是 5. 

证 明 这 个 数 不 可 能 是 整数 的 完全 平方 . 

(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 假设 存在 满足 题目 要 求 的 完全 平方 数 D = A?. 
由 于 D 的 个 位 数字 是 5, 则 A 的 个 位 数字 也 是 5, 由 此 可 设 
A= lO0a+5, 

则 D= A’*= (0a+5) = 100a(a + 1) + 25. 

由 此 可 看 出 DD 的 最 后 两 位 数 是 25. 

由 于 a(a + 1) 是 相 邻 数 的 乘积 ,而 相 邻 数字 乘积 的 个 位 数 只 能 是 
2,6 或 0. 由 题 设 不 能 有 0, 而 2 又 在 p 的 十 位 数 上 出 现 , 所 以 al(a+1T) 
的 个 位 数 是 6, 因 此 DD 的 百 位 数 是 6. 

于 是 D = 1000& + 625. 

因此 必 有 $ 1 也 . 
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因为 D 是 完全 平方 数 , 则 又 有 5* 1 DD. 

这 样 必 有 5 1&, 从 而 D 的 千 位 数 是 0 或 是 5. 

然而 这 是 不 可 能 的 ,因为 题 设 中 没有 0, 并且 D 的 个 位 数 是 5. 

所 以 满足 题 设 条 件 的 数 不 是 完全 平方 数 . 

8-4 ”证 明 数 列 11,111,1111,… 中 的 每 一 个 都 不 是 完全 平方 





数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 1] 设 刀 = 11…1，t+ 守 2，1€N, 则 上 是 奇数 . 邻 k = 21 
+ 1, 则 
(27 + 1)* = 11.…1. 
41* +4! = 11:…10. 交 和 
(一 二 个 全 
由 于 1t…10 不 是 4 的 倍数 ,所 以 上 式 不 可 能 成 立 . 平 
于 是 11… 不 是 完全 平方 数 . 和 


[证 2] 由 于 
11…111 = 11…100+11， 7 2， EN 


1 个 (1 一 2) 个 


由 于 11::…100 寺 0 ( mod 4), 
(1 一 2) 个 


1l 二 3 ( mod 4). 
于 是 “11:…11l 寺 3 (mod4). (1 宇 2，1+1€N) 
一 vv 一 一 


由 于 奇数 的 平方 被 4 除 余 1 ,偶数 的 平方 能 被 4 整除 ,因而 11…] 


(1 宇 2， + € N) 不 是 完全 平方 数 . : 
8:5 假设 aj ,a;,a3,a4,as 和 65 是 满足 关系 式 a? + a3 + a3+ a9+ 
= 的 整数 .证 明 所 有 这 些 数 不 可 能 都 是 奇数 . 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1931 年 ) 
[证 ] 假设 x1,a;,a;3,as,as 及 5b 都 是 奇数 ,由 于 


a 三 1 (mod8)， 
=| (mod8). 
而 af + as+as+ait+ase5 ( mod 8). 
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所 以 ca+a+as+eaz+as= 22 不 可 能 成 立 . 
因而 aidzyaid,aly as 和 不 可 能 都 是 奇数 . 
数 8:6 ” 按 任意 的 次 序 把 1,2,… ,1976 这 1976 个 自然 数 写 成 一 排 ， 


证 明 所 得 到 的 数 不 是 一 个 完全 平方 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 


[证 ] 计算 这 1976 个 自然 数 之 和 


1+2+.+1976 = 7 


=988 . 1977 
=(9. 109+7)(9 .219+6) 
三 6 (mod 9). 

于 是 由 这 1976 个 自然 数组 成 的 数 被 9 除 余 6. 

由 于 m = 9k, 9k+1,9k +2,9k +3,9k 士 4 时 ， 

mm’ 二 0,1,4,7 (mod9). 
因此 ,所 得 到 的 数 不 是 平方 数 . 
8.7 ”证 明 不 存在 这 样 的 三 位 数 abc ,使 abc + bca + cab 为 完全 平 


方 数 . 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 设 n = abc + bca + cab. 则 
n=(l00a + 10b +c)+ (1006 + 1l0c+a)+ (100c + l10a + 65) 
=]lll(a+ b+e) 
=3.37(a+b+ce). 
者 n 为 完全 平方 数 , 则 可 设 n = m2. 
m=3.37(atb+e). 
于 是 m 是 37 的 倍数 ,从 而 可 设 m = 37& , 则 
37k = 3(a+b+c) 由 
由 于 la+b+t+ecR27 
以 及 3 与 37 互 素 , 则 名 式 不 可 能 成 立 . 
于 是 ” 不 是 完全 平方 数 . 
8.8 ”证 明 不 存在 这 样 的 长 方 体 , 它 的 对 角 线 的 长 是 整数 ,而 棱 长 


是 三 个 连续 整数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
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[证 ] 设 长 方 体 的 棱 长 为 2 -1，n 和 n+1， 其 中 为 大 于 1 
的 整数 . 
又 设 m 为 对 角 线 的 长 ,m 为 正 整 数 . 
由 题 意 有 m= (n-1)+n:+{(n+1), 
m= 3n*+2. GQ) 
由 于 能 被 3 整除 的 数 的 平方 能 被 3 整除 ,而 不 能 被 3 整除 的 数 的 平 
方 被 3 除 余 1, 因 此 形 如 3n? + 2 的 数 不 是 平方 数 .因而 中式 不 能 成 立 . 
所 以 不 存在 楼 长 为 连续 整数 ,对 角 线 长 为 整数 的 长 方 体 . 
8.9 ” 设 d 是 异 于 2,5,13 的 任 一 正 整 数 .求证 在 集合 {2,5,13,d| 
中 可 以 找到 两 个 不 同 的 元 素 ,使 得 ab - 1 不 是 完全 平方 数 . 
(第 27 届 国际 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 1] 由 于 2.S-1，2.13-1，5.13-1 都 是 平方 数 ,于 
是 只 需 证 明 2& -1， 54 -1 和 134 - !1 中 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 
数 . 
(1) 者 d 是 偶数 , 设 d = 2m, 则 
2d-1=4m-i 


完 
全 
于 
数 





不 是 完全 平方 数 . 
(2) 若 ad 是 4k + 3 型 的 奇数 , 则 
Sd—1= 20k+14= 4(5k+3)+2 
不 是 完全 平方 数 . 
(3) 车 4d 是 4&+ 1 了 型 的 奇数 , 则 
l3d — 1 = 52k + 12 = 4(13k + 3). 
Sd—1= 20k+4= 4(5k+1). 
因此 需 证 明 13& + 3 与 5& + 1 至少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 
奉 13& + 3 是 完全 平方 数 , 则 13k ++3 是 4 或 4t + 1 型 的 数 . 
若 13& +3 = 41, 则 
SEk+1= (1l3k+3)—-8k-2=4t-8k—-2= 4(:-2k)-2, 
于 是 S& + 1 不 是 完全 平方 数 . 
若 13&+3=4t+1, 则 
Sk+1= (138+3)-88-2=4( -2k)-1, 
于 是 Sk + 1 也 不 是 完全 平方 数 . 
同样 可 证 ,车 SR + 1 是 完全 平方 数 , 则 13& + 3 不 是 完全 平方 数 . 
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各 过 泪 


综合 (1),(2),(3),2g -1，S$Sd -1 和 13d - 1 中 至 少 有 一 个 不 是 
完全 平方 数 . 
[证 2] 假设 2d -1，54 -1，13d -1 都 是 完全 平方 数 , 设 
2d -1= x, Sd-1=y, 1l3d4-1= x. 
其 中 x ,y,z 都 是 正 整数 . 
由 2d 一 1 = x? 可 知 ,x 为 奇数 . 
设 x = 2n 一 1, 于 是 
2d -1 = (2n - 1), 
d = 2n*—2n+1, 
从 而 4 也 是 奇数 . 
于 是 5d - 1 与 13d - 1 都 是 偶数 , 即 > 与 z 都 是 侦 数 . 
设 y= 2p,z = 29g. | 
由 SZ -1=Y 13d -1 = >， 
可 得 8d = x ~-y = 4g -4p". 
2d = gq-p = (g+p)(g-p). 
由 于 g +p 与 g -pp 其 有 相同 的 奇偶 性 , 则 (g + p)(g 一 记 ) 或 为 奇 
数 ,或 为 4 的 倍数 ,然而 当 < 为 奇数 时 ,24 不 是 奇数 也 不 是 4 的 倍数 ,出 
现 牙 秆 . 
因此 ,24 -1，54 -1 和 13d -1 中 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 
8.10 ”证明 没有 一 个 自然 数 ,使 得 
ne + 3n -Sn et -1Sn +4n + 12n+3 
的 值 是 某 个 上 自然数 的 平方 . 
(“友谊 标 ” 国际 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[证 ] ns +3n” 一 Sn1 一 15n7+4n*+12n+3 
: = nlni(n+3)— 5n (n+3)+4(n+3)]+3 
= nnn+3)(n 一 1)(022 -4)+3 
= (7 -2)(7 ol)n(nt+ ln +2)(n + 3)+ 3. 
上 式 的 第 一 项 是 6 个 连续 整数 相 乘 ,因此 
41(2 一 2)(2 oo Tn(n+ 1)(n+2)(n+ 3) 
于 是 ns +3n3 -Sa4-15$23+4n2+122+3 为 4&+3 型 的 数 , 因 
而 对 所 有 的 自然 数 n , 均 不 是 平方 数 . 
8.11 ”求证 方程 a? + 65* 一 8c = 6 无 整数 解 . 








(第 1 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1969 年 ) 
[证 ] ”由 于 每 个 整数 具有 
4n, 4n+1,4n+2,4n+3 (n € 2), 
这 四 种 形式 中 的 一 种 . 
那么 它 的 平方 为 
i6n*:, il6n* +8n+1, l6n*+ 16n +4, i6n* + 24n+9. 
因此 一 个 平方 数 被 8 除 的 余数 为 0,1,4. 
因而 任 两 个 平方 数 之 和 被 8 除 的 余数 不 可 能 为 6, 即 w+ 六 =8c 


+6 不 可 能 成 立 . 
所 以 已 知 方程 没有 整数 解 . 
8.12 两 个 整数 数列 iaskezo 与 165414so 满足 
b: = a 十 9， 第 
al 二 8+8，( 人 过 0). 2 人 
又 , 数 1988 出 现 于 {a i iso 或 {164 160 中 . . 
数 


求证 数列 } as jszo 不 会 完全 平方 数 的 项 . 
(奥地利 一 波兰 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[证 ] ”由 已 知 条 件 得 
Gil = Bar + 80. 


由 此 递 推 公式 可 得 fa 上 + 的 通 项 公式 


0 
当 丰 之 3 时 ， 
ap = 16[4a08* + S(8* 1 二 8 十 二 了] 
由 于 对 模 8， 
4a08 “+ S(8 !+824+..+1) 汪 5 (mod 8). 
因而 不 是 完全 平方 数 . 
因此 w(& 之 3) 不 是 完全 平方 数 . 
下 面 验证 a0,ai ,a 都 不 是 完全 平方 数 . 
因为 有 之 1 时 ， 


8 | C 且 D. 是 奇数 . 
所 以 wu 与 b 均 不 可 能 等 于 1988. 
因此 必 有 uo = 1988 或 bo = 1988. 
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当 bo = 1988 时 ， ao = 1979. 

若 ao = 1988, 则 al = 8，' 1998 ,此 时 ao 与 al 均 不 是 平方 数 .而 
ay = 16[4. 1988 + 5(8+ 1)] 也 不 是 平方 数 . 

车 ao = 1979，-: 则 
al = 8.1989, a = 8.(8.1989+10) = 16.:7961. 

U0, Ul 和 Uy 均 不 是 平方 数 . 

于 是 对 所 有 上 宇 0， a 不 是 完全 平方 数 . 

8.13 ”各 位 数码 之 和 为 (1)1983; (2)1984 的 完全 平方 数 是 否 存 

在 ? 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] (1) 着 n“ 的 各 位 数码 之 和 为 1983. 由 于 1983 能 被 3 整除 ， 
则 wn? 也 能 被 3 整除 ,从 而 也 能 被 3 整除 ,进而 n* 能 被 9 整除 ,于 是 n* 
的 各 位 数码 之 和 能 被 9 整除 ,于 是 1983 能 被 9 整除 ,然而 1983 不 能 被 9 
整除 ,出 现 矛 盾 ,所 以 没有 各 位 数码 之 和 为 1983 的 完全 平方 数 . 
(2) 各 位 数码 之 和 为 1984 的 完全 平方 数 是 存在 的 . 
例如 ”nn = 99:…97 = 1020 - 3, 则 


219 个 


1 一 1040 -6.1020+9 
=100:…0—6.100:.0+9 


440 个 220 个 


‘=99:…9 40:…09 
219 个 219 个 


于 是 ,2 的 各 位 数码 之 和 为 
219 .9+4+219.0+9= 1984. 
8.14 如 果 了 f(x) = x*+ ,证 明 方 程 4f(a) = f(b) 没 有 正 整 数 
a 和 6 的 解 . 
(第 9 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1977 年 ) 
[证 1] 假定 a,6b 是 满足 方程 4a* +4a = 56* + 上 6b 的 正 整 数 , 则 有 
4(a+1) >4a +4a= 06+b>b. 


从 而 b<2(a+1). 
又 4a<4a2+4a = b+b<(b+t+1), 
从 而 bp>2a-1. 
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于 是 2a—-1l<b<2a+2. 
由 5 是 正 整 数 ,只 能 有 
b=2a 或 =2a+1 
如 果 5b = 2a, 则 原 方程 化 为 
4ata+1l) = 2a(2a + 1), 
即 a = 0. 
如 果 65 = 2a + 1, 则 原 方程 化 为 
4a(a+1) = (2a + 1)(2a + 2), 
2a+2 = 0, 
即 a =—1. 
于 是 , 原 方程 没有 正 整 数 解 a 和 64. 
[证 2] 已 知 方程 
4a*+4a= 6*+b 
可 化 为 关于 a 的 二 次 方程 
4a*+4a—-6b -b=0, 


于 是 它 的 两 个 根 为 
,二 1+ VE 十 百 十 六? 
= 一 一 人 
由 于 p<i+b+b<(b+1). 


即 1+ 5+ 6b” 在 两 个 连续 完全 平方 数 之 间 , 所 以 它 不 是 完全 平方 


数 , 因 而 V1+65+ 5b 不 是 有 理 数 , 从 而 a 不 可 能 是 正 整数 . 
因而 原 方程 没有 正 整数 解 a 和 4. 
8.15 ”证 明 对 任何 整数 n ,都 有 
11SS1258 十 341958 和 天 n2. 
(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[证 ] 注意 到 34? = 1156, 容 易 证 明 
4 . 1155”” > 34!1%8, 





于 是 有 
(1155””)* < 1155!58 + 341958 < (1155%? + 2)? 
若 11S5S1258 十 341258 一 n*, 则 应 有 
1155.3 + 34!%58 ~ (1155%? + 工 )2 
此 式 左 边 为 奇数 ,右边 为 偶数 ,不 可 能 成 立 . 
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于 是 不 可 能 有 
11551958 + 341958 — 2. 

8.16 ”车 z 与 y 都 是 自然 数 , 试 证 x*+y+1 和 y+4x+3 的 值 

不 能 同时 都 是 平方 数 . 
| (中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] (1) 当 z 之 > 时 ， 
x :+y+1r +r+1. 
于 是 有 
Xx < tytlr trtli<r +2r+i= (rt+1). 

因为 x*+ y+1 夹 在 两 个 相 邻 的 完全 平方 数 之 间 , 所 以 它 一 定 不 是 
完全 平方 数 . 

(2) 当 x 之 y 时 ， 

y<y+4r+3<y+4y+3< y+4yt4= (y+2). 

中 着 y+47+3 关 (y+1) = 多 +2y+1l 即 y 天 2z+1, 则 入 
+ 4x + 3 不 是 平方 数 . 

(让 车 y+4r+3= (y+1Y=y+2y+1, 即 y= 2x+1, 则 
y* + 47x + 3 是 平方 数 . 

但 是 在 y = 2x + 1 的 条 件 下 ， 

xX +yt+1l= x +(2rt+1)+1= .r+2r+2, 

于 是 (rz+l<xzzf+y+l=xz2+2r+2<(z+2)2. 

这 时 x+y+ 工 夹 在 两 个 相 邻 平方 数 之 间 ,因而 不 是 完全 平方 数 . 

于 是 ,x*+ y+ 1 和 y + 4x+3 的 值 不 能 同时 都 是 完全 平方 数 . 

8.17 ”证 明 五 个 连续 正 整 数 的 乘积 不 可 能 为 完全 平方 数 . 

(英国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 假设 五 个 连续 正 整 数 为 nn 一 2, n 一 1, n,n+1,n+2 (7 之 
3). 并 设 这 五 个 连续 正 整数 的 积 为 完全 平方 数 

设 奇 素数 户 | , 则 

户 作 天 一 2)(2 — 1)(n+1)(n + 2). 

所 以 ， ,在 1 的 素 因 数 标 准 分 解 式 中 ,pp 的 指数 为 偶数 ,从 而 7 = 2a? 
或 nn = 

由 于 (2 ~—2)(n ~ 1)(n + 1)(n + 2) 


= ni4— Sn*+4. 
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以 及 有 不 等 式 
ni—-6n*+9<ni~ Sn +4<n1—4n’ +4, 
即 (mn 一 3)2< 14-S+4< (2 一 2)2. 
n4 一 5n? 十 4 夹 在 两 个 连续 平方 数 之 间 , 所 以 n* -5n? + 4 不 是 完 
全 平方 数 . 即 (n -2)(n 一 1)(n + 1)(n + 2) 不 是 完全 平方 数 . 


所 以 n = 2a’. 
因为 (n -1)(n+2)= n+n—-2, 
(n+1)(n -2)=n*—-n—2, 
且 (n+n-2,n -nn-2)= (n+n -2,2n). 
以 及 n*+n-2=n(n+1) 一 2 是 偶数 ,n tn(n + 1) 一 2， 
所 以 (n*++ nn 一 2,2n)= 2 或 4. 
因此 (nn 一 DD)(n +2) 与 (n + 1)(n 一 2) 的 最 大 公约 数 是 2 的 寡 . _ 第 
由 于 n(n— 1)(n+2)(n + 1)(n ~ 2) 全 
= 2a’(n— 1)(n +2)(n+ 1)(n 一 2) 1 
为 完全 平方 数 . 雪 


而 nm <(n-l)n+2)=n +n-2<(nt+1), 
(n -1)Y<(nt+l)(n-2)=n-n-2<n. 
所 以 (n 一 1)(n +2) 与 (n+1)(n 一 2) 都 不 是 完全 平方 数 ,再 由 (n 
一 (n+ 2) 与 (n+ 1)(n -2) 的 最 大 公约 数 是 2 的 寡 , 从 而 
(nn ~— 1)(n+ 2) = 247， 
(n+ 1)(n 一 2) = 2 力 ， 
其 中 名, 1 为 奇数 ,(m,p) = 1, 于 是 
n(n 1)(nt2)n t+ 1)(n 一 2) = 2 la mp 
不 是 完全 平方 数 . 
8.18 ”证 明 对 任意 正 整数 ,n+ 2n3 + 2n? + 2n + 1 不 是 一 个 
完全 平方 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 注意 到 不 等 式 
(n+ nan) =nt+2n3 + 
<n +2n +2n +2n+l 
<ni+2n +3n* +2n+1 


=(n*+n+1)2. 
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. 由 于 n4 + 273++2n* ++2n+1 介 于 两 个 连续 平方 数 (n*+ 2) 与 
(n* + nn +1) 之 间 , 所 以 不 可 能 是 完全 平方 数 . 

8.19 “求证 四 个 连续 正 整 数 之 积 不 能 是 完全 平方 数 或 是 完全 立 
方 数 . 

z (第 18 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1958 年 ) 

[证 ] 因为 T(xr+1)(r+2)(r+3) 

= (zx:+3r+1)-—1 
= (x + 3r)*+2(7x? + 37r), 
故 当 x 是 正 整 数 时 ， 

(x +3r)Y <xzz+l)z+2)(rz+3)<(z+3zr+1)2. 

即 z(z+l)(z+2)z+3) 介 于 两 个 相 邻 的 完全 平方 数 之 间 ,因而 不 能 
是 完全 平方 数 . 
因为 两 个 相 邻 正 整 数 必 定 互 素 ， 

当 工 是 偶数 时 ,z + 1 和 x + 3 都 是 奇数 , 故 

(rz+l,z+3)= (r+1,2)=1. 
并 x+1 和 xz, x+2, 工 + 3 都 互 素 ,从 而 x+ 1 与 乘积 x(x +2)(x+ 
3) 也 互 素 . 

如 果 zx(x + 1)(x + 2)(x +3) 是 完全 立方 数 , 则 z+1 和 x(x+ 
2) (x + 3) 都 必须 是 完全 立方 数 . 

但 是 , 当 x 是正 整数 时 

(r+1)< x(r+2)(r+ 3) < (x +2). 
好 x(x +2)(x +3) 不 是 完全 立方 数 , 故 x(x+1)(x+2)(x +3) 不 是 
完全 立方 数 . 

当 工 是 奇数 时 , 同 理 可 得 x+2 与 zx(z+1l)(z+3) 互 素 ,因此 , 若 
ztz+1l)z+2)(z+3) 是 完全 立方 数 , 则 xz(z+l)(z+3) 也 必须 是 
完全 立方 数 . 

但 是 , 当 x > 工时 ， 

(rz+1) < rrt+i)(r+3) < (r+2), 
好 x(x +1)(x+3) 不 是 完全 立方 数 . 故 x(xz+1)(x+2)(x+3) 也 不 
是 完全 立方 数 . z 
对 z= 1, x(rt+1)(x+2)(r+3)-= 24 也 不 是 完全 立方 数 . 
8.20 假设 n 是 自然 数 ,d 是 21? 的 正 约 数 ,证 明 n? + 4 不 是 完 
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全 平方 数 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 1] 由 4 是 2n* 的 正 约 数 , 则 2n* = kd, 其 中 是正 整数 . 
假设 n* + a 是 整数 x 的 平方 ,那么 
2 n° 


z= n+d = n+ 
则 R2z2 = nk + 2k). -中 
由 于 
kr*<k*+2k<k +2k+1= (k+1), 
即 有“ + 2 在 两 个 相 邻 平 方 数 之 间 ,因而 不 是 完全 平方 数 ,从 而 @ 式 右 
边 不 是 完全 平方 数 ,而 左边 是 完全 平方 数 ,所 以 @ 式 不 可 能 成 立 . 
因此 , n* + 4 不 是 完全 平方 数 . 第 
[证 2] 设 2n? = ka, 其 中 是正 整 数 . 
假设 n* + 4d 是 整数 zx 的 平方 , 则 


Xx =n:*+d=n 


汝 处 地 


2 
n 
2 2 


kr* = k(n’ +d)= n’(k+2), 
k+2 | n*+d 加 x 
k nz n> 
上 式 左边 的 分 数 的 分 子 与 分 母 彼 此 相差 2, 当 约 去 分 子 分 母 的 公 
约 数 时 ,这 个 差 只 能 减少 而 右边 的 分 数 在 约 去 分 子 分 母 的 公约 数 之 后 
2 
化 为 二 的 形式 ,其 中 p 和 g 是 自然 数 , 且 p 了 关 g, 因 为 n2?+d 关 2. 又 
因为 
p* -gq = (p+g)(p- gq)>3. 
2 
所 以 太 的 分 子 分 母 的 差 不 小 于 3, 出 现 矛 盾 . 
所 以 n? + q 不 是 完全 平方 数 . 
8.21 ”对 任意 自然 数 宇 3, 在 欧 氏 平面 上 都 存在 个 点 ,使 得 其 
中 任何 两 点 间 的 距离 都 是 无 理 数 ,而 每 三 点 构成 的 三 角形 非 退 化 且 有 
有 理 面 积 . 


(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 考虑 这 样 的 个 点 
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(1,12),(2,22),…, (n,n’), 
则 其 中 任意 两 点 (i ,说 ) 和 (j , 产 ) 间 的 距离 
Vi + (i717 Vl+(i+j). 

由 于 (G+)<1I+i+j) < (二 1 

则 1+(zt+7) 位 于 两 个 相 邻 平方 数 (+ 7 与 (+7+1) 之 间 ， 
显然 1+ (i+j)? 不 是 完全 平方 数 ,因而 V(i - j)? + (这 一 六? 是 无 理 
数 , 从 而 任意 两 点 何 的 距离 是 无 理 数 . 

对 于 这 些 点 中 的 任意 三 点 (i, 癌 ),(j，, 六 ) 和 (&,， 如) ,由 于 它们 是 
同一 条 抛物 线 y = x* 上 的 三 点 ,当然 不 共 线 , 即 此 三 点 组 成 的 三 角形 
为 非 退 化 的 . 

这 个 三 角形 的 面积 为 











i i? 1 
S = 方 |j 产 1| 的 绝对 值 ， 
k k* 1 
显然 是 一 个 有 理 数 . 


8.22 ”一 个 数 由 600 个 6 和 若干 个 0 组 成 .试问 它 能 够 是 完全 平方 
数 吗 ? 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 如 采 该 数 是 完全 平方 数 ,那么 这 个 数 应 该 以 偶数 个 0 结尾 ， 
因此 对 这 些 0 可 不 予 考虑 . : 
剩 下 的 数 具 有 2A 的 形式 ,其 中 A 由 300 个 3 和 若干 个 0 组 成 , 量 
以 3 结尾 . 
于 是 A 是 奇数 , 设 A = 2k+1， 则 2A = 4k+2, 显 然 不 是 完全 
平方 数 . 
8.23 ” 设 工 是 一 个 n 位 数 . 问 是 否 总 存在 非 负 整数 y 妇 9 和 >, 使 
得 10"*!iz + 10x + y 是 一 个 完全 平方 数 ? 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 不 一 定 . 
例如 , 当 z = 111 时 ,就 不 存在 非 负 整数 y < 9 和 =, 使 得 104z + 
1110 + y 是 一 个 完全 平方 数 . 
用 反 证 法 . 
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若 104z + 1110 + y 是 完全 平方 数 , 设 
104z + 1110+ y= 有 
由 于 奇数 的 平方 被 8 除 余 1 ,偶数 的 平方 被 8 除 余 0 或 4, 则 
有 2 三 0 或 1 或 4 (mod 8). 
又 1110 三 6 (mod8)， 


所 以 104z +1110+y=y+6 ( mod 8). 





从 而 有 
y+6 三 0 或 1 或 4 (mod8). 
因为 y 是 完全 平方 数 的 末 位 数 , 所 以 y 只 能 是 0,1,4,9,6,5. 
对 y 逐个 验证 ,只 有 y = 6 才 满 足 
y+6= 12 二 4 ( mod 8). 


即 满足 y+6 寺 0 或 1 或 4 (mod 8). 第 
于 是 为 偶数 ,并 有 人 
104z + 1116 = k&?. 1 
“ 设 &= 21, 则 数 


40 三 1116 (mod 10°), 

/ 兰 279 ( mod 2500), 

二 279 三 3 (mod4). 
又 因为 /* 为 平方 数 , 它 被 4 除 的 余数 为 0 或 1, 即 

/三 0 或 1 (mod 4). 





产生 矛盾 . 
所 以 题 设 的 要 求 对 x = 111 就 不 存在 . 
8.24 ”试问 能 否 找 到 四 个 自然 数 , 使 得 其 中 每 两 个 数 的 乘积 与 


1990 的 和 都 是 完全 平方 数 . 


(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 】 由 于 奇数 的 平方 被 4 除 余 1, 偶 数 的 平方 被 4 除 余 0, 而 1990 


被 4 除 余 2. 


于 是 震 两 数 之 积 与 1990 之 和 为 完全 平方 数 , 则 这 两 数 之 积 被 4 除 


只 能 余 2 或 余 3. 


因此 ,者 存在 这 样 的 四 个 自然 数 , 则 至 多 有 一 个 是 偶数 . 否则 若 有 


两 个 偶数 , 则 其 积 与 1990 之 和 被 4 除 余 2 不 可 能 是 平方 数 . 


因而 ,这 四 个 自然 数 中 至 少 有 三 个 奇数 .由 于 奇数 被 4 除 余 1 或 余 
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3, 则 必定 有 两 个 奇数 对 模 4 同 余 . 然 而 
(4&i + 1)(4k, + 1) = 4(4k1ky + kl 十 到 7 十 荆 ， 
(4k] + 3)(4k, + 3) = 4(4kik; + 3k1 + 3k, + 2)+1. 

于 是 ,这 两 个 奇数 之 积 与 1990 之 和 被 4 除 余 3, 因 而 不 可 能 是 完全 
平方 数 . 

由 以 上 ,不 存在 符合 题目 要 求 的 四 个 自然 数 . 

8.25 是否 存在 自然 数 x,y, 使 得 x + y 和 y+ x 都 是 完全 平方 
数 . 

(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 + 宇 y， 由 y 实 1 可 得 
xX <rtyr+r<(rt+1). 

由 于 x+ y 位 于 两 个 连续 平方 数 z?,(z+1) 之 间 , 所 以 z2+y 不 
可 能 是 完全 平方 数 . 

因此 ,不 存在 自然 数 x,y, 使 得 x? + y 和 y+ 都 是 完全 平方 数 ， 

8.26 ”将 数 1,2,… ,1982 分 别 平方 后 , 按 某 种 顺序 写成 一 列 , 得 到 
一 个 多 位 数 . 

问 :这 个 多 位 数 可 能 是 完全 平方 数 吗 ? 

(第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 这 个 多 位 数 不 是 完全 平方 数 . 
我 们 注意 这 样 一 个 事实 : 


若 31c, 则 3 | a2. 
奉 3fa，, 则 a 汪 1] (mod 3). 
由 于 1,2,…,1982 中 有 

3,6,9…,1980 


共 660 个 3 的 倍数 , 则 有 1982 - 660 = 1322 个 不 是 3 的 倍数 ,由 于 
1322 和 2 ( mod 3). 

所 以 所 得 到 的 多 位 数 是 一 个 被 3 除 余 2 的 数 ,因此 不 可 能 是 完全 平 
方 数 . 

8.27 (1) 找 出 两 个 自然 数 xz 和 y, 使 得 xy + zx 和 zy + y 是 两 个 
不 同 的 自然 数 的 平方 . . 

(2) 能 否 在 988 和 1991 之 间 找 出 这 样 的 自然 数 x 和 ~y? 

(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


458 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 醇 册 





[ 解 ] (1)x = 1,y = 8 是 满足 题目 要 求 的 自然 数 ,此 时 
xzy+x=1.8+1=9=3,rzy+y=1.:8+8= 16= 4. 
(2) 不 能 . 

否则 ,车 存在 988 过 x < 之 y 委 1991, 使 


xy+x= a’, 


. rxy+ y= 6b”. 
其 中 a 和 6， 为 自然 数 , 则 
b> a > 988. 
于 是 y—Xx= 6 -a” 


= (ba)(b+a) 守 2. 988. 
y 之 并 +2.988 之 988 + 2.:988 > 1991. 

出 现 予 盾 . 

所 以 ,在 988 和 1991 之 间 不 存在 这 样 的 自然 数 x 和 y. 

8.28 ”对 任何 整数 宇 0, 令 S(n)=n-m’， 
其 中 m 是 满足 m? 志 n 的 最 大 整数 .数列 ja 定义 如 下 ; 

a0 = A, ari! = ar + S(ar), 上 £20. 
问 对 于 哪些 正 整数 A ,这 个 数列 最 终 为 常数 ? 
(第 52 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 如 果 A 是 完全 平方 数 ,由 题 设 , 这 个 数列 各 项 恒 等 于 A , 因 
此 这 个 数列 最 终 为 常数 . 

显然 ,如 果 数 列 不 包含 任何 完全 平方 数 , 它 将 发 散 于 无 穷 大 . 

下 面 我 们 证 明 ,如果 A 不 是 完全 平方 数 , 则 任何 c, 都 不 是 完全 平 
方 数 . 

事实 上 ,如 果 a, 不 是 完全 平方 数 ,而 w+l 是 完全 平方 数 , 设 

a+1 = (r+ 1). 
若 a, 辫 盖 , 则 
Qn+l = Qn + S(a,), 
(r+1) = a, + (a, — rr’), 
r+ (r+1)*= 2a,. 

此 式 的 左边 是 奇数 ,右边 是 偶数 ,矛盾 . 
若 a, 过 7, 则 


世界 数学 奥 林 距 区 解 题 大 辞典 459 





普 半 个 人 沙 让 








站 尝 


Qnt+!l = an + Sla,), 
(r+1)Y<r+t+[r -1-(r-1)) 
= +2r-2. 
此 不 等 式 显然 不 成 立 . 
因此 A 不 是 完全 平方 数 , 则 任何 a, 都 不 可 能 是 完全 平方 数 . 
由 以 上 可 知 , 仅 当 A 是 完全 平方 数 时 ,这 个 数列 最 终 是 常数 . 
8.29 ” 求 所 有 不 超过 1000 的 这 样 的 整数 ， 它 的 平 廊 的 末 两 位 数码 
相同 ,但 不 等 于 零 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 平方 数 的 个 位 不 等 于 零 ,因此 平方 数 的 个 位 数 只 能 


1,4,5,6,9. 

首先 ,完全 平方 数 的 末 两 位 数码 不 可 能 都 是 奇数 . 

这 是 因为 奇数 的 平方 的 十 位 数 是 偶数 ,而 个 位 数 是 奇数 . 

因此 ,完全 平方 数 的 末 两 位 不 可 能 是 11,55,99. 

男 外 ,车 完全 平方 数 的 个 位 数 是 6, 则 其 十 位 数 是 奇数 . 

因此 ,完全 平方 数 的 末 两 位 不 可 能 是 66. 

于 是 ,我们 只 需 找 出 完全 平方 数 的 末 两 位 是 44. 

由 于 

(SOk + m)? = 2500k? + 100km + m? 

则 50k + m 与 m 的 平方 有 相同 的 末 两 位 数码 . 因此 只 要 找 出 在 |1,2， 
…,501 中 ,它们 的 平方 的 末 两 位 数码 是 44 即 可 . 

我 们 计算 12* ,18? ,222 ,282 ,322 ,382 ,422 ,482 可 知 ,只 有 

12* = 144, 382 = 1444. 
于 是 ,县 有 题 设 性 质 的 数 只 有 
SOk + 12， 50& + 38 

其 中 & € 10,1,2,…,19}. 

所 以 在 不 超过 1000 的 数 的 完全 平方 数 的 未 两 位 数码 相同 的 数 有 
40 个 . 

8.30 求 出 所 有 的 素数 户 ,使 得 224- 12+16 是 一 个 完全 平方 
数 . 

(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
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[ 解 1] 当 p= 2 时 ， 
2p4— p+16= 44 
不 是 完全 平方 数 . 
所 以 p 是 奇 素数 . 
设 2p4— pp:+16= k’, 
其 中 上 是 奇数 . 
p*(2p* — 1) = (k—4)(k + 4). 
因为 p 是 素数 ,因此 p 1& 一 4 或 p 1&+4, 但 p 不 能 同时 整除 & 一 
4 和 上 二 4, 否则 
pl(lk+4)—(k—-4)= 8, 
这 与 p 为 奇 素数 矛盾 . 
因此 有 + 4 与 -4 中 有 且 只 有 一 个 能 被 六 整除 . 
苦 p21k&k 一 4, 设 -4 = sp?, 这 里 s 是 奇数 . 


于 是 k+4 二 sp* + 8, 
从 而 p’ (2p* —1)= (k+4)(k—4)= sp’(sp’ + 8), 
印 s(sp* + 8) = 2p*—1. 


(s* —2)p* =—-8s—1. 
此 式 的 右边 为 负数 ,所 以 只 能 有 = 1. 


这 时 p=9, p=3. 
而 当 p = 3 时 ， 
2p4— p?+16= 169 
是 完全 平方 数 . 
如 果 p* | 月 +4, 设 + 4 = sp?, 则 s 是 奇数 ,于 是 


k—-4= sp —8 
(s*—2)p*=8s—1. 
当 s = 1 时 ,有 一 p* = 7, 这 不 可 能 . 
当 s 之 3 时 .由 于 
(s* —2)p* >(s* — 4)p? 
=(s+2)(s ~- 2)p” 
宇 5 *， 9(s — 2) 
=(8s ~ 1) + (37s — 89) 
宕 (8s — 1) + (111 — 89) 
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a 


>8s—1. 
这 也 出 现 了 矛盾 . 
综合 以 上 , 当 且 只 当 p = 3 时 ,2p4 ~ p? + 16 才 是 平方 数 . 
[ 解 2] 当 p = 2 时 ,2p4 -- p*+ 16 = 44 不 是 完全 平方 数 . 
当 p 宇 3 时 , 若 3+1p, 则 
p* 汪 1 (mod3)， 
2p+-p+16 汪 2 ( mod 3), 
此 时 2p4 - p? + 16 不 是 平方 数 . 
于 是 31p, 又 p 是 素数 ,所 以 p = 3. 
而 当 p = 3 时 ， 2 一 pp?+ 16 = 169 是 平方 数 . 
8:31 ”在 十 进 制 中 ,位 数 大 于 1 的 某 数 的 平方 ,其 十 位 数码 等 于 
7, 这 个 平方 数 的 个 位 数码 等 于 多 少 ? 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1917 年 ) 
[证 ] 设 某 数 为 A = 10a + 565, 其 中 4a 为 一 整数 ,6b € 10,1,2,…， 
9| , 则 
A’=(l0a+ by 
=100a? + 20a6 + 67. 
A* 的 十 位 数码 由 六 的 十 位 数码 与 2ap 的 个 位 数码 之 和 决定 . 
由 题 设 ,A? 的 十 位 数码 是 7, 是 奇数 ,而 2a6 的 个 位 数 是 偶数 ,所 以 
6 的 十 位 数 必 须 是 奇数 ， 
考察 5 = 0,1,2,…,9 时 ,0 的 十 位 数码 , 仅 当 4 = 16,6? = 36 时 ， 
b* 的 十 位 数码 是 奇数 .于 是 A? 的 个 位 数 是 6. 
由 以 上 , 当 A“* 的 十 位 数码 是 奇数 时 ,A? 的 个 位 数码 是 6, 对 本 题 ， 
4 的 个 位 数码 是 6. 事实 上 242 = 576， 262 = 676 就 是 这 样 的 数 . 
8.32 ” 求 所 有 这 样 的 自然 数 ,使 23+21+2" 是 一 个 自然 数 的 完 
全 平方 . 
(第 6 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 1 (1) 当 ww 过 8 时 ， 
N =28 +211+27 
=2"(2877 + 202 + 1). 
为 使 N 是 平方 数 ,n 一 定 为 偶数 , 即 n = 2,4,6,8. 
一 一 验算 ,NN 都 不 是 完全 平方 数 . 
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(2) 当 n = 9 时 ， 
N= 2+2l!1l+2 = 28.11, 
不 是 平方 数 . 
(3) 当 n 宇 10 时 ， 
N =28 + 2 +27 
~ 23(] 十 23 十 2"-8) 
=28(9 + 2"-8). 
于 是 9 + 2” 应 为 完全 平方 数 , 且 为 奇数 的 完全 平方 . 不妨 设 为 
(2k + 1), 即 
9+2"8=(2k+1) = 4k*+4k+1. 
2"8 =4k* +4k -8= 4(k—1)(k+2), 


第 
2 =(k— 1)(k +2). 完 入 
由 于 一 1 与 上 + 2 一 为 奇数 ,一 为 偶数 ,于 是 只 能 有 章 
k—-1l=1,k=2. 广 
数 
2"-10 = 4 = 22. 
所 以 n = 12. 


[ 解 2] 假设 23 + 2m + 2" 是 一 个 完全 平方 数 . 
28 + 2 +2"= mm’, 
则 有 2”"= mm — (2 +2") 
= nm -25.9. 
= (7 — 48)(m + 48). 
因为 2 是 素数 , 则 令 
m 一 48 三 人， 
m+48=2.. 
其 中 1， EN 和， s< i, t+i+s= n. 
消去 m 可 得 
2 — 2’ = 96, 
2:(2*—1)= 96=2 .3. 
因为 2": - 1 为 奇数 . 则 有 
ss 二 5,， 2 -1=3. 
即 s=5, t=7, 
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于 是 n 二 s+t= 12. 
[ 解 3] 设 2 = xz, 则 
28 = xz2，21 = 277， 
于 是 有 
2 +21+27 = x +2 r+2". 
若 23 + 21 + 2" 是 一 个 完全 平方 数 , 则 方程 
r+27r+2"=0 
有 两 个 相等 实 根 ,于 是 
4=(27) -4:2"” = 0， 
n 二 12. 
8.33 “用 [87,91] 区 间 上 的 自然 数 做 直角 三 角形 的 斜 边 , 其 他 两 
边 也 都 是 自然 数 , 试 求 所 有 这 样 的 直角 三 角形 三 边 的 长 . 
(中 国 江西 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 由 (m+ n= (m:n) + (2mn) 
可 设 直角 三 角形 的 斜 边 为 k(m? + nn?*), 两 条 直角 边 分 别 为 k(m? 一 
1),k(2mmn)(m > 1), 其 中 x 和 x 都 是 自然 数 . 
(1) 车 斜 边 为 87, 即 
kl(m’ + 722) = 87. 
当 上 二 1 时 ,m* + n= 87, 由 于 中 是 4&k+ 3 型 的 数 , 而 4&k+3 型 
的 数 不 能 表 为 两 个 数 的 平方 和 的 形式 ,此 时 无 解 . 
当 &=3 时 ,x+2 = 29. 此 时 有 解 m = 5，n = 2. 
这 样 的 三 角形 存在 , 它 的 三 边 为 
3($2 +22)，3(S -22)，3.2.5.2， 
即 三 角形 三 边 为 87,63 ,60. 
当 &= 29 时 ， m? + n? = 3, 此 时 无 解 . 
(2) 阁 斜 边 为 88 , 即 
k(m? + mn:) = 88. 
当 = 1,2,4,8,11,22,44 时 ， 
m* + n’ = 88,44,22,11,8,4,2. 
此 时 均 无 满足 方程 的 自然 数 m,n. 
(3) 若 斜 边 为 89, 即 
k(nm’+n) = 89. 
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当 记 二 1 时 ，mr*+n = 89= 64+25, 则 有 wm =8，2 = 9. 
这 时 三 角形 三 边 为 89,39,80. 
(4) 若 斜 边 为 90, 即 
kl(m* + nn) = 90. 
当 记 = 2 时 ， mm*+ n= 45 = 36 +9, 则 有 


m 二 6， n= 3. 


当 记 = 9 时 ，mr*+n?=10=9+1, 则 有 
m= 3, n=1. 

当 儿 = 二 18 时 ，m*++n = 二 $= 4+1, 则 有 
m= 二 2, nn 二 1. 


在 这 三 种 情况 下 ,三 角形 三 边 为 90,54,72. 
当 &= 1,3,5,6,10,15,30,45 时 ,三 角形 不 存在 . 
(5) 者 斜 边 为 91 时 , 即 
k(m’*+ n) = 91. 
当下 二 7 时 ,mm*+n* = 13= + 2, 则 有 
m 一 3,7 = 2. 
直角 三 角形 三 边 为 :91,35 ,84. 
当 & = 1,13 时 ,三 角形 不 存在 . 
所 以 所 求 直角 三 角形 三 边 有 下 面 四 组 解 ; 
(87,63,60),(89,39,80),(90,54,72),(91,35,84). 
8-34 ”把 自然 数 依次 写 在 黑板 上 ,规定 遇 到 完全 平方 数 时 就 要 跳 
过 去 接着 瑟 它 后 面 的 目 然 数 ,这 样 写 成 了 
2, 3, 5, 6, 7, 8, 10，11,… 
这 一 列 数 .这 样 写 的 第 一 个 数 是 2, 第 4 个 数 是 6, 第 8 个 数 是 11,… 按照 
这 个 规律 ,在 黑板 上 写 出 的 第 1992 个 数 是 多 少 ? z 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 f(n) 表示 第 ”个 非 完全 平方 数 , 则 有 
f(1)=2=1+1, f(2)=3=2+1, 
f(3)=5=3+2, f(4)=6=4+2, 
f(5)=7=5+2, f(6)=8=6+2, 
f(7)=10=7+3, f(8)= 11=8+3. 
由 此 可 设 fl(n)= n+k 
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其 中 有 满足 
k* < fln) < (k+1)’, 
即 &2 <ntkhk<(k+1). 
k*+1<n+t+k(k+1)-1, 


a 


(ki)2+ = 羽生 她 + (二 施用 -个 


1 
2 4 
从 而 k- 广 <Vn<k+t 方 ， 
即 不是 与 最 接近 的 整数 ,所 以 
f(n) = n+ (与 Vn 最 接近 的 整数 ). 
由 于 与 V1992 最 接近 的 整数 是 45, 则 
f(1992) = 1992 + 45 = 2037. 
8.35 ”使 得 n* 一 19n + 91 为 完全 平方 数 的 自然 数 n 有 多 少 个 ? 
(中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 于 n?-19nx+91 = (n-9)?+(10-n). 
当 n > 10 时 ， 
n*— 19n+91 = (nxn-9)+(10-n)<(n -9), 
(n -10) < (2 -9)2+(10- < (On -9). 
因为 介 于 两 个 相 邻 的 平方 数 之 间 的 整数 不 能 是 完全 平方 数 ,所 以 
n > 10 时 ,没有 平方 数 . 
于 是 1 二 nn 忒 10. 
对 n= 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 一 一 验算 ,只 有 n= 9，n= 10 
时 ,2 一 19n + 91 为 完全 平方 数 . 
因此 ,符合 要 求 的 自然 数 ”只 有 2 个 . 
8.36 ” 试 求 一 个 非 1 的 数 训 ,使 & 和 ks 可 以 分 别 表示 为 相 邻 的 两 
个 整数 平方 的 和 ,并 证 明 这 样 的 & 只 有 一 个 . 
(中 国 北京 市 初中 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 丰 为 所 求 的 数 . 
则 到 可 表示 为 相 邻 两 个 整数 的 平方 的 和 ; 
k=n*+(n+1). 
k? =[n:+ (n+ 1)*]* 


=nt4+ (n+ 1)4 二 272(07 十 1)* 
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=714 一 272(2+1)+(2+1)4+42207 十 工 ) 
=[a2z-(a+1l) + [2n(n+1)] 
= (2n +1) + [2n(n + 1)]. 

即 两 个 完全 平方 数 的 和 的 平方 一 定 可 以 表 为 另 两 个 数 的 平方 和 . 

则 
k={(2n+1) + [2n(n 十 车 

={(2n +1)- (2n(Gn + 1) {+ [2C2n+1).2n(n + 1) 

由 于 &* 可 表 为 相 邻 两 数 的 平方 和 , 则 

I- (2n + 1) + [2n(n + 1). — 4n(n + 1)(2n+1)!= 1, 


即 | 4n(n+1)(n -2)—-11=1. 
若 4n(n+1)(n-2)-1=1, 

则 2n(n+1)’(n—2)=1. > 
此 方程 无 整数 解 ， 个 章 
若 47(2+1) -2)-1= 一 1 方 

4n(n+1)*(n 一 2) = 0， 
则 1 二 0 一 1 或 2. 

当 n = 0 或 -1 时 ，& = 1 与 题 设 矛盾 . 
则 1 一 之 . 
此 时 k=2+(2+1)= 13. 
kh =13 

=1(2.2+1) ~ [2:.2(2+1)] | +14.2(2+1)(2 

.2+ 1)!° 
=119 + 1202. 


所 以 13 为 所 求 ， 

由 上 述 过 程 , 这 样 的 上 是 惟一 的 . 

8.37 ”如 果 n,p 是 两 个 自然 数 , 记 

Si.p = 1 +27 + + nf. 
试 确定 自然 数 p ,使 得 对 任何 自然 数 n,S,,, 都 是 一 个 自然 数 的 平方 . 
(法 国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 由 于 对 任何 自然 数 2 ,S, ,都 是 一 个 完全 平方 数 ,特别 地 取 

2 = 2， S2,s 也 是 一 个 完全 平方 数 . 即 存在 自然 数 x ,满足 下 式 : 
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2 一 1+22 (> 


所 以 x —1= 27, 
数 (x ~ 1)(x+1)= 27. 
. rx—-1=2, 
于 是 T+1=2'. 
整数 ; ,i 满足 : 
0 过 st, s+t=p. 
因此 有 + = 2:>2, 
所 以 工 二 1 之 27r 一 2， 
于 是 1<7v 和 3. 
当 z = 2 时 ， 
1+2?=4 
此 时 无 解 . 
当 x = 3 时 ， 
1+22 = 09, 
p= 3. 
又 因为 
S,,3 = 13+23 二 十 和 
加 [za 了 | 
2 
为 一 个 完全 平方 数 . 
所 以 ,只 有 惟一 的 自然 数 p = 3, 使 对 于 任何 自然 数 n， S, ,是 完 
全 平方 数 . 


8.38 ” 求 使 42 + 4%%9 + 47 是 完全 平方 数 的 最 大 整数 x. 
(第 6 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 427 + 41000 + 47 

F354 十 D2000 十 227 

一 254(1 十 71946 十 22x-54) 

一 254( 1 +2， F1945 十 22xr 34) 
显然 , 当 F2734 一 (21245 )“” , 即 

27 一 354 = 2，194> 
r= 1972 
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时 , 原 式 = 2 (1 + 2 )* 是 一 个 完全 平方 数 . 
如 果 x > 1972 , 则 
F2454 < 1 十 2 。 21945 十 F2754 < (27727 十 1)*. 
此 时 已 知 的 数 介 于 两 个 连续 平方 数 (2"*?)? 与 (2 +1) 之 间 ， 
不 可 能 是 一 个 完全 平方 数 . 
于 是 ,使 4 + 4!08 + 47 是 完全 平方 数 的 最 大 整数 为 x = 1972.，. 
8.39 ” 求 满 足 方程 x*+x= y+y+y+y 的 所 有 整数 x， 


(第 1 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 化 为 
4r*+4t+1=4y+4y +4y +4y+1, 


(2z+1) = (2y + y)* + 3y +4y+1, QD 
(2r +1) = (2y + y) +2(2y + y)+1- y+2y, 全 
Qr+1) = QQy+y+t1)- (yy -2y). © ; 
我 们 先 求 满足 不 等 式 组 数 
3y +4y+1>0, 
y -2y>0. 
的 整数 解 y， 


容易 求 出 ,y 是 不 等 于 - 1,0,1,2 的 整数 . 

(1) 当 y 关 -1,0,1,2 且 yE€ 2 时 ， 

由 于 此 时 3y*+4y+1>0,y -2y>0. 

则 由 ,名 得 

(2y + y)* < (2rt+1Y< (2y+ yt+1). 

由 于 在 相 邻 平方 数 (2y* + y)* 与 (2y* + y+1)* 之 间 不 再 有 完全 平 
方 数 ,所 以 (2x + 1)* 不 可 能 是 整数 的 平方 , 即 此 时 原 方程 没有 整数 解 . 

(2) 当 y =-1,0,1,2 时 ， 

y = 二 0， 由 原 方程 得 zx = 0 或 x =--1; 

y= 二 一 1， 由 原 方程 得 x = 0 或 x =--1; 


y= 1， 由 原 方程 得 x = 二 1 二 7 & 2 


y 二 2， 由 原 方程 得 x = 5 或 + = 6. 
因此 ,已 知 方程 共有 六 组 解 . 
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t= 人 0, 二 一 1， 这 二 (0， 
y= 0, = 0， y=—1, 
X=—-1, 2 三 9， 二 一 0， 
y 三 一 上 y 三 2， y= 2. 











8.40 ”证 明 如 果 自 然 数 a ,b,c 满足 关系 式 
ar*+b*= ce’. 

那么 

(1) 数 a 和 45 中 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 ; 

(2) 数 a 和 6 中 至 少 有 一 个 能 被 4 整除 ; 

(3) 数 a ,b,c 中 至 少 有 一 个 能 被 5 整除 . 

(波兰 数学 竞赛 ,1955 年 ) 

[证 ] (1) 由 于 一 个 整数 是 3 的 倍数 ,那么 它 的 平方 也 是 3 的 倍 
数 ,如 果 一 个 整数 不 是 3 的 倍数 ,那么 它 的 平方 被 3 除 余 1. 

若 a 和 6 都 不 能 被 3 整除 , 则 o + 妈 被 3 除 余 2, 此 时 a*+ 6b? 不 
可 能 是 平方 数 , 即 o + 6* = c* 不 可 能 成 立 . 

所 以 a 和 4 中 至 少 有 一 个 能 被 3 整除 . 

(2) 我 们 可 以 假设 a ,b,c 互 素 .否则 车 a 与 5 有 公约 数 k& > 1, 则 cc 
也 有 公约 数 > 1. 我 们 可 以 从 a? + br = c* 中 约 去 上 . 

因为 a,b 互 素 ,所 以 它们 不 可 能 都 是 偶数 . 

若 a 和 4。 都 是 奇数 .因为 奇数 的 平方 被 4 除 余 1, 则 a + 5 被 4 除 
余 2, 它 不 可 能 是 平方 数 c*. 

硅 a 和 6。 一 为 偶数 ,一 为 奇数 ,并 设 a 为 偶数 ,6 为 奇数 , 则 由 a” + 
六 = c* 知 c< 为 奇数 . 


a \” +b cc 一 
tt 
因为 6 和 c 都 是 奇数 , 则 六“ ， 5 了 都 是 整数 ,又 由 


ct+o Ca __ 
2 1 2 = 


是 奇数 ,于 是 < 和 全 一 为 奇数 ,一 为 偶数 .因而 S 池 . 3 也是 


偶数 .从 而 全 是 偶数 ,a 是 4 的 信 数 . 
(3) 由 于 不 能 被 5 整除 的 整数 的 平方 被 5 除 余 1 或 4 
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若 a 和 2 中 有 一 个 能 被 5 整除 , 则 本 题 得 证 . 

若 a 和 2 都 不 能 被 5 整除 , 则 a? + 5? 被 5 除 的 余数 只 可 能 是 1+ 
1=2，(1+4)-S=0，(4+4)-5S=3. 另 一 方面 c: 被 5 除 的 余 
数 只 可 能 是 0,1,4. 于 是 c? 是 5 的 倍数 ,因而 c 是 5 的 倍数 . 

8.41 ”车 在 两 个 连续 完全 平方 数 之 间 有 若 于 个 不 同 的 自然 数 .证 
明 它 们 中 间 任 两 数 的 乘积 都 不 相等 ， 

(第 17 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 设 两 个 连续 完全 平方 数 为 n* 和 (n + 1)”. 

并 设 自然 数 a ,b,c,ad 满足 

n*<a<b<c<ad<(n+1). 


因为 ab <cd, ac< bd, 
所 以 只 需 证 明 ad 天 be 即 可 . ;2 
若 ad = te, 则 可 设 后 章 
dc 也 广 
pb a gg! (D 数 
其 中 p>>gqg,，(p, 4g)=1, p,g€EN. 
于 是 有 pp 之 q+1. 
Pl1+1 
4 


bb 之 at+g. 





于 是 有 1+ 工 过 三 < td 
d 9 2 +g 
即 (g+1)(n*+9g)< gq(n + 1), 
(nxn—-a)<0. 
出 现 巴 盾 . 
于 是 ad bc. 
从 而 在 n 与 (n + 1) 之 间 的 不 同 的 自然 数 ,它们 的 两 两 乘积 均 不 
相等 ， 


8.42 ”证 明 若 自然数 a 不 能 被 5 整除 , 则 
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由 尝 


as + 3a4—4 


能 被 100 整除 . 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1948 年 ) 
[证 ] as + 3a4—4 
= (a — 1)(a’ +4) 
= (ao —1)(a’ + 1)(a4 + 4). 
由 于 当 ”5 fa 时 ， 
az = 十 1 (mod $5). 
从 而 2“=] ( mod 5). 
于 是 51 (a — 1)(a: + 1), 
S1a4+4. 
从 而 25 | (a* — 1)(a’ + 1)(at+ 4). 
若 a 为 奇数 , 则 
a’ 三 1 ( mod 4), 
从 而 41a*—1. 
若 a 为 偶数 , 则 
a* 三 0 ( mod 4), 
从 而 41a +4. 
于 是 41(a -1)(e2z+1l)a4s+4). 


又 因为 (4,25) = 1 ,所 以 
4 .25= 100| (a -1)(a+1)(at +4), 
即 100 | aeg + 3a4 ~ 4, (5 ta). 
8.43 ”证 明 在 99 个 排 成 一 行 的 数码 9 的 后 面 可 以 添加 100 个 数 
码 , 使 得 所 得 到 的 这 199 位 数 为 完全 平方 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 


[证 ] 99:…900:…0 = 10'”3 - 1010. 
99 个 100 个 


设 = {10”. V10], 则 
n= [10%. Vi0] < 109%. VIi0<n+l, 
于 是 n” < 10%% .10 = 10'%, 
n>(10% . V10- 1)? 
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=10! 呈 -2.109%. Vi0+1 
>10'” — 10'%. 
由 以 上 , 则 有 
10®3 10% < nn < 10™. 
显然 ,2 的 前 99 位 都 是 9, 且 是 完全 平方 数 ,从 而 n 为 所 求 的 数 . 
8.44 ”有 40 个 整数 ,其 中 每 一 个 整数 都 不 能 被 5 整除 ,证 明 这 些 
数 的 4 次 方 之 和 能 被 5 整除 . 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 设 这 40 个 整数 为 
ddl, 4d?,， 7 0’ 
且 Sta, i= 1,2,…,40. 第 
as 三 土 1] ( mod 5)， 完 入 
全 
于 生 at 二 1 (mod 5), + 
40、 
从 而 Sat=40=0 (mod5). 长 
i 


8-45 ” 设 a,6,c 是 三 个 互 不 相等 的 正 整数 ,求证 在 a 6b -ab ,be 
一 Bb” ， ca - ca’ 三 个 数 中 , 至 少 有 一 个 数 能 被 10 整除 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[证 ] 所 给 的 三 个 数 可 化 为 
aib— ab = ab(a’ — 6), 
bc be? = bc(b’ — ce), 
ca ca = ca 人 (cz — a’). 
车 a 和 6 中 有 一 个 偶数 , 则 21 e6 , 若 ae 和 8 中 没有 一 个 偶数 , 即 都 
是 奇数 , 则 2 1 a 一， 于 是 2 | ab(a? 一 66) = a3b -ab’. 
同 理 ， 2 | bic-b3, 2|c3a— ceca’. 
即 ab-al，bc -bo ， ca -ca 这 三 个 数 都 能 被 2 整除 . 
若 a,b,c 三 数 中 ,有 一 个 能 被 5 整除 , 则 所 给 三 个 数 中 一 定 有 一 个 
能 被 5 整除 . 
奉 a ,b,c 都 不 能 被 5 整除 , 则 有 
a* 夺 + 1 (mod5) ( 当 5 +ta 时 ). 
因为 o, 罗 ,ec 三 数 被 5 除 的 余数 只 有 + 1 和 一 1 两 种 可 能 ,于 是 ， 
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江水 水 


a?,， 65，c? 中 必 有 两 数 对 5 同 余 , 不 妨 设 a? 和 户 对 5 同 余 , 则 51a?- 
b*, 于 是 51ab(a* -6 )= ab 一 ab， 
因而 ,所 给 三 个 数 a36 a， bic -bc? ,cia -ce3 中 一 定 有 一 个 
能 被 5 整除 . 
又 因为 2 和 5 互 素 ,所 以 所 给 三 数 中 一 定 有 一 个 能 被 2.5 = 10 整 
除 . 
8.46 ”证 明 整 数 可 以 表示 为 两 个 整数 的 平方 和 的 充 要 条 件 是 这 
个 数 的 二 倍 也 具有 这 种 性 质 ， 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1938 年 ) 
[证 ] 假设 整数 x 可 以 表示 成 两 个 整数 的 平方 和 ; 
T=a’+6’, 
则 对 2x 有 
2x+ = (a+t+b) +(a-b). 
反之 ,对 整数 x 有 
2z = a + 6b, 
则 数 a 和 4 或 同 为 奇数 ,或 同 为 偶数 ,因而 <3 了 与 4 人 均 为 整数 ,此 
时 有 | 
+ 
8.47 ” 设 a,b,c 为 直角 三 角形 的 边 长 ,证 明 若 这 些 数 都 是 整数 ， 
则 乘积 abc 能 被 30 整除 . 
(西班牙 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 因为 整数 a ,b,c 是 直角 三 角形 的 边 长 , 今 c 为 斜 边 的 长 , 则 
有 
=a +6. 
(1) 车 a 和 6 都 是 奇数 , 则 
a 圭 1 (人 mod 4 )， 
b*=1 (mod4). 
从 而 =a+b=s2 (mod4). 
然而 , 形 如 4& + 2 的 数 不 是 完全 平方 数 ,所 以 c 不 是 整数 . 
因此 ,a 和 4 中 至 少 有 一 个 偶数 , 即 
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2 | axc， (QW 
(2) 若 a 和 2 都 不 能 被 3 整除 , 则 


22 三 ( mod 3) ， 
b* 二 1 (mod 3). 
从 而 c=a*+6b :=2 (mod3). 


然而 , 形 如 3k + 2 的 数 不 是 完全 平方 数 ,所 以 a 和 2 中 至 少 有 一 个 
是 3 的 倍数 , 即 
3 | ar. 从 
(3) 知 ac， 和 和 cc 均 不 能 被 5 整除, 则 
a 尘 + 1 (mod 5), 
b* 二 + 1 (mod5), 


c 寺 t+1 (mod5). | 第 

如 果 a2 + b=+2 (mod5), 全 
则 a? + 6b? 不 可 能 是 完全 平方 数 . 因此 或 者 
c=a+6b=0 (modS)， 数 


此 时 ,c 是 5 的 倍数 ;或 者 a 和 6&5 中 有 一 个 能 被 5 整除 ,因而 - 
3 | abc. 3) 
由 四 ,四 ,四 及 2,3,5 互 素 , 则 
2.3.5= 30|a. 


8-48 ” 设 w 和 n 为 整数 , 且 m 之 1，n 之 1, 使 /7 ->0. 证 





明 呆 -于 > 二 
n mn 
(罗马 尼 亚 数 学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 因为 7- >0, 
所 以 7n* > m’. 
于 是 712 =m:*+a, aE€EN. (全 
由 于 0 三 1,0,4 (mod8)， 
所 以 7n* 沁 7,0,4 (mod 8). 
又 当 a = 1,2 时 ， 
m* +a 二 1,2,3,5,6 (mod 8). 
此 时 中 式 不 可 能 成 立 . 
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因此 a 之 3. 
当 & 之 3 时 ， 
Tm?2n* = (m” 十 a jm” 
= m+ + am” 
m+ 2m + m’ 
>(p + 1)*. 
其 中 等 号 当日 仅 当 a = 3， m = 1 时 成 立 . 
然而 当 a = 3，m = 1 时 ,Q@ 式 变 为 
7n*= 1 :+3=4 


这 是 不 可 能 的 . 
所 以 Tm*n’ > (m’ + 1)*. 
即 . YImn > m*+1, 
ml 
V7 - 7 > W171 


8.49 ”上 同 四 边 形 被 对 角 线 所 分 成 的 4 个 三 角形 的 面积 值 都 是 整 
数 .证 明 这 4 个 三 角形 的 面积 值 的 乘积 不 可 能 以 1988 结尾 . 
(第 51 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 公 AOB, 人 BOC, 人 COD， D 


全 DOA 的 面积 依次 为 S| ，S，,， 
3， .4 . C 
S| AO 5 < 
2 


于 是 Si1S; = SS4. 

从 而 S1S;S3S4 = (SI1S3)2. 

即 4 个 三 角形 的 面积 之 积 是 一 个 
完全 平方 数 . 

若 这 个 乘积 以 1988 结尾 , 设 

S = S$1SS3S4 = …1988. 

由 于 S 是 完全 平方 数 , 则 其 个 位 数 不 能 为 8, 即 这 4 个 三 角形 的 面 

积 值 的 乘积 不 可 能 以 1988 结尾 . 
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8.50 求 方 程 Yx+ zz+…+Vz+vz 二 y 的 整数 解 . 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 x 和 y 是 满足 方程 的 一 组 整数 解 . 
对 已 知 方 程 连续 平方 和 移 项 ,可 得 
Yi Vr = 11 . 
其 中 wi 是 整数 . 
此 时 又 有 = mx. 
因此 Vx 也 是 整数 , 设 Vz = &， 之 0. 
则 有 111 = k*+k. 
如 果 避 > 0, 则 有 
hr:<m :=k+k<(k+1). 0 
因为 在 两 个 连续 平方 数 ?,(k + 1)? 之 间 不 可 能 再 有 完全 平方 数 ， 
所 以 & > 0 时 ,中 式 不 可 能 成 立 , 即 m 不 是 整数 . 
于 是 k=0. 
此 时 r= y=0. 
这 是 满足 已 知 方程 的 惟一 一 组 整数 解 . 
8.51 ”证 明 对 任何 整数 4 ,都 可 找到 整数 wp 和 ,使 得 
j=2 Ft 1 
(第 25 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 已 知 等 式 可 化 为 
(d+ 1)n = dm +2m-—1. 
奇 d = 一 1 时 ,有 





m* -2m+1= 10, 

2 一 1. 
若 d 关 - 1 时 ,有 

n= p17 — Cm — 1) 一 DD) 
d+l 
为 此 只 需 (m -1)* 是 4 +1 的 倍数 即 可 ,我 们 只 要 令 mm = d + 2， 
此 时 可 得 到 . 
n= (d+2) (d+1)= d+3d+3. 
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3 


于 是 ,对 任何 & 闫 -1 的 整数 , 取 m = d+2，n= d+3d+3,， 
即 可 得 到 题目 的 等 式 . 

若 a = 一 1, 则 取 mx = 1， 4 为 任意 整数 即 可 . 

8.52 ”地毯 商人 阿里 巴巴 有 一 顽 长 方形 的 地 毯 ,尺寸 未 知 ,不符 ， 
他 的 量 尺 坏 了 ,又 没有 其 他 的 测量 工具 ,但 他 发 现 如 果 将 地 毯 平 铺 在 他 
两 间 店 房 的 任 一 间 ,地 毯 的 每 一 个 角 恰 好 与 房间 的 不 同 的 墙 相遇 ,他 知 
道 地 毯 的 长 , 宽 均 是 整数 英尺 ,两 间 房 子 的 一 边 有 相同 的 长 (不 知 多 长 ) , 另 
一 边 分 别 为 38 英尺 和 50 英尺 , 求 地毯 的 尺寸 . (1 英尺 = 0.3048 米 ) 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 房间 的 另 一 边 长 为 g 英尺 . 

如 图 , 设 AE =a，AF = 上 4b. 

容易 证 明 

AAEF 2 ACGH WW ABHE 2 
A 人 ADFG. 

设 这 两 组 相似 三 角形 的 相似 比 为 
k, 则 | 





BE = bk, DFP = ak. 


a+ bk = $0, 
所 以 
天 以 有 CR 十 四 一 
_ -50 
解 得 kl 
_ SOk~—g 
RE 


_ _ 2 
2 (0, 50)? (50& - 9) 0 


1) (gk2- 1)” 
同 理 可 对 另 一 房间 有 
2 2 (Kk -38)° (38k- g) 四 
(k*—1) (gk*—1) 
由 中， 多 得 
(gk ~ 50)* + (S50k ~ g)? = (gk — 38)? + (38k — g)2. 
整理 可 得 
1056k* ~ 48kg + 1056 = 0， 

即 22& — kg + 22 = 0. 
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ky = 22(k? + 1), 

q = 22(k + 二 ) @ 
由 于 x， yy 是 整数 , 则 & = 是 有 理 数 . 
令 &= 方 ,其 中 c,d 是 正 整数 , 且 (c,d) = 1. 
3 式 化 为 

a=2(5 1+), 

dg = 22(c + 4). : 


因为 dg 是 整数 , 则 22(c + 生 ) 是 整数 ,从 而 
c122, cc € il,2,11,221， 


同 理 d |122, d € il,2,11,221. 
由 于 (c,d) = 1, 不 妨 设 c > a, 则 
_ 11 
和 二 12,11,22, 5 


由 @ 式 ,相应 的 g 为 
q = 44,55,244,485,125. 





-由 中 得 
xr’(k* — 1) = ok — 100gk + 2500 + 2500k? ~ 100gk + g2， 
x (k 1) = gi(k? +1)+2500(k? + 1) — 2000k. 由 
由 从 式 kg = 22(k* + 1). 
代入 由 式 得 

(有一 1)2 = (2+1)(0c — 1900). 人 


当 &A = 工时,@ 式 化 为 
0 = (1 + 1)(44* - 1900) = 72. 
显然 不 能 成 立 . 
当 有 =2 时 ，9o = 55, 代 信人 @ 式 解 得 
r=25, y=2.25= 50. 
此 时 地 毯 的 尺寸 为 25 英尺 . 50 英尺 . 
当 &= 11 时，g = 244, 则 
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6l | k*+1, 611g, 61+1900. 


于 是 61 | (k* + 1)(g* — 1900). 
数 但 612 t+k2 + 1， 61 fd2 - 1900, 
#| 所 以 61 HCk2 + 1)(g? - 1900)， 


从 而 (&2 + 1)(qg? 一 1900) 不 是 完全 平方 数 . 
而 名 式 左 边 为 zx2(&2 一 1) 是 完全 平方 数 , 出 现 矛 盾 . 
当 & 上 =22 时 ，d = 485. 


于 是 971g =485, 91k+1. 
因此 97 | (k? + 1)(g* — 1900). 
而 972 +(k? + 1)(g* ~ 1900). 


从 而 (&2 + 1)(gq? 一 1900) 不 是 完全 平方 数 ,又 出 现 巴 盾 . 
当 大 = 与 时 ， g = 125. 


2 1_123 ,2_ 1 7 


x2 .1l72 = 4: 125.: (12S- -- 1900) 
rz?2，1172 = 50* .5.549 
z2.1172 =S$5 .4.3 .6l 
上 式 的 右边 不 是 完全 平方 数 , 仍 导致 邓 慎 . 
所 以 ,只 有 & = 2 的 一 种 可 能 , 即 地 毯 的 尺寸 为 25 英 尺 .50 英尺. 
8.53 ”为 非 负 整数 ,do,d1,…,d, 为 0,1, 或 2. 
do + 3d1 + 3:d2y + *** + 3di + "+ 3"d, 
是 正 整 数 的 平方 .证 明 在 0 所 i 声 n 中 至 少 有 一 个 i, 使 d; = 1. 
(澳大利亚 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[证 ] 因为 完全 平方 数 为 3k 型 或 3k + 1 型 . 
设 m = do + 3d1 + 3:d2 + + 3"d,. 
若 mm 是 3k + 1 型 的 数 , 则 
do=1. 
若 do 关 1, 则 必 有 do = 0, 从 而 
m1 = 3(d1 + 3d; + "+3" 1d,). 
由 于 m 是 3 的 倍数 ,又 是 平方 数 , 则 
3lm= drt+3d + + 3 gd,. 
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从 而 必 有 ad! =0. 


于 是 Dil 一 3(d; + 3d3+ 机 + 3”*d,). 
同样 有 31d;+3d3+ :+ 3" ?d,. 
又 有 2 = 0. 


由 此 下 去 ,d1,d;，,… ,qd; 都 为 0, 从 而 mr = 0 与 mm 是正 整 数 序 盾 . 
所 以 ,在 0 过 i 过 中 ,至 少 有 一 个 i, 使 得 d; = 1. 
8.54 ”假设 是 整数 .证 明 如 果 2+ 2 v28n* + 1 是 整数 ,那么 它 
是 完全 平方 数 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 


[证 ] 设 2+2 V28n”*+ 1 等 于 整数 滩 , 即 


m=2+2 V28n*+1. 第 
(mm ~ 2)? = 4(28n? + 1)， 2 
m* — 4m+4= 4(28n*: + 1). yy 1 
由 名 式 ,m 为 偶数 ,因而 六 为 偶数 . 数 


设 m = 2k， 上 为 整数 , 则 由 名 式 有 
4k* — 8k +4= 4(28n2 + 1), 
28n” = k* — 2k. 四 
由 四 式 ,为 偶数 ,因而 上 为 偶数 . 
设 & = 2p， pp 为 整数 , 则 由 @ 式 有 
28n” = 4p* ~ 4p, 


即 Tn*=p -p= p(p-1). 人 
因为 p 和 pp -1 是 相 邻 的 整数 ,所 以 
(p,p—~1)=1. 


这 样 ,由 他 式 ,p 和 p 一 1 必然 一 为 完全 平方 数 , 一 为 完全 平方 数 与 
7 的 乘积 ,于 是 只 能 有 如 下 两 种 情形 : 

(1)p= A’, p-1= 7B’; 

(2)p=7M:, p-1=N. 
其 中 A,B,M,N 都 是 整数 . 

先 考 虑 第 一 种 情形 .由 

m = 2k= 4p 

可 得 m = 4A* = (2A)’. 


世界 数学 奥 林 亚 克 解 题 大 辞典 481 





a 


因此 ,m 是 完全 平方 数 . 
再 考虑 第 二 种 情形 . 
设 N=7ttr, r=0,1,2,…,06. 
于 是 有 
bp-1=7M -1=N’, 
即 7TNKM2 -1= (7t+r) 
= 491* + 14tr + r*. 
r =7M2 49:2 -14tr -1 
= 7T(M2 -71 一 2ir 一 1)+6. 
于 是 斑 三 6 (mod7). @ 
而 ~ =0,1,2,3,4,5,6 时 ， 盖 = 0,1,4,9,16,25,36, 它 们 被 7 除 
的 余数 为 0,1,4,2. 即 
rr 二 0,1,4,2 (mod7) (0) 
由 式 和 名 式 巴 盾 . 
因而 ,第 二 种 情况 不 可 能 出 现 . 
于 是 m = 2+2 v28n* + 1 一 定 是 完全 平方 数 . 
8-55 ”证 明 若 x,y 为 正 整 数 ,使 得 x*+ 多 - 工 能 被 2zy 整除 , 则 
Xx 是 完全 平方 数 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 1 因为 2ry | z2 二 光一 工 ， 
所 以 存在 整数 ,满足 
r+y—x = 2kry. 
则 关于 y 的 二 次 方程 
y—2kry+(r -x)=0 
若 有 一 根 为 整数 , 另 一 根 也 必 为 整数 . 
从 而 判别 式 
A =4[k*x*— (x — x)) 
=4x[(k*—1)x+1] 
应 为 完全 平方 数 . 
由 于 zx 与 (&* 一 1)x+1 互 素 , 则 之 必 为 完全 平方 数 . 
[证 2] 设 x*+y-x=2kry, kEZ. OD 
对 xz 的 任 一 素 因 数 p, 夺 在 工 的 标准 分 解 式 中 ,p 的 指数 为 奇数 2m 


482 世界 数学 与 林 匹 克 解 题 大 辞典 


+ 1, 则 由 


可 知 
从 而 
又 因为 
则 由 (号 
与 


y= rx(2ky+ 1 一 工 )， 
pa”*! | y*. 
pa mtl) | y’. 
ptm tl) | 2&zry， 
pi™+t) | x. 


pt | 人 





矛盾 . 
所 以 ,p 的 指数 为 偶数 
- 即 x 为 完全 平方 数 . 
8.56 ”证 明 如 果 整 数 a 和 6。 满足 关系 式 
2a* +a= 36*+5b, OD 
那么 a -和 2a + 26 + 1 是 完全 平方 数 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[证 ] . 如 果 a = 0, 则 由 @ 式 得 b= 0. 
此 时 a 一 5 = 0，2a + 26 + 1 = 1 都 是 完全 平方 数 , 问 题 得 证 . 
如 果 a 关 0, 则 由 中 式 可 知 ,b5 关 0，a 关 b. 
设 4d 是 a 与 5 的 最 大 公约 数 , 且 设 


举 沿 - 卡 内 沿 


a=ad, b= bd. © 
则 (ai1,b01) = 1, 有 Hal bi. 
因此 有 
bl =altr, 3) 
其 中 ~ 是 与 a 互 素 的 非 零 整数 . 
由 中 各 得 
2da? + cl = 3db? + bl. 
将 电 式 代 人 得 
2dat + al = 3d(al+r) +alt+r, 
由 此 得 
da? + 6dalr + 3dr*+r=0. @ 
由 式 左边 前 三 项 能 被 d 整除 ,所 以 
dlr. ©) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 酝 典 483 





@ 式 左边 后 三 项 能 被 > 整除 ,所 以 
r | daf. 
因为 (7 ,al) = 1, 所 以 


Sx 南光 


rld. © 
由 全 ,可 知 r = d 或 者 r =- dd 
如 果 x = 4d, 则 由 人 由 式 得 
ad+6air+3 一 +1T=0. @ 
由 于 对 任何 整数 a; ， af + 1 不 能 被 3 整除 ， 
因此 中 式 不 成 并 ,所 以 r 关 4d. 


于 是 r 三 一 以 . 
因为 pi =ait+r=al—-d, 
所 以 b=bd=ald-d’=a-d’. 
即 a-b= dad’. 
又 由 中式 可 得 


2a* — 2b2+(a—-b)= 六， 
(a—-b)(2a +2p+1)= 6°. 
由 @ 式 和 鲍 式 得 
d:(2a +20+1) = b?d’, 
即 2a +26+1= 01. © 
由 @ 和 @ 可 知 ,a -5 和 2a + 26+ 1 都 是 完全 平方 数 . 
8.57 ”一 个 具有 相同 的 非 零 数字 的 (有 限 ) 数列 ,能 成 为 一 个 整数 
的 平方 的 尾部 . 试 求 这 种 数列 最 长 的 长 度 , 并 求 出 尾部 为 这 种 数列 的 最 
小 平方 数 . 
(第 31 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 x 是 一 个 整数 , 则 x? 的 个 位 数 只 能 是 0,1,4,9,6,5. 
x* 的 个 位 是 0 的 情况 由 题目 的 假设 已 排除 . 
如 果 二 的 尾部 有 两 个 相同 的 数字 , 则 只 能 是 11,44,55,66,99. 
然后 x* 的 末 两 位 是 11,55,99 时 ， 
Xx’ 二 3 (mod 4), 
这 是 不 可 能 的 . 
zz 的 末 两 位 是 66 时 ， 
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zs22 (mod 4), 
这 也 是 不 可 能 的 . 
下 面 讨 论 平 方 数 的 末 几 位 都 是 4 的 情形 . 
车 六 的 末 四 位 是 4, 即 
x 2 4444 (mod 10000)， 
则 :三 12 ( mod 16). 
此 时 由 
x = 16k + 12 = 4(4k + 3) 
可 知 , 亦 不 可 能 成 立 . 
于 是 ,z 的 尾部 中 最 多 有 三 个 4. 


注意 到 38* = 1444. 
于 是 这 种 数列 最 长 为 3, 即 尾部 有 三 个 4. 第 
又 1444 是 符合 要 求 的 最 小 平方 数 . 


8.58 ” 求 满 足 11+21+31+… 十 ml! = mn* 的 大 于 1 的 正 整 数 1， 
n,k. 


深 沪 此 地 By 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 记 f(m)=1!1+2!+…+ml. 
当 mm > 1 时 ， 
3 1 ff(m). 
因此 有 31n. 
对 于 mm 宇 9， m1 能 被 27 = 3 整除. 
但 ”f(8) = 46233 不 能 被 27 整除 ,所 以 在 m 宇 8 时 ,k = 2. 
又 在 m 过 6 时 , f(m) 不 能 被 27 整除. 
f(7) 虽然 能 被 27 整除 ,但 不 是 x*(k > 1) 的 形式 . 
所 以 必须 & = 2， 即 f(m) 是 平方 数 . 
对 于 m > 4， m1! 能 被 5 整除 . 
所 以 在 m 之 4 时 ， 
fl(m)=f(4)=3 (mod5). 
从 而 fm ) 不 是 平方 数 . (平方 数 被 5 除 余 0,1 或 4). 
于 是 mM 3. 
容易 求 出 ,只 有 一 组 大 于 1 的 正 整 数 m,n ,上 &, 即 
nn 二 3,， n=3， 上 =2 
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适合 题 设 的 等 式 . 
8.59 (1) 证 明 有 无 穷 多 个 整数 ,使 2n + 1 与 3n + 1 为 完全 平 
方 数 , 并 证 明 这 样 的 ”是 40 的 倍数 . 
(2) 更 一 般 地 ,证 明基 m1 为 正 整数 , 则 有 无 穷 多 个 整数 ,使 wir + 
1 与 (7 + 1)n + 1 为 完全 平方 数 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] (1) 知 22+1 与 37 +1 都 是 完全 平方 数 , 设 
2n+1=a, a€2Z, 人) 
3n+1= 6. bEZ. (O 


SE 迪 潍 


则 
(Sa + 46)* =2(12a? + 20ab + 86°)+ a? 
=2(12a2 + 20ab + 86* + n)+1, 
(6a + 56)° =3(12a* + 20ab + 86°)+ 6 
=3(12a’ + 20ab + 86* + n)+1, 
因此 ,nn = 12a* 二 20ab+86*+ nn 满足 2n +1 与 3n + 1 都 是 完 
全 平方 数 ,所 以 存在 无 穷 多 个 ,使 2n + 1 与 3n + 1 都 是 完全 平方 数 . 
下 面 证 明 这 样 的 wn 是 40 的 倍数 . 
由 Q 可 得 a 为 奇数 , 设 a = 2k + 1, 因 此 
2n=a:-1= (2k+1)—1= 4k(k+1). 
n = 2k(k+ 1). 
从 而 2 是 偶数 .再 由 @ 可 知 5 是 奇数 . 
设 5= 2h + 1, 因 此 
37 = bp-1 = (2h+1) -1= 4h(h+1). 
由 于 21h( 上 二 +1), 以 及 (3,8) = 1， 所 以 


8 | 7 
下 面 证 明 5 | 2 
如 果 n 二 1,3 ( mod 5), 
则 2n+1 三 3,2 ( mod 5). 
如 果 2 2,4 ( mod 5), 
则 3n+1 汪 2,3 { mod 5). 


而 对 于 平方 数 :*, 有 
上 三 0,14 (mod5). 
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所 以 当 2n + 1 及 3n +1 是 完全 平方 数 时 ,不 可 能 有 
n=1,2,3,4 ( mod 5). 


即 必须 3 | 了， 
又 由 (5,8) = 1. 
于 是 40 1n. 
(2) 设 mnt+l1= a2， 3 
(m+1)n+1= 6°. @ 
等 价 于 
n= bb:—a’, ©) 
m(b* ~- a)+1= a’. (©) 
由 名, 取得 
(m+i)a*—- mb = 1. 9) 
令 T=(m+t+i)a, y= 5b, 8) 
得 rz-m(m+1)y = m+1, ©O) 
方程 @ 有 解 | 
X=m+1, y=1. 0 
注意 到 Pel 方程 
x m(m+1)y 一 DD 
有 一 组 解 为 


T=2m+]1, y=2. 
因而 @ 有 无 穷 多 组 正 整数 解 x ,y, 它 们 可 由 下 式 定 出 : 
T+ vm(m+l)y= (m+l1l+ Vm(m+1))(2m + 1 + 


2 Vm(m + 1))*,( 其 中 为 非 负 整数 ) 4 
由 曲 可 以 看 出 z 为 妇 +T 的 倍数 ,因此 由 马 可 得 出 ac ,0 适合 人 )， 
由 @ 定 出 整数 7 


m,n 适合 心 ， 外 ,因而 适合 四， 人 @. 
因此 有 无 穷 多 个 整数 ”满足 四 ， @. 
8.60 ”试问 :是 否 存 在 这 样 的 自然 数 A, 当 把 它 补 在 自己 的 右边 ， 
所 得 的 数 恰 是 一 个 完全 平方 数 ? 
(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 假设 A 是 满足 条 件 的 位 数 , 则 AA 应 是 一 个 完全 平方 数 
k*, 则 有 
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AA = A(10" +1) = k?. 
显然 10” + 1 应 为 一 个 素数 平方 的 倍数 . 
容易 想到 , 当 ”为 奇数 时 ,10” + 1 是 11 的 倍数 . 
可 以 证 明 101 + 1 是 11* = 121 的 倍数 . 
事实 上 ， 
10! +1= 11(10® -102+108 -10 + 10 ~ 10 + 104— 10 
+ 10:—10+1) z 
由 于 当 z 为 偶数 时 ， 
10{ 寺 1 (mod 11), 
当 : 为 奇数 时 ,10' 圭 10 (mod11). . 
于 是 有 
10 ~ 10” + 108 -10 + 108 ~ 10 +10:~ 10+10—-10+1 
三 1-10+1=-10+1-10+1-10+1-10+1 
==0 ( mod 11). 
因而 101 + 1 能 被 11? 整除 . 


但 是 由 元 1 - 826446281 不 是 一 个 11 位 数 ; 它 的 最 小 平方 数 


由 并 








倍数 是 16 . !0 ! = 13223140496. 
这 是 一 个 11 位 数 . 
为 此 取 A = 13223140496. 
则 AA 是 一 个 平方 数 , 它 等 于 (4 . 826446281)?. 
8.61 ”给 定 一 个 无 穷 等 差 数 列 , 它 的 每 一 项 都 是 正 整 数 , 且 其 中 
有 一 项 是 完全 平方 数 .证 明 这 个 数列 有 无 穷 多 项 是 完全 平方 数 . 
(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 设 这 个 数列 的 公差 为 &, 且 设 其 中 一 项 ca = m?, 这 里 mx 为 
自然 数 . 
当 上 为 自然 数 时 ,注意 到 恒等式 
(m + kd )* 
= m’* + 2mkd + kd? 
= m+ (2mk + kd)d. 
于 是 当 a = m* 是 完全 平方 数 时 ,在 它 后 面 的 第 2mk + k?d 项 也 是 
完全 平方 数 . 


488 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 苹 典 





由 于 mm 和 4 是 给 定 的 ,k 是 任意 自然 数 , 所 以 这 个 数列 有 无 穷 多 项 
是 完全 平方 数 . 
8.62 ” 令 a, 表示 前 nn 个 素数 的 和 (a| = 2, az = 2+3,a3=2+ 
3+ 5 等 等 ). 证 明 对 任意 的 2， [av,a+li] 中 包含 一 个 完全 平方 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ]】 设 p, 表示 第 n 个 素数 , 则 
pi=2, p=3, p3= 5, pa= 7, ps= 11. 
al = 2,4a;= 3,a3 = 10,a4 = 17, a;s = 28. 
显然 ,在 区 间 [2,5],[5,10],[10,17],[17,28] 中 都 包含 一 个 完全 


平方 数 . 
因而 ,我 们 只 需 在 ” 5 时 证 明 本 题 . 
由 于 不 等 式 入 
Un 入 < 11 入 n+l 章 


与 Van Em Va 
互相 等 价 , 其 中 mm 为 自然 数 ,所 以 在 区 间 [ Va; , wa ] 的 长 度 不 小 于 
1 时 ,区 间 [a,，a,+1j] 中 必 包 含 一 个 完全 平方 数 . 


汝 站 地 必 Y 


由 于 不 等 式 
Var Van 之 1 
与 antl 宇 1+2 Va, + a, 
与 js = art1 an 之 1+2 Va, 
互相 等 价 , 所 以 欲 证 本 题 只 需 证 明 在 n 宇 5 时 
prtl 之 1+2 Van 
(pr+1 ~ 1) 4a, = 4(p1+ ps+ + p,) (D 
即 可 . 
令 qn = (py ~ 1) — 4(p1 + + pi). 


现在 证 明 : 在 n 实 2 时 ,g, 单调 增加 . 为 此 计算 
qutt — qn = (pri ~ 1) — (p, ~ 1)*— 
= (par1— pr)(pnri +t pn — 2) — 4p,. 
在 n 之 2 时 ,p, 为 奇数 ,从 而 
pn+t! 之 pn + 2. 
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由 潍 


qutl — qn 2 pir1 + pr — 2) — 4p, 
=2(p,+1 — pr — 2) 
二 0. 
从 而 q, 单调 增加 . 
注意 到 
gs = (11—1) -4(2+3+5+7)= 32>0. 
由 单调 性 
qn 之 qs>0. 
于 是 9 式 成 立 ,从 而 本 题 得 证 . 
8.63 设 F(z)=z+[vz]l. 试 证 对 于 任意 自然 数 ， 
nm, flm), flflm)), FOFFC mm))), 
中 必 含 有 完全 平方 数 . 
(第 44 届 美 国 普 特 南 数 学 充 赛 ,1983 年 ) 
[证 ] (1) 若 m 为 完全 平方 数 ,结论 显然 . 
(2) 奉 m 不 是 平方 数 , 设 
z m = k*+r, 
其 中 & 和 r 为 正 整数 , 且 0 < > 委 2&. 
令 A=|malm= 驴 +r 0<rr< 二 |， 
B=1jim17 = 有 +Tr < 二 2 
对 于 集合 B 中 的 每 一 个 m = 驴 + ,由 
k<r 人 2k, 
得 k*+k<k+r 人 kr+2k < (k+1). 
所 以 [Vk +r]=k. 
flm) =m+[vVm] 
=k* +r+k 
=(k+1)+(r—-k—-1). 
由 0r-k-1<k 
可 得 f(m) EE€ A 或 f(m) 是 完全 平方 数 . 
这 就 说 明 ,只 须 考虑 m 在 A 中 的 情况 . 
设 m=k+r，0<r 过 上 . 
则 FF) = 了 二 [VD 








=m+|[xv 到 2 十 r | 
= m+k. 
ff(m)) = fm + k) 
= m+2k 
= k++r+2k 
=(k+1)+(r-1). 
进而 可 推出 
ff(f(m))) =(k+1) +(r—1)+k+l1 
=k*+3k+2+(r-1) 
=k*+4k+4+(r—-k-—3) 
kr*+3k+1<k +3k+1+r 人 kr+4k+1. 
所 以 [vk*+3k+1+r]=k+l1. 
FF)))) =(RT+1) +r+kR+k+l 
=(k+2) +(r 一 2). 
如 此 下 去 , 随 着 f 的 复合 ,有 
rr 一 /一 一 太一 2 一 一 2 一 1 一 0. 
于 是 , 当 r =0 时 ,数列 
m, za)， 乒 成 了)) 
中 的 项 必 含 有 完全 平方 数 . 
8.64 已 知 整数 列 |a0,al,as,…| 满足 
(ja = 3a, — 3ar_1+a,2, n= 2,3,.; 
(2)2al = ao+ ay 一 2; 
(3) 对 任意 自然 数 mx ,在 数列 ao,al az，… 洒 中 必 有 相继 的 mi 项 
CE CR CA+P-l 都 是 完全 平方 数 . 
求证 jao,aiyaz,… 上 | 的 所 有 项 都 是 完全 平方 数 . 
(第 7 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1992 年 ) 
[证 1] 由 条 件 (1) 知 


Qt1 — dn = 2(a; — An1) — (al 一 ay). 
id,= a -a 7 = 1,2,…, 则 

dd = d,-d,!="…=d;,—di. 
由 条 件 (2) 得 
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中 注 


da2 一 dl 一 a ~ 2a1 + av = 2, 
所 以 有 
da, = ap+ Za 一 CO 十 nd1l 十 n(n — 1), 
上 k=] 
这 a, = n+bnt+e, n= 0,1,2,…， 


其 中 656= al-a0o-~1l,c = CO0. 
由 条 件 (3) 知 ,存在 非 负 整数 上 ,使 得 a, 和 az 都 是 完全 平方 数 ,从 


而 
ai 一 必 天 2 (mod4). 
文 Qi27 a= (t+2)+6(t 1+2)- 1 -6b 
= 4t + 4+26, 
所 以 5 是 偶数 . 令 5 = 21, 则 
a, =n*+2Ant+c 
=(n+A) +c A 中 
下 面 证 明 c 一 4* = 0. 
否则 , 若 c 一 4* 关 0, 则 c 一 的 不 同 约 数 只 有 有 限 多 个 , 设 其 个 数 
为 mm. 
由 a, 的 通 项 公式 可 知 , 存 在 no 使 得 当 2” no 时 ,数列 1a,1 严格 
单调 递增 . 
由 条 件 (3) ,存在 宇 no, 使 得 
Qp+; = p?， z 三 0,1,2,.…,m. 
其 中 p, 为 非 负 整数 , 自 po < p<py << p,. 
由 此 可 知 


c—-A*=a,—- (n+AaAy 
=pr—-(kti+t+A) 
=(Ppi—k—-i-A)(p+t+k+t+itA) 
i = 0,1,2,…,m 

与 c -- A? 只 有 m 个 不 同 约 数 矛 盾 . 

于 是 c—-A*=0. 

由 曲 式 ,a, = (nt+A), n=0,1,2,..…. 

即 数列 }j oo,ai,eaz,…} 的 所 有 项 都 是 完全 平方 数 . 
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[证 2] 由 证 1 得 
Uy 二 n+bn+ice. 
从 而 存在 no ,使 得 当 ”之 no 时， 数列 fa ,| 严格 单调 递增 , 且 


十 
0< (zx -a ,< nti). 


于 是 有 
加 _ dntl ”Cn 
21 十 1 十 271 十 1+4 
<“ I 2n-ibt-l 
由 此 可 知 , 存 在 nj 之 no, 使 得 当 nn 宇 ni 时 ， 


0 < Vantt — Van < 2. © 
利用 条 件 (3), 易 知 存在 之 n1 ,使 得 w 和 atsl 都 是 完全 平方 数 ， 


所 以 由 外 有 


梁 沪 卡 这 的 
娘 一 涉 


Vatr1- Var =1. 
记 Var = 41， 
由 a, = n*+bnt+ec 可 得 
Qt = 2an — At t+2, n= 1,2, 

所 以 由 Vax +， 即 am = t* 得 

ai12 = 2(t + 1)* 一 大 +2= (t+2), 

a = 2 (t+1)Y+2= (1:-1). 
于 是 ,用 数学 归纳 法 易 证 ,数列 fao,aiyaz,… 上 的 所 有 项 都 是 完全 


平方 数 . 
8-65 ”证 明 如 果 一 个 和 矩形 的 边 长 为 奇数 , 则 其 内 部 不 含 这 样 的 
点 , 它 到 四 个 项 点 的 距离 都 是 整数 . 


(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 用 xl 和 xz; 表示 和 矩形 内 某 一 点 P 了 到 两 条 对 边 的 距离 ,用 yi 
和 y 表示 P 到 男 一 组 对 边 的 距离 . 
则 由 已 知 条 件 ,矩形 的 边 长 
A=zxzit+zx2, B= yty2 


都 是 奇数 . 
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8 水 图 


假设 已 点 到 四 个 顶点 的 距离 call ,aizyczty222 都 是 整数 , 朋 
rt =ay, i=1,2, j= 1,2. 
记 u;: 二 XA B, v; = yA，B, 则 
KI U2 =(x!— x2)A .B= (2 一 rx3)B 


=[(x?+ y?) — (x3 + y3)]B 


= (all a31)B 
= 0C. 
uit+u= (rt+r)A.B=A*.B=D. 
同 理 vi- v2 = (afi ~ af2)A = E, 


vitvw= (yt+y)A.B=A.B = 下. 
u? 十 wj = (x? 十 yA . B* = a$A’B* = bs. 
这 里 C,E 与 6b; 都 是 整数 ,D 与 F 是 奇数 . 
若 Ui Uj 都 是 整数 . 
由 于 wi + wz 为 奇数 , 故 ui; U2 有 一 个 为 奇数 , 同 理 ,vi ,vz 有 一 个 
为 奇数 . 设 uw 和 w 表示 这 两 个 奇数 ,6” = u* + vr”. 


对 奇数 u,v 有 
u” 三 ( mod 4), 
vw 二 1 (mod4)， 
则 六 三 2 (mod 4). 


但 是 不 可 能 有 整数 的 平方 对 模 4 余 2. 

因此 ,u,v 不 全 是 整数 .于 是 U; = 2u; = D+C,， V;= 2v = 
忆 土 五 至 少 有 一 个 是 奇数 .不 妨 设 这 个 奇数 为 U1, 则 由 

ur + v? = bl 
可 得 Ut + Vi = 46b1. 
但 是 这 是 不 可 能 的 .因为 
LU 三 1 (mod4)，460 圭 0 (mod4)， 

而 Vi 关 3 (mod4). 

因此 这 样 的 点 不 存在 . 

8.66 设 1<k2<k3<…<… 是 正 整 数 , 且 没 有 两 个 是 相 邻 的 ， 
又 对 于 =1,2,3,…,S, 二 k++ k++ k,,. 

求证 ”对 每 一 个 正 整 数 ,区 间 [ 5,,S,+1) 中 人 至少 售 有 一 个 完全 
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平方 数 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1996 年 ) 
[证 1] 多 间 [ S,,S,:1) 至 少 舍 有 一 个 完全 平方 数 的 充 要 条 件 是 
区 间 [ VS,, VS, :1) 中 至 少 含有 一 个 整数 . 
这 等 价 于 证 明 : 对 每 个 zxE N, 都 有 VS ,| - vS 1 
其 又 等 价 于 VS,+1 宇 VS,+1 

和.9+1 之 9 二 2 VS, +1, 

5, +1 — 5,2 VS,+1, 

Sht122 VS, +1， 
注意 到 &, 41 一 &;, 实 2. 所 以 当 &, 为 偶数 时 ， 

3 = kt ki1t + kiSk, +(k, ~—2)+.…+2 

_ ki(k,+2) (k, +1)2—1 
4 4 
< 
当 ,为 奇数 时 ， 
S, = 上 , + ki! 十 十 ki 上, 十 (有形 ， 一 2) 十 和 十 

_ (kt+1) 
”4 
k,+1 

于 是 有 VS 和 一 ,kn 之 2 VS, 一 1， 


上 且 41 之 k, +2 守 2 VS,+1. 
从 而 本 题 得 证 . 
[证 2] 用 反 证 法 . 
假设 对 于 某 个 2E N ,区 间 [ S, , S, ;| ) 中 没有 完全 平方 数 . 
则 存在 非 负 整数 a ,使 得 
a’<S,<S (a+1). 中 
这 样 就 有 ,4,1 二 S41 一 S,<(a+1)* -a’=2a+1l. 
由 于 ik2<…<<k, < +1 是 没有 两 个 相 邻 的 正 整 数 , 则 
RS -2<2a+1-2=2a-1. 
继而 有 有 &，1iIK<2a 一 3， 
k, -2 < 2a—5, 
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9 小 次 


S, =k,+k,_1+…+1 
<(2a~—-1)+(2a—3)+*+ 
=a? © 

这 表明 人 @@ 与 由 矛盾 , 故 所 设 不 真 . 因 此 命题 成 立 . 

8.67 M 是 11,2,3,…,15| 的 一 个 子 集 , 使 得 M 的 任何 3 个 不 同 
元 素 的 乘积 不 是 一 个 平方 数 ,确定 M 内 全 部 元 素 的 最 多 数目 . 

(第 35 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 由 于 子 集 

{1,4,9| ,12,6,12| ,13,5,15} ,17,8,14| 
中 ,每 个 子 集 的 3 个 正 整数 之 积 都 是 一 个 完全 平方 数 , 旦 它们 两 两 不 相 
交 , 则 符合 题目 要 求 的 子 集 M 的 元 素 的 个 数 至 多 有 11 个 . 

这 是 因为 ,如 果 M 的 不 同 元 素 的 个 数 大 于 或 等 于 12 个 , 则 上 述 四 
个 子 集 中 ,至少 有 一 个 子 集 的 元 素 全 在 M 内 (否则 ,上 述 四 个 子 集 ,每 
个 子 集 有 2 个 元 素 在 M 内 ,再 加 上 110,11,131, 只 有 11 个 元 素 ). 因 
此 ,NM 的 元 素 个 数 至 多 有 11 个 . 

M 可 以 这 样 组 成 ,从 上 述 四 个 子 集 中 ,每 个 子 集 各 至 少 取 一 个 元 
素 ,然而 以 |1,2,…,15} 中 去 掉 这 4 个 元 素 . 

注意 这 样 一 点 ,上 述 四 个 三 元 子 集中 的 元 素 不 包括 10. 

(1) 如 果 10&@ M, 则 NM 内 元 素 的 个 数 小 于 或 等 于 10. 

(2) 如 果 10€ M ,我 们 用 反 证 法 证 明 M 内 元 素 的 个 数 也 小 于 或 等 
于 10. 

假设 M 内 元 素 的 个 数 大 于 10. 由 前 所 证 , M 的 元 素 个 数 至 多 有 
1i 个 , 则 M 的 元 素 个 数 为 11. 

如 果 13,12| 不 是 M 的 子 集 , 即 3 与 12 这 两 个 数 至 少 有 一 个 不 在 
M 内 ,在 |1,2,…,15| 中 至 多 再 减 掉 3 个 数 ,组 成 集合 M. 

当然 10 在 M 内 . 

由 于 }2,5} ,16,15} ,11,4,9} ,17,8,14| 是 四 个 两 两 不 相交 的 子 集 ， 
3 与 12 不 在 其 中 ,于 是 这 四 个 子 集中 ,至 少 有 一 个 子 集 在 M 内 . 如果 
留 在 M 内 的 是 一 个 三 元 子 集 ,由 于 1x4x9=62,7Xx8x14=2&?, 都 是 
完全 平方 数 ,不 合 题 意 . 

如 果 留 在 M 内 的 是 一 个 二 元 子 集 ,对 于 j2,5}, 由 于 2x5x10= 
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10” ,是 一 个 完全 平方 数 ,对 于 16.15} ,由 于 6x1Sx10=30: 是 一 个 完 
全 平方 数 , 也 不 合 题 意 . 
如 果 13,12} 是 M 的 一 个 子 集 ,那么 ,由 题 意 {11, 14 ,191,12,61， 
15,151 和 和 7,8,14! 中 的 任 一 个 都 不 是 M 的 一 个 子 集 ,这 是 因为 
1X3x12=6,4xX3x12=122,9x3x12=18?, 
2x6X12=12:,5xX15x3=15,7x8x 14=282. 
这 样 一 来 ,上 述 六 个 两 两 不 相交 的 子 集 的 每 个 子 集中 至 少 有 一 个 
元 素 不 在 M 内 ,于 是 M 的 元 素 个 数 至 多 为 15~6=9 个 ,与 M 恰 有 
11 个 元 素 了 矛盾. 
所 以 ,满足 题目 条 件 的 M 的 全 部 元 素 的 个 数 不 会 超过 10 个 . 
我 们 构造 一 个 恰 含 10 个 元 素 的 集合 M. 
AMf= 11,4,$,6,7,10,11,12,13，14| 
可 以 验证 , M 中 任 3 个 元 素 之 积 都 不 是 完全 平方 数 . 
8.68 7 是 一 个 给 定 的 正 整数 ,有 多 少 个 在 mod2” 意义 下 的 完全 
平方 数 ? 
(英国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 用 A, 表示 在 mod2” 意义 下 的 完全 平方 数 的 个 数 . 
显然 ,对 mod2 ,有 0,1 两 个 完全 平方 数 ， 
对 mod2* = mod4 ,也 只 有 0,1 两 个 完全 平方 数 . 
即 有 Aji=2,A,=2. 
对 于 ”之 3, 我 们 证 明 A, =2”-3+ A,.， 由 
设 a,b 是 奇数 ,0<cz<2",0<2<2”, 是 满足 
a’* 尘 6b* (mod2"* ), 
即 (a+6b)(a -6)=0(mod2"). 
由 于 a,b 是 奇数 , 则 a -5,a+ 5， 都 是 偶数 ,考虑 mod4. 由 于 奇数 
是 4k+1 或 4%4+3 型 ,那么 a 一 6&5 与 a+5 不 可 能 都 是 4 的 倍数 , 即 
a 一 5 与 a+b 之 中 必 有 一 个 是 2 的 倍数 ,而 不 是 4 的 倍数 .这 时 必 有 
a ~ b=0(mod2""!) 
或 a + b=0(mod2" 1). 
于 是 5b 寺 a(mod2”) 或 5 二 -a(mod2"-1). 
利用 0 过 a<2*,0<6b<2* 及 上 式 , 有 
b=a(mod2") ,b=2"7 1+ a (mod2"). 
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或 b=2" 7 1- a(mod2"), Hf 62" - a(mod2"). 

由 于 a 是 奇数 , 当 nn 之 3 时 ,上 述 四 个 同 余 式 的 右 端 4 个 正 整数 4， 
2" -1+a,2"-1-a,2"-a 两 两 不 等 ,在 mod2" 的 意义 下 ,大 于 或 等 于 1 
小 于 2* 的 奇数 一 共有 2? :个 .在 这 2” ! 个 奇数 中 , 任 取 一 个 作为 a， 
对 于 这 个 a ,由 上 面 的 论述 可 知 ,满足 a 二 6b*(mod2”) 的 有 4 个 , 即 65= 
ab=2"— a,b2" 1 + a(mod?2"), b=2"™ 一 a (mod2"), 因 此 ,将 这 
2"-! 个 奇数 ,可 分 为 4 个 奇数 一 组 进行 分 组 ,一 共有 2 一 =2"“3 组 ,对 
于 不 同 两 组 中 的 育 数 ,a’ 寺 56*(mod27) 不 成 立 . 因此 ,在 奇数 情况 下 ,所 
求 数 目 为 2” ，”. 

在 偶数 情况 下 , 设 偶数 2a ,25 ,0 委 2a<27",0 委 256<2” ,满足 

(2a) 研 (20) (mod2” ). 
从 而 有 0 所 a<2"7 1 ,0 委 p<2” ,是 
aa 三 六 (mod22 一 2) . 
由 于 当 2"- 委 2a<2” ,2" -1<20<2" 时 ,有 
(2a — 2”71)=(2¢a)*(mod2"), 
(20 一 2 ) (20)2(mod27) ， 

所 以 只 须 考虑 0 二 2a <2" 1.0< 妇 20<221 的 情况 . 

这 时 ,在 mod2” “意义 下 ,完全 平方 数 的 个 数 与 在 mod2" 意 义 下 ， 
完全 平方 数 是 偶数 的 个 数 成 一 一 对 应 .因此 公式 中 成 立 . 

在 公式 由 中 , 当 ”为 偶数 时 ,有 

A =2% 二 2245+ AAA 4 
A2k-4=2 + Azp-6s 
Ao=2 + As,As=2+ A,. 

将 上 述 上 一 1 个 式 子 相 加 得 


A = (2+23+ i 4+ 22*75 + 228 3) + A， 


并 


= 方 (22 1-2)+2 


Lo 
当 为 奇数 时 ,有 


2k 2 2 
Azr+1=2 + AbAx 1=24 + A ;, 


— 2k-6 
yp-3 三 2 + A ss 
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As=2+A;,A;=2°+Al, 
将 上 诸 式 相 加 得 
1 


Azp+1= (2 +2 + +t +2= (2 +5) 


六 (2 1+4)，n 为 偶数 ， 
于 是 得 A,=4 1 
本 (2 +5),n 为 奇数 ， 
8.69 ” 求 出 有 序 整 数 对 (n,n ) 的 个 数 ,其 中 1 委 凡 委 99,1 委 2 委 
99,(m +72)+37+72 是 完全 平方 数 . 
(第 17 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 由 1 委 六 委 99,1 委 ”< 委 99 可 得 
(m+n)}+3m+n<(mt+n) +4(m+n)+4 
=(m+n+2). 
又 (m+n) +3n+n>(mt+n). 
于 是 (m+n)<C(mt+n)+3m+n<(m+n+2). 
若 (m +n)*+3m+n 是 完全 平方 数 , 则 必 有 
(m+n)+3mt+n=(mt+n+t+1). 
然而 (m+ n+3mtn=(m+n+1)+t+n-m-l1. 
于 是 必 有 nn 一 一 1=0. 
即 m=n-1. 
此 时 n=2,3,…,99,m=1,2,… ,98. 
所 以 所 求 有 序 整 数 对 (ym ,n) 共 有 98 对 . 
(m7)=(1,2),(2,3),.…,(98,99). 





址 界 数 学 奥 林 匹 交 解 题 大 辞典 499 





第 九 章 ” 数 的 可 除 性 特征 


9'1 设 p 是 大 于 3 的 素数 , 硅 p"(n 是 自然 数 ) 是 20 位 数 .证 明 在 

这 20 个 数码 中 至 少 有 3 个 数码 是 相同 的 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 假设 大 中 的 20 个 数码 没有 三 个 是 相同 的 , 则 数码 0,1,2， 
…,9 在 pr 中 各 出 现 2 次 . 

计算 py” 的 各 位 数码 之 和 为 

2(0+1+2+…+9) = 90. 

则 p* 是 3 的 倍数 ,从 而 p 是 3 的 倍数 ,又 p 是 大 于 3 的 素数 ,这 是 
不 可 能 的 . 

所 以 在 p” 的 20 位 数码 中 必 有 三 个 是 相同 的 . 

9.:2 ”两 人 一 起 写 一 个 由 1,2,3,4,5 这 五 个 数码 组 成 的 2& 位 数 ， 
第 一 个 人 写 第 一 位 数码 ,第 二 个 人 写 第 二 位 数码 ,第 三 位 数码 仍 由 第 一 
个 人 瑟 ,依次 类 推 .在 第 一 个 人 设法 干扰 的 情况 下 ,第 二 个 人 能 否 使 所 
得 之 数 被 9 整除 ?讨论 以 下 两 种 情况 : 

(Dk = 10. 

(2)k = 15. 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 设 所 写 的 2& 位 数 为 
N = ala2…a2k_1Q2， 

其 中 a; € 11,2,3,4,51. 

设 第 一 个 人 为 A, 第 二 个 人 为 B. 

奇数 下 标 i 的 数码 a; 由 A 选取 ,而 偶数 下 标 i 的 数码 a; 由 B 选取 . 
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再 设 S, = 3 
则 NN 能 被 9 整除 的 充 要 条 件 是 Sz 能 被 9 整除 . 

(1) 当 上 = 3m(m 为 自然 数 ) 时 ,我 们 可 以 证 明 , 在 这 种 情况 下 ,不 
管 A 如 何 选 取 ,B 总 能 获胜 . 

为 此 ,对 应 A 取 的 任意 数 a;_|，1 志 i 过 上 ，B 应 取 as; = 6 
Qa2;-1; 显然 ,由 a2;_-1 11,2,3,4,51, 可 得 6 一 ap;_ 1 = a2; € 11,2,3,4， 
51. 

这 时 ,对 和 任意 的 i 过， 

Sr; = (ar+ a2) + + (a21 + a2;) = 061i. 
S = 6k = 18m. 

所 以 不 管 A 如 何 选 取 ,B 总 能 使 N 能 被 9 整除 . 

(2) 当 上 不 能 被 3 整除 时 ,我 们 证 明 ,在 这 种 情况 下 ,A 可 以 使 B 不 
能 达到 目的 . 

为 此 ,A 只 要 取 a， = 3, 然 后 对 应 B 取 的 任意 a,;,1 过? 过 kk--1， 

A 只 要 选取 az = 6- az ,这样 一 来 
9 = QI+ ast as) 二 十 (az2k-2 + A941) 十 Ga 
= 3+6(k -1)+ a 
= 6k—3+.a%. 
如 果 有 = 37 + 1, 那么 
Sp = 18m +3+aok. 

它 被 9 除 的 余数 为 3+ ak ,由 ax € 411,2,3,4,5|, 则 

3+ ax € {14,5,6,7,8|. 

此 时 Sy 三 4,5,6,7,8 (mod9). 
因此 不 能 被 9 整除 . 

如 果 & = 3z + 2, 那 么 

S24 = 18m 十 9 二 Ce， 
由 于 ax E 11,2,3,4,5), 则 
Sy 1,2,3,4,5 (mod9). 
因此 ,S24 不 能 被 9 整除 . 
这 样 , 当 上 不 能 被 3 整除 时 ,A 可 以 采取 上 述 策 略 使 B 不 能 达到 目 
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这 妆 席 深 志和 革 并 


凡 站 小 





中 水 


的 . 

9.3 ”两 个 小 孩 依次 写 一 个 上 位 数 :第 一 个 数码 由 第 一 个 人 写 , 第 
二 个 数码 由 第 二 个 人 写 ,第 三 个 数码 又 由 第 一 个 人 写 ,依次 类 推 .第 二 
个 小 孩 能 否 做 到 使 得 出 的 数 能 被 9 整除 ,如 果 第 一 个 小 孩 干扰 第 二 个 
小 孩 做 成 功 ,请 对 以 下 两 种 情况 加 以 讨论 : 

(1)k = 10; 

(2)k = 13. 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 一 个 自然 数 被 9 除 后 所 得 的 余数 与 这 数 的 各 位 数码 之 和 被 
9 除 后 所 得 的 余数 相同 . 

所 以 , 写 最 后 一 个 数码 的 小 孩 ,不 管 前 面 所 写 的 各 位 数 是 什么 ,对 
所 写 的 最 后 一 个 数码 都 可 以 选择 符合 要 求 的 余数 , 即 写 最 后 一 个 数码 
的 小 孩 既 可 以 使 这 个 位 数 能 被 9 整除 ,也 可 以 使 这 个 位 数 不 能 被 9 

事实 上 ,最 后 一 个 数码 之 外 的 前 面 各 位 数码 之 和 被 9 除 的 余数 为 
7 , 则 

n € 10,1,2,.…,8}. 

如 果 最 后 一 个 数码 取 9 - 2 € 1,2,…,9) ,那么 所 得 之 数 的 各 位 

数码 之 和 被 9 除 的 余数 将 是 
(9 一 717) 十 天 一 9. 
即 这 个 和 能 被 9 整除 ,从 而 这 个 & 位 数 也 能 被 9 整除 . 

如 果 最 后 一 个 数码 取 8 - n € 10,1,…,8| ,那么 所 得 之 数 的 各 位 
数码 之 和 被 9 除 的 余数 将 是 

(8—-n)+n=8. 
即 这 个 和 不 能 被 9 整除 ,从 而 这 个 & 位 数 也 不 能 被 9 整除 . 
当 上 & 为 偶数 (如 = 10) 时 ,最 后 一 步 由 第 二 个 小 孩 做 ,他 能 达到 自 


- 己 的 目的 . 


当 上 & 为 奇数 (如 & = 13) 时 ,第 一 个 小 孩 可 以 用 自己 的 最 后 一 步 干 
扰 第 二 个 小 孩 ,使 之 不 成 功 . 
9.4 ”能 被 3 整除 , 旦 构成 每 个 数 的 数码 只 限于 1,2,3(1,2,3 可 以 
不 全 部 用 到 ) 的 所 有 小 于 200000 的 不 同 自 然 数 共有 多 少 个 ? 
(中 国 上海 市 高 二 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
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[ 解 1 由 于 能 被 3 整除 的 自然 数 的 充分 必要 条 件 是 它 的 各 位 数 
码 之 和 能 被 3 整除 ,所 以 ,一 位 数 中 能 被 3 整除 的 只 有 3. 

对 二 位 数 , 若 十 位 数 是 1, 则 个 位 是 2; 若 十 位 数 是 2, 则 个 位 是 1; 若 
十 位 数 是 3, 则 个 位 是 3, 因 此 ,满足 条 件 的 二 位 数 只 有 三 个 :12,21,33. 

对 三 位 数 ,车 十 位 与 百 位 的 数码 和 为 2, 则 只 有 11, 此 时 个 位 是 1， 
即 三 位 数 为 111; 寿 十 位 与 吾 位 的 数码 和 为 3, 则 只 有 12 和 21, 此 时 个 
位 只 能 是 3, 即 三 位 数 为 123,213; 若 十 位 与 百 位 的 数码 和 为 4, 则 有 13， 
31,22 ,此 时 个 位 数码 只 能 是 2, 即 132,312,222; 若 十 位 与 百 位 的 数码 
和 为 5, 则 有 23,32 两 种 ,此 时 个 位 只 能 是 1, 即 231,321; 若 十 位 与 百 位 - 
的 数码 和 为 6, 则 只 有 33 ,此 时 个 位 只 能 是 3, 即 333. 

因此 满足 条 件 的 三 位 数 有 1+2+3+2+1=9= ?32 个， 

类 似 地 满足 条 件 的 四 位 数 有 3 个 ,五 位 数 有 34 个 . 

满足 条 件 的 六 位 数 ,其 首位 数码 必须 是 工 此 时 也 有 34 个 . 

故 满 足 条 件 的 自然 数 共 有 

1I+3+32+3+2. 3 二 202( 个 )， 
[ 解 2] 由 数码 1,2,3 构成 的 位 数 共 有 34 个 . 
把 这 3* 个 数 按 从 小 到 大 的 顺序 排 成 一 列 : 
11…11， 11…12， 11…13， 11…21， 11…22，…， 33.…33. 
我 们 把 这 一 列 数 从 前 面 开 始 , 把 相继 三 个 数 分 成 一 组 , 故 可 分 为 


二 = 34-! 组 ,因为 每 一 组 中 的 三 个 数 被 3 除 的 余数 都 不 相同 , 故 这 3 


个 数 中 被 3 除 余 0,1,2 的 数 各 有 3*-! 个 . 

于 是 ,一 位 数 中 被 3 整除 的 数 有 3'' = 1 个 .二 位 数 中 被 3 整除 的 
数 有 3”! = 3 个 ,…, 五 位 数 中 被 3 整除 的 数 有 35 -1 = 34 个 ,又 六 位 数 
的 首位 数 必须 是 1, 因 此 1 后 面 的 五 位 数 被 3 除 应 余 2, 其 数目 也 为 35-! 
= 34 个 ,因此 共有 

1+3+3+33+34+34 = 202( 个 ). 
9.:5 nn 是 具有 下 述 性 质 的 最 小 整数 : 它 是 15 的 倍数 ,而且 每 一 位 


数字 都 是 0 或 8. 求 区， 


证 泛 信 深切 全 并 
二 2 湾 


(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 于 是 15 的 倍数 ,所 以 n 既是 5 的 倍数 ,又 是 3 的 倍数 . 
因为 n 是 5 的 倍数 ,所 以 它 的 个 位 数字 只 能 是 0 或 5, 又 由 题 设 ,n 的 每 
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一 位 数字 是 0 或 8, 所 以 n 的 个 位 数字 是 0. 

又 因为 n 是 3 的 倍数 ,所 以 x 中 8 的 个 数 应 是 3 的 倍数 ,又 要 求 n 
最 小 ,所 以 n 中 应 含有 3 个 8. 于 是 

n 二 8880. 
1s = Se = 592. 

9.6 ” 任 取 一 个 能 被 9 整除 的 1962 位 数 , 它 的 各 位 数码 之 和 记 为 
a， a 的 各 位 数码 之 和 记 为 了 ， 6 的 各 位 数码 之 和 记 为 c. 问 c 等 于 多 
少 ? 


由 党 


(第 2 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 
a 1962 .9 = 17658 < 19999, 
和 1+4.9= 37, 
c 雪 3+9= 12. 
因为 任何 一 个 正 整 数 与 它 的 各 位 数字 之 和 在 除 以 9 时 有 相同 的 余 


数 . 
由 于 已 给 的 1962 位 数 能 被 9 整除 , 则 a ,6 ,c 均 能 被 9 整除 . 
鉴于 c 扫 12， 

所 以 c= 9. 


9:7 设 A 是 十 进 制 数 444444 的 各 位 数字 之 和 ,而 B 是 A 的 各 

位 数字 之 和 , 求 B 的 各 位 数字 之 和 (这 里 所 有 的 数 都 是 十 进 制 数 ). 
(第 17 届 国际 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 首先 估计 44444444 的 位 数 . 

由 于 44444444 < 100004444 ， 
而 10000““ 有 4 . 4444+ 1 = 17777 个 数字 ,而 每 个 数字 最 大 只 能 是 9， 

因此 ,4444“… 不 超过 17777 位 , 且 

A < 17777: 9 = 159993. 

则 A 不 超过 六 位 数 . 

记 A=as':l0+ad' 10+aa :103+a .102+al。10+an， 
其 中 as 志 1， a4;43,42,Q41,40 不 大 于 9. 

因此 ,有 Bl1+5.9= 46. 

则 B 不 超过 两 位 数 . 
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记 B= 651'10+6b0o， 其 中 0 过 bo 三 9，0 达 bl1 太 4. 
又 设 B 的 各 位 数字 和 是 C, 则 
C<4+9= 13. 
由 于 一 个 整数 如 果 它 不 是 9 的 倍数 ,那么 , 当 它 被 9 除 时 所 得 的 余 
数 , 正 好 等 于 该 数 的 各 位 数字 之 和 被 9 除 的 余数 . 
所 以 需要 求 出 44444444 被 9 除 的 余数 . 





因为 4444 = 493 . 9 + 7 了， 
所 以 4444444 三 7444 (mod9)， 
74444 二 74443 。7 

一 (73) 1481 。 7 

= (342 + 1)1481 .7. 
于 是 T7444 = 11481 .7 ( mod9). 数 1 
因此 4444… 二 7 ( mod 9). 了 
这 样 就 有 从 

444444 = A 三 BE=C (mod9). 和 

所 以 C7 (mod9). 
又 由 于 C < 13. 
所 以 C = 7. 
即 B 的 各 位 数字 之 和 等 于 7. 


9.8 ”对 1 至 1000000000 的 所 有 正 整 数 , 求 每 一 个 数 的 各 位 数字 
之 和 ,再 对 所 得 的 10 亿 个 数 , 求 每 一 个 数 的 各 位 数字 之 和 ,…, 直 到 得 
到 10 亿 个 一 位 数 为 止 . 问 所 得 数 中 1 多 还 是 2 多 ? 

(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 因为 任何 正 整 数 与 它 的 各 位 数字 之 和 在 被 9 除 时 ,有 相同 
的 余数 . 

因此 ,得 到 数字 和 为 1 的 数 是 所 有 9& + 1 型 的 数 , 即 

1,10,19,28,.… ,999999991 ,1000000000. 

共有 111111112 个 . 

而 得 到 的 数字 和 为 2 的 数 是 所 有 9k& + 2 型 的 数 , 即 

2,11,20,29,.…,999999992. 

共有 111111111 个 . 

所 以 所 得 的 数 中 1 比 2 多 1 个 . 
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9.9 定义 ja,1”-1 如 下 : 
al = 1989!%9 ,日 a,(n > 1) 等 于 ai 的 各 位 数字 之 和 ,as 等 于 多 
少 ? 
(第 21 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 ai = 19891?89 < 10000582 ， 
而 100001989 共有 4 . 1989 + 1 = 7957 位 . 
所 以 al 不 多 于 7957 位 . ， 
由 题 设 ,a, 是 ai 的 各 位 数字 之 和 , 则 
a < 10. 8000 = 80000. 
所 以 as 最 多 为 5 位 数 ,因而 
a3 夺 7+4:'9= 43, 
a4 夺 4+9= 13. 
于 是 a; 为 一 位 数 . 
由 于 任何 一 个 正 整数 能 被 9 整除 的 充 要 条 件 是 它 的 数字 和 能 被 9 
整除 . 
由 于 911+9+8+9 = 27, 则 


9 | 19891989. 
于 是 9 | UUs. 
即 us 一 0 或 9. 


as = 0 显然 不 可 能 ,所 以 cs = 9. 
9.10 ” 抹 去 数 2”” 的 第 一 位 数码 ,并 将 所 得 的 数 与 该 数码 相 加 ， 
再 对 加 得 的 和 数 重 复 刚 才 的 步骤 ,如 此 一 直下 去 ,直至 得 到 一 个 十 位 数 
为 止 .证 明 该 十 位 数 中 必 有 两 个 相同 的 数码 . 
(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 首先 注意 到 , 题 设 中 的 运算 步骤 所 得 到 的 每 一 个 数 都 与 


2 ”对 模 9 同 余 . 
由 于 21970 一 26°328+2 
= 4.64 
= 4(9 .7 + 1) 
志 4 (mod9). 


因此 2”” 不 能 被 9 整除 ,进而 题 中 所 得 各 数 均 不 能 被 9 整除 . 
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若 该 十 位 数 没 有 两 个 相同 的 数码 , 则 这 个 十 位 数 由 数码 0,1,2,3， 
4,5,6,7,8,9 组 成 ,而 
0+1+2+3+…+9= 45 
是 9 的 倍数 . 
于 是 该 十 位 数 也 是 9 的 倍数 ,这 是 不 可 能 的 . 
9.11 有 七 块 分 别 标 有 数码 1,2,3,4,5,6,7 的 记分 牌 .证 明 , 由 这 
七 块 记分 牌 组 成 的 任何 两 个 七 位 数 中 ,一 个 都 不 能 被 男 一 个 整除 . 
(第 15 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 设 这 七 位 数 为 al1 a2…a7. 
由 于 ai +a+…+ar=1+2+…+7=28, 被 9 除 余 1, 则 由 这 
七 个 数码 组 成 的 七 位 数 被 9 除 余 1. 


设 A,B 是 其 中 的 两 个 不 同 的 七 位 数 , 且 A 能 被 B 整 除 , 则 会 是 整 
数 . 

从 而 乞 志 二 是 整数 ， 

又 A 与 B 对 模 9 余 1, 则 A -8B 能 被 9 整除 ,而 B 不 能 被 9 整除 ， 


于 是 全 二 也 能 被 9 整除 

又 A < 7， 

则 4-=-B8B=0, 即 4A=B, 与 A 和 B 不 同 矛盾 . 

9.12 ”给 定数 字 2*, 其 中 是 一 个 大 于 3 的 自然 数 .证 明 不 论 怎样 
重 排 2 的 数码 ,都 不 能 得 到 一 个 等 于 2" 的 数 ,其 中 ”为 任意 一 个 大 于 
& 的 上 自然数 ， 

(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 首先 注意 到 这 样 一 个 事实 ;对 数 A 的 各 位 数码 无 论 如 何 重 
排 ,都 不 会 使 数 A 扩大 9 倍 或 更 多 倍 .因此 应 有 


尔 < 9. 中 
此 外 ,如 果 两 个 数 具 有 相同 的 数码 , 则 它们 的 差 能 被 9 整除 . 即 有 
9 | 2” — 2*. 
从 而 912*(2" — 1), 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 507 


萤 共 部 滞 电 下 本 


二 





即 912"7*-1. 

但 由 式 可 知 2"* < 9， 
因此 2? 天 一 工 不 可 能 是 9 的 倍数 . 

即 不 可 能 使 2 的 各 位 数码 重 排 得 到 2” (nn > 上) 

9.13 ”在 十 进位 中 ,各 位 数码 是 0 或 1, 并 且 能 被 225 整除 的 最 小 
自然 数 是 多 少 ? 


Ea 


(中 国 初中 数学 联赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 225 = 9.25, 上 且 9 和 25 互 素 .因此 所 求 的 数 应 同时 
能 被 9 和 25 整除 . 

若 这 个 数 能 被 25 整除 , 则 它 的 末 两 位 数 均 为 0, 即 必 为 00. 

知 这 个 数 能 被 9 整除 , 则 它 的 各 位 数码 之 和 能 被 9 整除 ,为 使 其 最 
小 ,应 为 9 个 1. 

于 是 ,满足 题目 要 求 的 最 小 自然 数 是 

11111111100. 

9.14 NN 是 由 5 个 不 同 的 非 零 数 码 组 成 的 5 位 数 , 且 N 等 于 这 5 
个 数码 中 取 3 个 不 同 的 数码 构成 的 所 有 三 位 数 的 和 , 求 所 有 的 这 种 5 位 
数 NN. 

(第 6 届 拉 十 美洲 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 】 设 5 位 数 N = ala2a3asaas. 

al 作 百 位 的 三 位 数 有 P4 = 12 个 ， 

al 作 十 位 的 三 位 数 有 Pi = 12 个 ， 

al 作 个 位 的 三 位 数 有 P4 = 12 个 . 
于 是 依 题 意 有 

.N= aia2a3a4as : 

= (ai + a2+ a3+a4+ as)(100. 12+ 10. 12+ 12) 
= 1332(at + az + a3 + a4 + as). 
由 于 9 | 1332 , 则 
91N = aitaza3a445. 

从 而 9 (ar+az+a3+as+as). 

于 是 N 应 是 1332 . 9 = 11988 的 倍数 . 
因为 
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193$=1+2+3+4+3 委 al+az+as+Qd 二 45 
<9+8+7+6+5= 35, 
所 以 al 二 a3 二 a3 十 a4 十 as 只 能 为 18 或 27. 

(1) 当 aj+as2+a3+a4t+as= 18 时 ， 
aia2a3a4as = 1332 . 18 = 23976， 

但 是 2+3+9+7+6 = 27 关 18. 

(2) 当 ai +a;y+a3+t+ Qa4+as = 27 时 ， 
ata2a3a4as = 1332 . 27 = 35964. 

此 时 3+5+9+6+4= 27. 

所 以 ,所 求 的 五 位 数 只 有 35964. 

9.15 圆 上 有 1956 个 数码 ,已 知 从 某 一 位 起 把 这 些 数 按 顺 时 针 方 
向 记 下 ,得 到 的 一 个 1956 位 数 能 被 27 整除 .证 明 如 果 从 任何 一 位 起 把 
这 些 数码 按 顺 时 针 方 向 记 下 的 话 ,那么 所 得 的 一 个 1956 位 数 也 能 被 27 
整除 . 






总 浸 序 深切 全 浆 


(基辅 数学 奥林匹克 ,19S6 年 ) 
[证 ] 本 题 的 结论 对 于 圆 上 写 3n 个 数码 也 是 成 立 的 . 现在 我 们 
证 明 这 个 一 般 情 形 . 
假定 从 某 一 位 开始 按 顺 时 针 方 向 读 起 ,得 到 的 3n 位 数 为 


ala2mpa3n = 1032-1al + 103 as + + 10a3n 1 + aa 


并 设 27 | ala2……aay. 
我 们 只 要 证 明 从 相 邻 一 位 读 起 所 得 到 的 数 
4243°""43n01 
也 能 被 27 整除 即 可 . 
研究 下 面 的 差 
10» ale2a3…a3n ~ 4243°""a3A1 
= (103* ~ 1)al 
= (1000” ~ 1)al. 
由 于 1000 二 1 (mod27), 
则 1000" 三 1 (mod27), 
27 | 1000” — 1. 
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多 27110. QIRI dn 
所 以 27 | C2C3 "di. 
9.16 ”已 知 数 32※35717※ 能 被 72 整除 , 求 这 两 个 星 号 所 表示 的 


z (基辅 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 于 32※35717※ 能 被 72 整除 ,因而 它 能 被 8 和 9 整除 . 
车 一 个 数 能 被 8 整除 , 则 这 个 数 的 末 三 位 能 被 8 整除 ,显然 末 三 位 
是 176, 即 最 后 一 个 ※ 号 为 6. 
若 一 个 数 能 被 9 整除 , 则 这 个 数 的 各 位 数码 之 和 能 被 9 整除, 即 ， 
3 十 2 二 +※ 十 3 二 $+7++1+7+6 
一 34+ 沈 . 
于 是 炎 号 为 2. 
即 所 求 的 两 个 星 号 数码 一 个 为 2, 一 个 为 6. 
9.17 ” 设 a679b 是 一 个 十 进 制 的 五 位 数 ,可 被 72 整除 , 试 决定 a 
与 5 的 值 . 
(第 12 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 由 于 72=8.9，8 和 9 互 素 . 
所 以 a6795 若 能 被 72 整除 , 则 必须 同时 能 被 8 和 9 整除 . 
如 果 a6796 能 被 8 整除 ,其 充 要 条 件 是 未 三 位 792 能 被 8 整除 . 
由 此 可 得 到 惟一 的 2 = 2. 
如 果 a6792 能 被 9 整除 ,其 充 要 条 件 是 它 的 各 位 数字 和 能 被 9 整 
除 . 即 
at+6t+7+9+2= 24+4a 
能 被 9 整除 ,可 得 到 惟一 的 a = 3. 
于 是 a=3, b= 2, 
此 时 36792 = 72. 511. 
9.18 用 1,2,3,4,5,6 这 六 个 数码 组 成 一 个 六 位 数 abcdef ,其 中 
不 同 的 字母 代表 1 一 6 中 不 同 的 数码 ,要 求 前 两 个 数码 组 成 的 两 位 数 ab 
是 2 的 倍数 ;并 且 还 要 求 abc 是 3 的 倍数 ;abcd 是 4 的 倍数 ;abcde 是 5 的 
倍数 ;abcdef 是 6 的 倍数 , 试 找 出 所 有 这 样 的 六 位 数 ,并 说 明 你 的 推理 
过 程 . 
(中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
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[ 解 ] 因为 要 求 a 是 2 的 倍数 ,abcd 是 4 的 倍数 ,abcdef 是 6 的 们 
数 , 所 以 
b,d,f € 12,4,6}, 
a,sc,e € {11,3,5}. 
又 因为 abcde 是 5 的 倍数 ,所 以 e = 5. 
这 时 第 1 位 a 与 第 3 位 c< 只 能 取 1 或 3, 此 时 有 a+c = 4. 
因为 abc 是 3 的 倍数 , 则 
31at+ob+c=4+t+6. 
于 是 只 能 有 b= 2. 
这 时 ,所 求 六 位 数 只 能 从 如 下 几 个 数 中 去 寻找 : 
1234S6， 123654， 
321456, 321654. 
经 检验 ,由 4+1234， 4 13214. 
所 以 只 有 123654 与 321654 是 满足 题目 要 求 的 六 位 数 . 
9.19 ”由 数字 0,1,2,3,4,5 能 人 耕 组 成 数字 不 重复 有 旦 能 被 11 整除 
的 六 位 数 ? 为 什么 ? 


这 浸 新 淄 当 全 滩 
苹 车 洲 


(中 国 广西 壮族 自治 区 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 设 所 组 成 的 六 位 数 是 a1aya3a4asas. 者 这 个 六 位 数 能 被 11 
整除 , 则 


dj a2+a3~ad4tas—as= lln, 


Bh a1+ayt+as3t+artast+ae= lln+2(a7+a4+ac6). © 
由 于 al+a+a3t+a4+ast+age= 15, 
市 Ll7 十 2(a2 十 Cd4 十 ag) = 15. @ 


显然 ,0 过， < 2, 从 而 =10 或 六 = 1 
(1) 当 ?2 = 0 时 ,名 @ 化 为 
2(az + ad + a6) = 15, 
此 式 左 端 为 偶数 , 右 端 为 奇数 ,不 可 能 成 立 . 
(2) 当 = 1 时 ,名 化 为 
a;+a4t+a6= 2. 
但 是 ,0,1,2,3,4,5 中 任意 三 个 数 之 和 都 大 于 2, 所 以 此 时 也 无 解 . 
综合 以 上 ,由 0,1,2,3,4,5 不 可 能 组 成 数字 不 重复 日 能 被 11 整除 


六 位 数 . 
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9.20 ” 求 所 有 满足 如 下 条 件 的 三 位 数 : 它 除 以 11 所 得 的 商 等 于 它 
的 各 位 数码 的 平方 和 . 
(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 】 设 所 求 的 三 位 数 为 
n 二 100a + 100 + c， 
其 中 bcE 40,1,2,…,9}， a € 11,2,.…,9|., 
n 能 被 11 整除 的 充 要 条 件 是 a - 5b + c 能 被 11 整除 . 


怠 丰 闫 


由 于 -8 二 a-b+c 达 18， 
于 是 只 有 a—b+t+ec= 0. 中 
a~“b+ec= 11. 2 
又 由 题 意 


100a + 10b5+c=1l(a +b +c). ©® 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
第 一 种 情况 : 解 四 ,@, 即 解 
a~-b+t+c=0, 
100a + 1065+c = 11l(a*+ 6b*+ cc?). 
由 咒 得 b=atc. 
代入 @, 可 得 
100a + 10(a+c)+c= 1l[a*+(at+c)?+ c<]， 
li(l0a + c) = 11(2a’? + 2c + 2ac), 
l0a +e = 2a’ + 2c* + 2ac, 
2a* + 2(c -Sa+2c2-c=0. 人才 
考虑 方程 @ 的 根 的 判别 式 
4A=4(c-5S) -8(2c mc) 0, 
解 得 c 的 范围 为 
-4 < 4 ( 


在 满足 @ 式 的 条 件 下 ,由 方程 四 得 
1 2 一 c+ V25— 8c— 3 
RE 
由 于 c 是 非 负 整数 , 则 由 名 式 得 
c=0 或 c=1. 


OO 
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注意 到 l]02 +c = 2a*+2c + 2ac, 
则 c 必 为 偶数 ,因此 只 有 
cC 一介. 
因而 解 得 a=5S$ 或 a =0. 
由 于 a € 11,2,…,9| 所 以 < = 0 应 舍 去 . 
又 由 5=a+c 及 a = 5，c=0 得 
b= 5. 
于 是 得 到 所 求 的 三 位 数 是 550. 
第 二 种 情况 : 解 加 ,3, 即 解 


a—b+ec=11, © 
l00a + 106 + c= 1l(a?+ b+ ce). 二 
由 加 得 p=atc-1l, 二 
代入 局, 可 得 可 章 
100a + 10(a+c—-11)+c= 1[ar+(a+c -11)+ ec), 队 
整理 得 村 
2a’ + 2(c — 16)a +2c: -23c+131 = 0. (©) 
考虑 方程 @ 的 根 的 判别 式 
4=4(c-16)-8(2c -23c+131) 过 0， 
解 得 c 的 范围 为 
< <. GO 


在 满足 @ 式 的 条 件 下 ,由 方程 @ 得 
16-c+ V-3c+14c-6 
= 区 = 二 Ye 


由 于 < 是 非 负 整数 , 则 由 @ 式 得 
c=1], c=2, c=3, c=4. 
又 由 @ 式 得 
23c = 2a2 +2(c — 16)a + 2c? + 131, 
所 以 < 必定 为 奇数 , 即 只 有 
c= 二 1 或 c=3. 


当 c = 1 时 ， 4 = 巧 45 不 是 整数 
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an 


当 c = 3 时 ,可 求 得 
al= 二 8， 或 a,= 5. 
由 =a+c-1l 及 aa=8，c=3 得 
b=0. 
这 时 , 求 得 的 三 位 数 是 803. 
由 D=a+c-1l 及 a=S$，c=3 得 
b=—3. 
不 是 非 负 整数 , 故 舍 去 . 
由 以 上 ,所 求 的 三 位 数 有 两 个 : 
550 和 803. 
9.21 ” 设 自 然 数 62aB427 为 99 的 倍数 , 求 c ,8 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 因为 62a8427 是 99 的 倍数 ,所 以 它 既是 9 的 倍数 ,又 是 11 的 
倍数 . 
因为 62a8427 是 9 的 倍数 , 则 
6+2+a+B+4+2+7=9m (mE€ N). 
at+B+3= 9(m 一 2). 





因为 0 和 cc 和 9，0 莹 及， 

所 以 3 三 a+B+3 世 21. 
于 是 at+B+3= 9 或 a+B+3= 18. 
即 a+PB=6 或 +B= 15. 


因为 62a8427 是 11 的 倍数 , 则 
(6+a4+44+7)- (2+B+2) = 11lk (AGEZ-)， 
a— B+13= 11k. 








因为 4 三 a-- B+13 过 22,， 
所 以 a-Bt+13= 11 或 a-B8+13= 22， 
即 ap8=-2 或 ao-8=9. 
从 而 可 以 得 到 四 个 方程 组 
a+ 有 = ax 十 有 = 
Q 一 有 = 一 2 ae 一 =9 
aa+A=15S a+pB= 15 
ax 一 有 = 一 -2 a 一 及 = 
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解 以 上 方程 组 ,由 于 两 数 的 和 与 差 有 相同 的 奇偶 性 ,并 且 0 科 ax 委 
9，0 委 8 和 9, 所 以 只 有 解 c = 2,， B= 4. 
9.22 ”如果 在 多 位 数 
3※4 洲 1※0※8※2※40923※0※320※2※56 
中 星 号 所 在 的 数字 是 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 的 某 一 个 排列 (这 些 数 中 
每 个 都 用 一 次 ) ,那么 所 得 的 数 能 被 396 整除 . 试 证 之 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 注意 到 
396 = 4 .9 .11. 
由 于 已 知 的 多 位 数 的 末 两 位 数 是 56, 它 能 被 4 整除 ,所 以 这 个 多 位 
数 能 被 4 整除 . 
”再 考虑 这 个 多 位 数 的 数码 之 和 , 它 是 该 数 中 已 知 的 数码 之 和 加 上 
星 叶 所 表示 的 数码 之 和 ,这 个 和 为 
(3+4+1+0+8+2+4+0+9+2+3+0+3+2 
+0+2+S+6)+(0+1+2+3+4+S+6+7+8+9) 
= 99， 
因此 这 个 多 位 数 能 被 9 整除 . 
再 考虑 这 个 多 位 数 的 奇数 位 之 和 与 偶数 位 之 种 : 
奇数 位 之 和 : 
3+4+1+0+8+2+4+9+3+0+3+0+2+5 
= 44. 
偶数 位 之 和 ; 
0+1+2+3+4+5S5+6+7+8+9+0+2+2+6 
= 55. 
由 于 这 个 多 位 数 的 偶数 位 之 和 与 奇数 位 之 和 的 差 为 11, 所 以 这 个 
多 位 数 能 被 11 整除 . z 
又 因为 4,9,11 两 两 互 素 ,所 以 这 个 多 位 数 能 被 4.9 .11 = 396 整 
9.23 aiazc3…al9%9a200 是 按 如 下 规则 写 出 的 一 个 两 千 位 的 自 
然 数 ( 其 中 诸 a; 代表 阿拉 伯 数 码 ) : 先 写 出 ci ,接着 依 规则 写 a,,a;,…， 


当 aj 已 写 出 ,接着 写 a;,| 时 ,要 使 两 位 数 aaj,; 是 17 或 23 的 倍数 (i = 
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1,2,…,1999). 若 按 上 述 规则 写 出 的 一 个 两 千 位 的 自然 数 的 各 数码 au 
中 ,1,9,8,7 这 四 个 数码 都 出 现 过 .求证 写 出 的 这 个 两 千 位 自然 数 必 定 
是 合 数 . : 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[证 ] 两 位 数 中 ,17 的 倍数 有 
17,34,51,68,85; 
23 的 倍数 有 
23,46,69 ,92. 

以 上 9 个 数 中 ,个 位 数 里 1,2,3,4,5,6,7,8,9 均 出 现 

十 位 数 中 ,6 出 现 两 次 ,7 没 出 现 ,其 余数 字 1,2,3,4,5,8,9 均 出 现 
一 次 . 

显然 ,7 不 能 作 十 位 数 , 即 7 不 能 在 两 千 位 数 的 前 1999 位 出 现 , 即 7 
是 这 个 二 千 位 数 的 最 后 一 位 ， 

这 样 ,7 的 前 一 位 应 是 1(17 是 17 的 倍数 )， 再 前 面 应 有 5 出 现 (51 是 
17 的 倍数 ),… ,可 排 成 下 面 一 个 图 : 





这 样 , 某 个 数码 出 现 , 依 图 中 箭头 所 指 即 下 面 出 现 的 数码 ， 

显然 ,在 两 千 位 数 araz…aioscz0o 中 ， 

42000 = 7， aig99 = 1， aleo8 = S$， al9%y = 8, cloo = 06， 
从 1996 位 开始 的 前 1996 位 即 从 ai 一 ales = 6 位 都 是 在 6 一 9 一 2 一 
3 一 4 一 6 一 9 一 … 中 循环 , 且 每 五 个 数 为 一 个 循环 节 . 

所 以 这 2000 位 数 的 所 有 数码 之 和 为 

(6+9+2+3+4).399+(6+8+5+1+7) 

= 24. 399 + 27 

= 3.(8.399+9). 

因此 这 个 两 千 位 数 是 3 的 倍数 , 当然 是 一 个 合 数 . 

9.24 ”判断 一 个 正 整数 能 否 被 7 整除, 可 采用 “ 割 尾 法 ”, 如 对 
2527 制 掉 末 位 数码 7 得 到 252, 再 从 252 中 减 去 被 割 掉 的 末 位 数码 7 的 
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2 倍 得 到 238 ,这 称 为 一 次 “ 割 尾 ” ,对 238 再 进行 一 次 " 割 尾 " 得 到 7, 显 
然 7 是 7 的 倍数 ,从 而 2527 可 被 7 整除 . 
试 证 明 一 个 正 整 数 能 被 7 整除 的 充分 必要 条 件 是 对 该 数 进 行 有 限 


次 “ 制 尾 ” 所 得 到 的 数 能 被 7 整除 . 
(中 国 河北 省 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 


[证 1] 设 正 整 数 为 
A = an_14n-2°"*a140; 
: 天 一 上 
即 A = 10"1a,1+10" ?a 2+ +10a1+ao= >a: 107. 
i=0 
经 过 一 次 “ 割 尾 " 后 ,A 变 为 


n—1 


A = Ya; :10 — 2ao0, 斤 第 
显然 有 
10A’ = A — 21ao. 
由 (7,10) = 1 知 , 若 71A 必 有 和 
71A.. 
反之 ,车 71A', 必 有 
71A. 
从 而 本 题 得 证 . 


[证 2] 设 正 整 数 为 A = a,a,_1…azal. 则 

SA = S.aa iaaal 
= $5. (aa -az 10+ a1) 
=S:. (9.aa eaz+3al)+S (aa ay — 2a1) 
三 3. (2. aa ra- 4a1) + 5 (aa az 一 2ai) 
=10° (ai az ~ 2a1) + (02 62 ~ 2a1) 
15°: (aa az 一 2a1) 
三 aa az 一 2a (mod7). 

因此 , 当 7| A 时 ,有 

SA 三 0 (mod7), 
从 而 
aa az 一 2al= 三 0 (mod7). 
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于 是 71ac ia — 2a1. 

反之 ,车 71aas-1…az 一 2a1, 则 715A, 再 由 (5,7) = 1 可 得 

71A. 

于 是 本 题 得 证 . 

9.25 ” 试 证 对 37 的 整除 性 的 下 述 特征 :为 了 判断 一 个 整数 能 奋 被 
37 整除 ,可 以 将 它 自 右 向 左 分 为 小 节 , 每 一 小 节 三 个 数码 ,如 果 所 得 的 
这 些 三 位 数 之 和 可 被 37 整除 ,那么 原来 的 数 就 可 被 37 整除 (这 里 所 说 
的 “三 位 数 " 是 广义 的 ,因为 有 些小 节 可 能 以 0 开头 ,因此 在 事实 上 是 两 
位 数 或 一 位 数 ,而 当 原 来 的 数 的 位 数 不 能 被 3 整除 时 ,最 左边 的 小 节 也 
不 是 三 位 数 )、 

(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 我 们 以 九 位 数 

A = abcdefehi 
为 例 , 对 于 任意 n 位 数 的 证 法 完全 相同 . 

本 题 等 价 于 A 能 被 37 整除 的 充 要 条 件 是 abc + de + ghi 能 被 37 
整除 . 

事实 上 ， 

A = abcdefghi 
=abc .106+ def ,103 + ghi 
=abc . 999999 + def + 999 + (abc + def + ghi) 
由 于 999999 和 999 能 被 37 整除 ,所 以 , 当 且 仅 当 
371 abc + def + ghi 
时 ， 371A. 

9.26 ”如 果 一 个 整数 满足 

(1) 它 的 各 位 数字 都 不 为 0， 

(2) 它 可 以 被 它 的 各 位 数字 和 整除 . 

就 称 该 整数 可 被 其 数字 和 整除 (例如 322 可 被 其 数字 和 整除 ). 

证 明 有 无 限 多 个 可 被 其 数字 和 整除 的 整数 . 

(第 16 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1984 年 ) 

[证 ] 事实 上 ,对 于 任何 自然 数 1, 数 

3 个 














都 是 这 样 的 整数 ,而 这 样 的 整数 有 无 限 多 个 . 
下 面 用 数学 归纳 法 给 予 证 明 . 
(1)n = 1 时 ,111 可 被 其 数字 和 1+1+1= 3 整除 ,结论 成 立 ; 
(2) 假设 n = 时, 数 11…1 可 被 其 数字 和 3* 整除. 
2 个 
那么 当 n = 有 + 1 时 ,由 于 
11::51 = 100…0100:…1 . 141 
3+ 1 个 座位 35 位 的 个 
它 的 第 一 个 因数 的 数字 和 是 3, 因 而 能 被 3 整除 ,第 二 个 因数 由 归纳 假 
设 能 被 * 整除 ,所 以 这 两 个 因数 的 乘积 可 被 3:+! 整除 . 
从 而 n = 上 + 1 时 结论 成 立 . 
于 是 对 所 有 的 n € NN ,结论 成 立 . 
9.27 ” 设 一 个 整数 被 某 个 数 M(M 关 1) 整除 的 判别 法 则 不 依赖 
于 整数 的 各 位 数码 的 顺序 ,证 明 M 等 于 3 或 9. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1951 年 ) 





总 渤 论 办 二 入 浴 
如 潍 


研究 一 切 形 如 10aja>…a, 的 n + 2 位 数 . 
因为 数码 al ,a;,,… ,a, 的 每 一 个 都 可 以 彼此 无 关 地 取 自 0 到 9 这 
10 个 不 同 的 数码 ,因此 ,所 要 研究 的 数 有 10" 个 连续 的 数 . 
由 于 10”> M, 所 以 这 些 数 中 至 少 可 找到 一 个 数 被 M 整除 . 设 这 
个 数 是 10515,… 5, , 即 
AM | 10616»…b,. 
由 题 设 ,被 M 整除 的 判别 法 则 不 依赖 于 数码 的 顺序 , 则 
MI1DpDp5 01， 
AM | 5 10. 
从 而 M 也 能 整除 它们 的 差 , 即 
M | bib2°%°b,10 — 6516»°%b,01, 
即 AM 1 9. 
于 是 M = 3,9 〈 因 为 M 兴 1). 
妨 一 方面 ,被 3 和 9 整除 的 判别 法 则 只 需 检 验 一 个 数 的 各 位 数码 之 
和 而 与 各 位 数码 的 顺序 无 关 ， 
所 以 M = 3 或 9. 
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9.28 ”自然 数 A 的 十 进 制 表 示 为 aja,-1…ao, 令 
f(A) = 2"a0 十 2 ai + +2a +a， 
记 Ai= f(A), A = AN) (i = 1,2,…,n). 
证 明 (1) 必 有 上 自然数 有 ,使 得 Al = Al. 
(2) 若 A = 19%, 问 上 述 的 As 等 于 多 少 ? 并 说 明理 由 . 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1986 年 ) 
[证 ] (1)n = 0 时 ,对 任意 ,有 z 
A = A. 
当 n = 工时 ,显然 有 A 宇 f(A). 
当 n 之 2 时 ， 
f(A) =2"40 + 2" la + +2a,1+ ao 
27+ 27 1l+.+2+1).9 
=(2"+!— 1).9. 
A 志 10ra, 守 10" = 10. 10"! >9.10"7! 
>9.2 .10"7 ?>90.23.2"2 一 9.25+1 
>9(2 -1) 守 f(A). 
从 而 n 宇 2 时 有 
A > f(A). 
这 就 意味 着 对 A 每 进行 一 次 操作 ,就 变 小 一 次 ,从 而 有 
4 >A4 >A>… 
因此 必 存 在 某 个 &E N, 使 得 


4 < 100. 
若 A 为 两 位 数 , 则 可 设 A = ab = 10a + 6. 
划 Ap+l 一 20 十 a. 


AL 一 AH 一 Oa — 6b. 
显然 , 当 a = 1，65 = 9 时 ， A, = 19, 而 


Ar — Az+1 = 0， 
4 = Axni. 
此 时 问题 已 得 证 . 
知 a 天 1 或 5 和 关 9 则 9a -8>0, 即 
Ax > At 
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此 时 对 Ai 再 进行 一 次 操作 .得 到 4 . 若 Al = 19, 此 时 有 A432 
= Ab 否则 必 可 再 经 过 某 次 操作 得 到 一 位 数 , 记 为 A = a. 于 是 有 
All = Au 

由 以 上 , 必 存 在 自然 数 有 ,使 得 Ai,| = Al. 

(2) 首先 证 明 , 若 10x + y(x 为 正 整 数 ,y 为 非 负 整数 ) 能 被 19 整 
除 , 则 x + 2y 能 被 19 整除 . 

这 是 因为 

lI0z +y= 10(x +2y)— 19y. 

而 (10,19) = 1, 

若 19 1 10x + y, 则 
191x+2y, 





反之, 寿 191xz+2y, 则 1 
19 1 10z 十 vy. 可 章 
因此 , 若 19 14 = aas ao, 则 
19 | rar + 2a0, 
19 1 ac 1a + 2(al + 2a0). 
如 此 下 去 
19 | ay,+2a 1f+…+2 lal + 240 = f(A). 
由 于 A = 19%, 则 
19 | A, 
于 是 I914 = f(A), 


进而 ”Al,A,,… 都 能 被 19 整除 . 
义 由 (1),Al > 4 > … > A, 则 
A; = 19. 
9.29 ”证 明 如 果 正 整数 能 被 99…99 整除 ,那么 在 & 的 十 进 制 记 


法 中 必 有 8 个 以 上 的 数码 不 为 0. 
(第 33 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 由 于 


则 可 把 表示 为 
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k =a, 10% + 110% t+ ar: 10 + ao, 


其 中 ai = 0,1,…,t 一 1) 均 为 9 位 数 ,而 a, 为 不 大 于 9 位 数 ,于 是 


k= allO 1)+a(l0 TD -1)+…+a(l0 -1) 
+ (ata-it+tal+ao). 
由 于 99…9 | 10%7 1,， i= 1,2,.…,t, 
£ 个 9 
并 且 99...9 |， 
£ 个 9 
于 是 gata-t +altao. 


因此 , 关 把 数 & 按 从 右 向 左 每 9 位 划分 一 个 小 节 , 则 上 & 能 被 99…9 
整除 的 充 要 条 件 是 这 些小 节 的 和 能 被 99…9 整除 . 


如 果 一 个 数 有 的 不 为 0 的 数码 不 多 于 8 个 ,那么 这 些小 节 的 和 不 可 
能 被 99…9 整除 ,因此 , 数 上 下 必 有 8 个 以 上 的 数码 不 为 0. 


9 个 9 
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第 十 章 “十进制 记 数 法 


10*1 将 下 面 除法 算式 中 的 “※” 号 换 成 适当 的 数码 : 
※ 8 六 : 
淡淡 )※※※※※ 
一 )※※※ 
-) 炎 ※※ 
-)※※※ 


0 


(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 由 于 除数 乘 以 8 得 两 位 数 , 可 知 除数 不 大 于 12， 

又 由 除数 乘 以 商 的 首位 数 与 末 位 数 均 得 三 位 数 , 可 知 除数 不 小 于 
12. 

因此 ,除数 是 12. 

而 由 12 乘 以 商 的 首位 数 与 未 位 数 均 得 三 位 数 可 知 ,其 首位 数 与 未 
位 数 均 为 9. 

因此 商 为 989. 

被 除数 为 12 . 989 = 11868. 

具体 算式 是 
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注 机 冰 


989 


12)11868 
108 


10.2 下面 是 一 个 八 位 数 除 以 一 个 三 位 数 的 算式 , 试 求 商 ,并 说 
明理 由 . 


※ 汉 ※ ) 汉 ※※※※※※ 8 
※※ 泣 


迷 淡淡 迷 
※ 兴 ※ 


淡泊 淡 演 
※※※※ 


0 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 给 原 式 的 ※ 号 标 以 字母 
7 y2 3 V4 Ys 


| 太 2 x3 ) al Q2 Ud3 CQ4 ds U6 47 8 
5 b2 63 


C1 C2 CS dg 


dl d2 d; 


el €2 QT7 8 
el ec CI7 8 


0 
上 式 中 所 有 字母 都 表示 0,1,2,…,9 这 十 个 数码 中 的 一 个 , 且 下 标 
为 1 的 字母 都 不 为 0. 
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(1) 因为 在 第 一 次 试 商 7 后 ,同时 移 下 二 位 数码 asak ,说 明 ciczas 
< TI1X2T3; 所 以 y， = 0, 同 理 y = 0. 

(2) 四 位 数 a1a24a3a4 与 三 位 数 516253 之 差 为 二 位 数 c1c2, 只 有 在 
a = 1，a2 = 0，61 = 9, 且 a3a4 < 5263 时 才 行 ,否则 其 差 必 为 三 位 数 . 

同 理 ,c = 1，c = 0， di=9, asa6 < dd3. 

(3) 因为 c= 0, 所 以 a4 = 5b3, 又 因为 ci; = 1, 而 a3a4 < 0203，, 所 
以 有 a3 < 5b;. 这 样 有 1a3 - 5 = 1, 所 以 a3 = 0，b2 = 9. 

(4) 因为 7 xiz2z3 = b1b2b3 = 9903, 所 以 zi = 1， 2 = 4, 否 
则 若 x 实 2 或 者 zl = 1， zy 宇 5 时 ，7 rixrzzs 为 四 位 数 .又 
= 1， zx 和 3 时 ,7 .xizaz3s < 980. 

由 7.147z3 = 9963, 即 7. (140 + zx3) = 990 + 6b3, 所 以 7. x3 = 
10 + 653, 于 是 x3 = 2， 6b3 = 4, 从 而 as = 23 = 4. 

(5) 因为 7. 142 = 994, 而 ys* 142 是 四 位 数 , 所 以 ys 守 8, 即 ys = 
8 或 9, 而 因为 ys， 142 的 末 位 数 必须 是 8, 所 LK ys = 9. 

(6) 因为 e1e2a7 < ziz2z3, 所 以 el = 1. 

由 1as - d = el = 1 ,不 论 as 为 何 数 ,d, 必须 是 9. 

由 y3* ziz2z3 = did2d3, 即 y3* 142 = 99d3, 所 以 六 =7， da 
= 4. 

(7) 由 eieza78 = 9 . 142 = 1278, 所 以 e; = 2，ay = 7, 从 而 
cicrasa6 = did2d3+ ele2 = 994+12= 1006, 所 以 as =0，a6 = 6. 


所 以 商 为 70709. 
原 式 为 
70709 
142) 10040678 
994 
1006 
994 
1278 
1278 
0 
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10.3 ” 试 求 满足 下 列 条 件 的 六 位 整数 abcdef， abcdef .3 = 
efabcd. 这 里 a,5b,c,d,e,f 表 示 不 同 的 数码 ,有 目 a,e 关 0. 
(中 国 湖北 省 武汉 市 数学 夏令 营 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 abcd = +， ef = y. 由 题 意 
(100z + y) .3 = 10000y + x， 


好 23x = 769y. 
因为 (23,769) = 1,， 
所 以 可 设 X= T7069k, vy = 23k. 


由 于 y 是 二 位 整数 ,所 以 & 只 能 取 1,2,3,4. 

k= 1 时 ， x = 769 不 是 四 位 数 . 

k=2 时 ， y= 46，x = 1538, 即 133846; 

k=3 时 ，y = 69， x = 2307, 即 230769， 

k=4 时 ，y = 92， x 二 3076, 即 307692. 

所 求 六 位 数 为 153846,230769 和 307692. 

10.4 ” 求 适合 等 式 x5 . 3yz = 7850 中 的 数码 rz ,y, xz. 
(第 13 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 由 于 5.400 = 2000 < 7850, 则 工 夭 0. 

因为 317850, 则 zz 关 ]，x 关 4. 

又 因为 717850, 则 渡头 3. 


当 x 守 5 时 ， 
Xx5+: 3yz 守 55. 300 > 10000 > 7850. 
所 以 x 关 5,6,7,8,9. 
于 是 只 有 x = 2, 这 时 有 等 式 
25 . 314 = 7850. 
即 T=2, y=1, z=4. 
10.5 若 数 码 MX 和 YY 互 不 相同 , 且 等 式 一 总 > = 


一 过 对 任意 的 ”之 1( 这 里 的 x 是 MX…XY 中 XX 的 个 数 ， 


XM… MY 中 NM 的 个 数 ) 都 成 立 . 求 M XX、Y. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
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[ 解 ] 设 A = 1021 有 8 = 11…10, 则 给 定 的 等 式 可 改写 为 


:个 ] 


(MA + XB+ Y)(10X + Y)}= (XA + MB+ Y)(I10M+ Y) 
经 整理 得 
AY(M— X) = B(10X+10M+ Y)(M - X)+10Y(M - X). 

因为 M 关头 , 则 可 将 上 式 两 边 约 去 M -~ X ,得 
AY = B(I0X + 10M + Y) + 10Y, 
Y(A—B-10)= 10B(X+ M). 

由 于 A = 9B + 10, 则 上 式 又 可 化 为 
8BY = 10B(X + M), 








即 4Y = 5S(X+ M). 
由 此 可 知 ， Y 能 被 5 整除 ,又 显然 Y 关 0. 
于 是 Y = 5. 
从 而 X+M=4. 
又 XM, 
所 以 X=3, M=1, 
或 X=1, M=3, 
或 X=0,， M=4, 
或 X=4, M=0. 
因此 给 定 的 等 式 为 
311…15 ”133…35 
35 15 ， 
400… 44…4 
或 全 5 


10.:6 “如果 相同 的 字母 代表 相同 的 数字 , 试 破译 数字 谜 ， 

44.4B = CDEF, CC .CEF = CDEF. 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 由 于 CEF 之 C:.10, CDEF < (C+1).10. 
所 以 有 

(C+1).1% > CC.CEF>CC.C.10= CC.11:.10. 

(C+1).10>110. 

满足 此 不 等 式 的 解 为 


Ss—3 V15 
1 ~ 








Cc < 543 5 
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由 C 是 1,2,…,9 中 的 一 个 数码 ,所 以 C 只 能 得 1. 此 时 第 二 个 等 式 


11 . 1EF = 1DEF. 
即 11 + (100 + 10E + F) = 1000 + 100D + 10E + F 
经 整理 得 10 + 10E + F = 10D. 
于 是 可 得 下 是 10 的 倍数 ,因而 下 = 0. 
则 第 一 个 等 式 为 
AA . AB = 1DE0. 
因而 A 和 8B 中 一 个 是 5 而 男 一 个 是 偶数 ,或 A = 0 或 B= 0. 
若 A = 5, 则 
55 . 5B 守 55. 50 = 2750 > 1DE0. 
所 以 A 关 5. 
若 B= 5， A 是 偶数 ,这 时 有 
~ 11.:A.:AS= AA.ASs= 1DE0= 11.1EF, 
即 A.A5= 1EF= 1E0. 
由 于 在 4 和 2 时 ， A .A5 < 100， 
在 A 宇 5 时 ， 4.A45 > 200. 


| 


于 是 2<A<S. 
则 偶数 A = 4. 
因而 第 一 个 等 式 为 

44. 45 = 1DE0 = 1980. 
从 而 D=9, E=8. 
所 以 这 个 数 谜 的 一 组 解 为 

44 . 45 = 1980， 

11 . 180 = 1980. 


显然 A 关 0, 若 B= 0, 则 
ll .A.AO0= 1DE0 = 11. 18E0, 
即 A* = 1E, 
故 A=4,， EE=6,，D=7. 
此 时 ,这 个 数 谜 的 另 一 组 解 是 
44. 40 = 1760， 
11 . 160 = 1760. 
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综 上 ,这 个 数 诺 有 两 组 解 . 
10.7 设 工 与 y 是 两 个 有 两 位 数码 的 自然 数 , 且 x < yy. 乘积 zy 
是 一 个 有 四 位 数码 的 自然 数 .首位 数 是 2, 如 果 把 这 个 首位 数 2 去 掉 , 剩 
下 的 数 正好 是 x+ y, 例 如 z = 30,y = 70, 除 此 之 外 还 有 一 组 数 具有 上 
述 性 质 , 试 求 出 这 两 个 数 . 
(荷兰 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 Ty = 2000+x+y, 
有 (x— 1)(y-1)= 200]1 = 3.:23.29. 
由 于 zx 和 y 都 是 两 位 数 , 则 有 
(rt—1)(y—1) = 29.69, 
(x— 1)(y—1)= 23.87, 


一 1 = 29, -1 = 23， 第 

y—1= 69， y—1= 87. : 
解 得 T= 30，y 三 70, 或 x = 24,， y= 88. 记 
10.8 ”在 一 种 游戏 中 , “魔术 师 ” 请 一 个 人 随意 想 一 个 三 位 数 。 | 娄 


abc (其 中 a ,b,c 依次 是 这 个 数 的 各 个 数位 上 的 10 进 制 数字 ) ,并 请 此 
人 选 出 5 个 数 acb，bac ，bca ，cab 和 和 cba , 求 出 这 5 个 数 的 和 N ,把 和 N 
告诉 “ 订 术 师 ”, 于 是 , “魔术 师 ” 就 可 以 说 出 这 个 人 所 想 的 数 (abc ). 现 
在 设 N = 3194. 请 你 做 “魔术 师 ”, 求 出 数 abc 来 . 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 于 
aec 二 
= abc + acb + bac + bca + cab + Ba 
= 222(a + b+ce). 
所 以 应 该 寻找 一 个 222 的 倍数 222& ,使 它 大 于 N( 因 为 abc 关 0)， 
而 小 于 N + 1000( 因 为 abc 是 三 位 数 ), 并 且 222k - N 的 各 位 数字 之 和 
是 上 ,这 样 一 来 ,222k - N 就 是 所 求 的 解 (abc ). 
即 N < 222k < N + 1000. 
因为 N = 3194, 而 
14:222 < 3194 < 3194 + 1000 < 19 . 222. 
于 是 上 & 可 能 的 取 值 为 15,16,17,18. 
下 面 逐 一 输 算 .由 于 
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次 机 机 


222，15 -~ 3194 = 136 的 各 位 数字 之 和 为 10 关 15， 

222 . 16 - 3194 = 358 的 各 位 数字 之 和 为 16 = 16， 

222 . 17 -~ 3194 = 580 的 各 位 数字 之 和 为 13 关 17， 

222. 18 一 3194 = 802 的 各 位 数字 之 和 为 10 关 18. 

于 是 k= 16. 

所 求 的 (apc ) 为 

222 . 16 - 3194 = 358. 

10.9 ”一 个 两 位 数 除 以 它 的 反 序 数 所 得 的 商 恰 等 于 余数 , 求 这 个 

两 位 数 . : 
(中国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 这 个 两 位 数 为 a = 10x + y, 则 其 反 序数 为 10y + ,其 中 

lrE9, 0KyE9, r,y€Z. 


由 题 意 得 
I0z+y= (lO0y+7x)aqg+g, gEN. 
即 (10—- a)x - (l0g ~ 1)y= 9. OD 
(1) 当 4g = 工时 ,@ 式 化 为 9r -9y = 1. 
不 可 能 成 立 ; 
(2) 当 g = 2 时 ,中 式 化 为 8x - 19y = 2. 
于 是 y 是 偶数 . 


当 y = 二 2 时 ,x =5, 此 时 a = 52. 

当 y = 4,8 时 ,等 式 右边 不 能 被 4 整除 ,而 左边 能 被 4 整除 ,不 可 能 
有 人 解 . 

当 y = 6 时 , 易 验 证 ,不 可 能 有 人 解 . 

从 而 , 当 g = 2 时 ， a = 52. 

(3) 当 g = 3 时 ,@ 式 化 为 


7 一 29y=3. 
当 y 达 2 时 ,x 不 是 整数 . 
当 y 之 3 时 ， 1x7 =29y+3 守 90， > 10. 


所 以 ,gq = 3 时 ,无 解 . 
(4) 当 g = 4 时 ,@ 式 化 为 
6x ~ 39y = 4. 
此 式 左边 能 被 3 整除 ,而 右边 不 能 被 3 整除 ,所 以 不 可 能 有 整数 解 . 
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(5) 当 g 实 5 时 ,有 
Sr 字 (10 ~- gq)zx 
=(l0g ~- 1l)y+g 
之 49y 二 g. 
若 y 宇 1,; 则 5x 实 49y+ 9g 宇 54, 从 而 x > 10, 这 不 可 能 . 
若 y = 0, 则 由 中 得 
qg = (10--9) 六 之 10- 9. 
得 x 二 1，g= 5 或 x = 4，9 = 8, 此 时 也 不 可 能 . 
综合 以 上 ,本 题 只 有 一 解 a = 52. 
10.10 ”已 知 四 位 数 满足 下 列 条 件 : 
(1) 若 同时 将 其 个 位 数字 与 百 位 数字 , 十 位 数字 与 千 位 数字 的 位 
置 互 换 , 则 其 数值 增加 5940; 
(2) 除 以 9 余 8. 
求 这 些 四 位 数 中 的 最 小 奇数 . 
(中 国 山 东 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 】 因为 位 置 互 换 后 增加 的 数 为 5940, 其 个 位 是 0, 所 以 这 个 四 
”位 数 的 个 位 数 与 百 位 数 相同 . 
设 这 个 四 位 数 为 ”albcb = 1000a + 1006 + 10c + 5. 
由 题 意 有 
(1000c + 1002 + 10a + 58) — (1000a + 1006 + 10c + 25) 
= 5940. 
即 990(c - a) = 5940, 
c—a=6. 
因为 要 求 最 小 奇数 , 则 < 尽量 取 最 小 正 整数 ,我 们 取 a = 1, 则 c= 
7. 
此 时 a +c = 8, 又 该 四 位 数 被 9 除 余 8, 所 以 a+5+c+t+5 被 9 除 
余 8, 从 而 25 能 被 9 整除 . 


于 是 b= 9 或 b= 0. 
义 因 为 所 求 的 数 是 奇数 ,所 以 5 = 9. 
即 所 求 的 四 位 数 为 1979. 


10.11 阁 a,b,c,d,e,f,p,g 是 阿拉 伯 数 字 , 有 日 5>c>d>a. 
四 位 数 cdab 与 abcd 之 差 是 一 个 形 如 pgef 的 四 位 数 , 若 ef 是 一 个 完全 平 
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方 数 , pg 不 能 被 5 整除 . 试 求 四 位 数 abcd ,并 简 述 理由 . 
(中 国 北京 市 初中 三 年 级 数学 竞赛 ,1983 年 ) 


[ 解 ] paef 
= cdab - abcd 
= (cd :10+ab)- (ab .10+ ca) 
= 99(cd ~ ab), 
即 pa * 100 + ef = 99(cd - ab). 
99. pg + (pg + ef) = 99(cd ~ ab). 
于 是 99 | (pa + ef). 
但 由 ef 是 一 个 完全 平方 数 知 
ef 81, 
则 0 < pq + ef < 181. 
于 是 pq + ef = 99. 
由 于 pg 不 是 5 的 倍数 , 则 gq 关 0 和 5, 因 此 了 f 关 9 和 4. 
由 cdab ~ abcd = pgef, b>c>d. 
所 以 个 位 数 f=6-4d 之 2. 
因此 完全 平方 数 ef 的 个 位 数 只 能 取 5 或 取 6. 
注意 减法 的 竖 式 
c d a 5b 
~)a pc 过 
paqre 


中 ,因为 5>c>4d>4a, 可 知 c 过 8，a 实 1. 所 以 ca 过 7. 

但 在 百 位 上 a < 6, 作 减法 时 要 向 千 位 借 1, 所 以 
lp=(c-1)-a7-1=6. 

但 由 pg + ef = 99 可 知 

e 之 9- 记 之 9-6=3. 

于 是 可 知 两 位 的 平方 数 ef = 36. 

即 paef = 6336. 

这 时 ,在 cdab - apcd = 6336 的 竖 式 运算 中 ,显然 有 
b—-d=6, c-a=7. 

再 由 65>c>4qd >a, 只 能 有 
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c=8, a=1, b=9, d=3. 
所 以 所 求 的 数 为 
abcd = 1983. 
10.12 ”一 个 自然 数 减 去 45 后 是 一 个 完全 平方 数 ,这 个 目 然 数 加 
上 44, 仍 是 一 个 完全 平方 数 . 试 求 这 个 自然 数 . 
(中 国 北 京 市 初中 三 年 级 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 这 个 日 然 数 为 x , 依 题 意 可 得 


rT—45= m’, OD 
T+44= 7 © 
其 中 m,n 都 是 目 然 数 . 
由 由 和 多 消 去 zx 得 
n ~ mn’ = 89, 
即 (no mnt+m) = 89. GB) 


由 外 ,名 可知 ,n > mm, 又 89 是 素数 ,因而 由 地 可 得 


1 一 ?一 1]|， 


n+m = 89. 
解 得 n 二 45. 
于 是 X= 45°—44= 1981. 
所 求 的 自然 数 为 1981. 





10.13 ”有 形式 为 41a2436162634a142a3 的 九 位 数 ,等 于 5 个 素数 
积 的 平方 , 且 616263 = 2 alazai 《ai 关 0), 求 此 九 位 数 . 
(中 国 陕西 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 因为 516263 = 2 aitaza3, 即 
b1* 10° + 6 10+6b3 = 2a1: 10 + 2a,. 10+ 2a;, 
设 ”= arazabiD2b3arazas. 内 
n= al 10 +az .10 7 + as* 10 + 2al! * 105 + 2a, + 104 
+2a3. 10 +al 10 +az，10+as 
= al ,10(106+2.109+1)+a .10006+2 .103 + 了 
+a3i(106+2.103+1) 
= (al':10+az' 10+a3)(10 +2.103+1) 
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ee 江 潍 


一 did203 " 1002001. 


又 因为 1002001 = (1001) = (7 .11 .13) 
所 以 n = alaaaig “72 .112 .132. 
由 已 知 条 件 知 ,ala2a3 一 定 是 两 个 素数 的 积 的 平方 . 
因为 ai 天 0， bi66b3 < 1000, 

所 以 100 < cjaza3 < 500, 

即 10 < Vaiazas < 23. 


在 {10,11,12,13,…,21,22,23| 中 , 仅 有 
10=2.5, 14=2.7, 1$=3.5, 
21=3.7, 22=2.11. 


可 以 写成 两 个 素数 的 积 的 形式 . 
显然 ,不 能 取 14,21,22 ,否则 在 n 中 出 现 74 ,114 ,不合 题 意 . 
所 以 YY Id203 一 10 或 13. 


aiaza3 = 100 或 aliasai = 225. 
bib2b3 = 200 或 616b26b3 = 450. 
于 是 所 求 九 位 数 为 100200100 或 225450225. 
10.14 ” 求 所 有 这 样 的 四 位 数 , 在 这 样 的 四 位 数 的 左边 写 上 400 后 
是 整数 的 平方 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 设 abcd 是 所 求 的 四 位 数 . 
由 于 数 400abcd 是 七 位 数 , 并 且 是 完全 平方 数 , 则 可 以 表示 为 如 下 
形式 : 
400abd = (20 ). 
将 此 方程 改写 为 
400 . 104 + abcd = (20 . 102 + 107 + m)?, 
400 . 104 + abcd = 400 . 104 + 4000(107 + m) + (10L + n1)2, 
Bh abcd = 4000(107 + m) + (107 + m)?. 中 
由 于 7,m € 10,1,2,…,9|. 
若 ! 之 二 则 
4000(101 + m) 宇 4. 104 
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此 时 名 式 不 可 能 成 立 . 
于 是 / = 0. 
同 理 mm 宇 3, 则 有 4000m 12000 
也 超过 四 位 数 , 于 是 0 之 mm 志 2. 
当 !/=0， 和 = 工时 ,有 
2001* = 4004001. 
当 1 =0，m = 2 时 ,有 
20022 = 4008004. 
因而 所 求 的 四 位 数 为 4001 和 8004. 
10.15 ” 求 所 有 满足 下 述 条 件 的 两 个 自然 数 :它们 的 乘积 是 一 个 
三 位 数 , 而 和 是 一 个 两 位 数字 相同 的 二 位 数 . 
z (基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 设 满足 条 件 的 两 个 自然 数 为 m,n , 依 题 设 有 
100 才 m:n 999 
m+n= 1lk, 2 过 k<9 





0 
© 
人 代入 由 可 得 
100 _ 999 
11k 1 入， ， 
2 ,100 nn | 999 
ll + 11n SS1T+itw， 
| 2 ，100 2 二 22 
于 是 在 2 之 wn 之 97, 以 及 | 至 + 10 | + 1<k 扩 [二 +299 | 目 


上 志 9 时 , 数 对 (m,n) = (11k - n,n) 都 满足 题目 的 条 件 . 

10.16 ”有 一 个 五 位 正 奇 数 z, 将 xz 中 的 所 有 2 都 换 成 5, 所 有 5 都 
换 成 2, 其 他 数字 不 变 , 得 到 一 个 新 的 五 位 数 , 记 作 y. 若 x 和 y 满 足 等 式 
y 二 2(x + 1), 那 么 x 等 于 多 少 ? 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 

[ 解 1] 因为 y > 2z, 所 以 y 的 万 位 数 大 于 zx 的 万 位 数 ,而 同一 数 
位 上 的 不 同 数码 只 能 是 2 和 5. 

所 以 由 x 和 y 的 万 位 数 不 同 可 知 ,z 的 万 位 数 是 2,y 的 万 位 数 是 5. 

设 x = 2abcd =2.104+10 .aa+102.5+10.c+d 

y= 5abcd =5.104+10 .a +102.6 +10.c +d. 
这 里 a 和 a ,5b 和 6b',c 和 c,d 和 4' 分别 是 2 与 5 或 5 与 2 或 其 他 
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相同 的 数码 
z 代入 y = 2(xz + 1), 并 整理 得 
9998 = 10;(2¢4 -ca )+10°(2b -6 )+10(2c-c)+(2d4—d') 
当 a = a 时 ， 2a—-a = 4d; 
当 w 兰 ci 时 ,2a -ao = 二 2.'5~2=8 或 2.2-5=-1. 
因此 , 千 位 数 只 能 是 a = a = 9. 
同 理 可 推出 b=b =9,， c=c =9, d=5, d =2. 


即 + = 29995, y = 59992. 
经 检验 2(xz + 1) = 2(29995 + 1) = 59992. 
所 以 过 = 29995. 


[ 解 2] 首先 z 的 万 位 数 显 然 是 2, 从 而 y 的 万 位 数 必 然 是 $. 

其 次 ,xz 的 千 位 数 必 大 于 ,但 百 位 数 匀 2 后 至 多 进 1 到 千 位 ,这 样 
千 位 数 只 能 是 9, 依 此 类 推 得 到 x 的 前 四 位 数 依 次 是 2,9,9,9. 

x 的 个 位 数 只 能 是 1,3,5,7,9. 经 检验 ,x 的 个 位 只 能 是 5, 所 以 x 
是 29995. 

10.17 ”一 张 公 共 汽 车 票 的 号 码 是 六 位 数 , 如 果 它 的 号 码 的 前 三 
位 数 之 和 等 于 末 三 位 数 之 和 .就 称 这 张 车 票 是 “幸运 车 票 ”试问 :应 当 
从 车 票 预 售 处 买 出 多 少 张 连 号 的 车 票 ,才能 确保 其 中 至 少 有 一 张 * 幸 运 
车 票 ”? 

(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 买 出 1001 张 连 号 车 票 就 能 确保 其 中 至 少 有 一 张 * 幸 运 车 

事实 上 ,如 果 所 买 的 连 号 车 票 不 超过 1000 张 ,那么 当 所 买 车 票 的 
最 小 号 码 是 000001 时 ,其 中 不 可 能 有 “幸运 车 票 ”. 

如 果 买 了 1001 张 连 号 车 票 , 并 设 其 中 最 小 号 码 为 zyza&k， zy 
z,a,b,c E10,1,…,91 .那么 当 z 和 关 9 时 ,最 大 号 码 为 zy(z + 1)apc. 
这 样 , 当 abc 和 zyz 时 , ryzryz 就 在 所 买 的 票 中 , 当 abc > x 时 ， 
zy(z 十 1)ry(z + 1) 就 在 所 买 的 票 中 . 

如 果 > = 9，y 关 9, 那么 当 最 小 号 码 为 xyzabc 时 ,最 大 号 码 为 
x(y + 1)0abc ,此 时 可 作 同 样 的 讨论 . 

如 果 .zyz = 999, 那 么 999999 一 定 在 所 买 的 票 中 ， 

由 以 上 ,对 1001 张 连 号 票 一 定 有 一 张 “ 幸 运 车 票 ”. 
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10.18 ”十进制 的 自然 数 a 由 个 相同 的 数码 x 组 成 ,而 数 5 由 
个 相同 的 数码 y 组 成 , 数 c 由 2n 个 相同 的 数码 zx 组 成 .对 于 任何 ?之 2， 
求 出 使 得 a? + 5 = c 成 立 的 数字 zz,y,z. 
(第 20 属 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 得 
(sz) + YY = zy. 





各 时 
一 二 
2 

个 2n 





即 (zz 11151) + y 1 = = 11.1. 
个 个 25 个 
所 以 有 
x 1111)? + y(111) = z .+ (100:…01)(11.…1), 
n 个 nn 个 n 一 1 个 nt 个 
xz.1L1+y= xz:100.01 中 
x 个 x4 一 1 个 
令 x = wv = 10u + vw, u,v E10,1,2,.…,91|. 
这 时 只 式 化 为 
u liI0+u11+y= > 100…01 人 
用 个 万 个 nl 个 
比较 外 式 中 的 十 位 数 . 
外 式 的 右边 的 十 位 数 是 0, 左 边 的 十 位 数 是 w+ v+1-10( 当 w+ 
y 宇 10 时 ) 或 w+wv--10( 当 v+y 志 9 时 )， 
于 是 ut+v= 9 或 wt+v= 10. 
又 因为 ”10u + v= ,于 是 zx? 只 能 是 
0U9 ,30 ,81 ,64. 
即 T= 3,6,9,8. 


当 zx = 3 时 ,可 解 得 y = 2， z= 1,(n 完 2); 

当 x = 6 时 ,可 解 得 y = 8， zz = 4,(n 之 2); 

当 工 = 8 时 ,可 解 得 y = 3，z = 7,(n = 2); 

当 z =9 时 ,无 解 . 

10.19 ”数字 x(x 关 0) 和 y 是 这 样 的 数码 :对 于 任意 的 ”之 1, 数 
ZI TO yy4 都 是 某 个 整数 的 平方 . 求 所 有 的 x+ 和 y. 


(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 先 看 n = 1 的 情形 . 
若 x6y4 = A?, 
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则 A 是 以 2 或 8 为 个 位 数 的 两 位 数 , 且 十 位 数 不 小 于 3. 
考察 322 ,382 ,422 ,482 ,522 ,582 ,622 ,682 ,722 ,782 ,822 ,882 ,92 ,98” 


数 可 知 ,只 有 
682 = 4624, 982 = 9604 
的 百 位 数字 是 6. 
此 时 T=4, y=2, 或 =9, y= 0. 
进而 ,由 


(6::°6 8)° = 4:.4 6 2:.:2 4. 
个 个 xn 个 


(9::°9 8)° = 9.°9 6 0:.:04. 


个 n 








nl 于 个 
可 知 , 只 有 解 

T= 4， x 二 9， 

y = 2,， y= 0. 


10.20 ” 试 求 两 个 不 同 的 自然 数 ,它们 的 算术 平均 数 A 和 几何 平 
均 数 G 都 是 两 位 数 ,其 中 A、G 中 一 个 可 由 另 一 个 交换 个 位 和 十 位 数字 


得 到 . 
(中 国 浙江 省 全 国 初 中 联赛 选拔 考试 ,1992 年 ) 


[ 解 ] 设 所 求 的 两 个 目 然 数 为 x1,x2. 则 


TX!1+ XxX; = 2A, 





XIX = G”. 
从 而 xl 和 x, 是 方程 
六 -24r+G =0 
的 两 个 根 . 即 
2 2 
r= tA -40 A+ VA-G. 


于 是 vA? - G 应 为 自然 数 . 
设 A=10a+5, 则 G = 10b5+a，a,bE€11,2,…,9|. 
A*—-G*= (1l0a+6)- (106+a)? 

=9:.11.(a+b)(a— 6b). 


为 使 VY A G? 为 自然 数 , 则 A? - G? 为 平方 数 . 
于 是 必 有 
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llja+b 或 illa-b. 
由 于 1 和 受 ca -5 所 8, 所 以 11 ta 一 5. 于 是 1114a+5。. 
又 3 过 at+bA9+8= 17. 
于 是 at+b=11. 中 
因此 A?*-G*=9.11?2.: (a 65) 是 完全 平方 数 . 
从 而 a - 6 应 是 完全 平方 数 . . 
由 a—-b= (a+6) -26 = 11- 22, 
则 a 一 5 是 奇 平方 数 . 
再 由 1 过 a -5b 过 9 < 3, 则 
a-b=1:*=1. (人 
解 中 ,多 得 a=6, b=5. | 
于 是 A=65, G= 56. 
Xl 入; 为 98 与 32. 
10.21 ” 求 一 个 四 位 数 , 它 的 前 两 位 数字 及 后 两 位 数字 分 别 相 同 ， 
而 该 数 本 身 等 于 一 个 整数 的 平方 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 设 z 是 所 求 的 数 ,那么 
T= 1000a + 100a + 100D + 
其 中 a,b 是 满足 0< ae 科 9，0 和 过 56 委 9 的 整 效 . 
因为 z= 1i00a+116 = 11(100a4 + 6). 
所 以 z 能 被 11 整除 . 
由 xz 是 一 个 完全 平方 数 , 则 xz 也 能 被 11 整除 . 这样 有 
= il(994+at+6b)= 11 .9a+1l(a + 6b). 
于 是 a + b&b 能 被 11 整除 . | 





因为 0<aw+p 和 18， 
所 以 a+b= 11. 

因此 r= 11’(9a+1). 

于 是 9a + 1 是 一 个 完全 平方 数 . 

设 9a+1= m2. 


由 9a+1 过 82, 则 x 声 9. 
9a = (m+1)(m— 1). 
由 此 乘积 (yx + 1)(m - 1) 能 被 9 整除 ,但 因为 数 m+1 和 m1 
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中 至 多 有 一 个 能 被 3 整除 ,所 以 它们 中 至 多 有 -个 能 被 9 整除 ,又 由 加 
之 9, 所 以 只 能 有 m+ 1 = 9, 从 而 


数 9a = (和 +1)(m 一 1T) = 63. 
于 是 a=7, b=11-a=4. 
从 而 满足 题 意 的 数 为 
7744 = 88*. 


10'22 ” 试 求 出 具有 下 述 性 质 的 最 大 的 5 位 数 A : 它 的 第 4 位 数 大 
于 第 5 位 数 , 第 3 位 数 大 于 第 4 位 和 第 5 位 数 之 和 ,第 2 位 数 大 于 第 3、 
4 和 S$ 位 数 之 和 ,而 首位 数 大 于 其 他 各 位 数 之 和 . 

(第 43 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 设 所 求 的 五 位 数 为 abcde ,其 中 a E {1,2,3,…,9|， Dec， 

d,e € 10,1,2,.…,9|. 


由 题 意 有 
d > e， 
Cc>d+ie, 
b>c+i+dt+tze, 
a>pb+c+i+d+e. 
于 是 a>2(c+d+e)>4(d+e) > 8e. 
因此 e 只 能 为 0 或 1. 
若 e=1, 则 4d 宇 2，c 宇 4，5 守 8，a 之 16, 与 a € 11,2,…， 
91 记 盾 . 
于 是 e=0. 
则 d 之 1，c 字 2，0 之 4，& 二 8. 


为 求 最 大 的 五 位 数 , 取 a = 9, 由 于 < 6, 则 可 取 

b=5, c=2, d=1, e=0. 

即 所 求 的 符合 要 求 的 最 大 的 五 位 数 为 

95210. 

10*:23 有 一 个 千 位 数字 , 百 位 数字 ,十 位 数字 ,个 位 数字 分 别 为 
asb,c dad 的 四 位 数 , 数 字 之 和 为 26,5,4 之 积 的 十 位 数字 等 于 (4 十 5)， 
又 (id ~- c“) 是 2 的 整数 寡 , 求 此 四 位 数 (说 明理 由 ). 

(中 国 黑 龙 江 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 由 题 意 ,有 
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bd = 10(a + c) + e,(e 为 bd 的 个 位 数 ) 


[ametore 
bd -c=2” (mE€ 72). 


因为 0 之 bE9, 0d, 0Zbd 81, 
所 以 1 委 a+c 和 所 8， 
26= (a+c)+(b+a)8+(b+d), 
于 是 bp+d 宕 26-8= 18. 
又 + 过 过 18， 
因此 b+d=18, b=d=9. 
而 atece= 8. 
再 由 bd — c? = 2™, 
得 (9 4 co)(9- 0c) = 2 二 
此 式 仅 当 c = 7 时 成 立 .于 是 a = 1. 放 剖 
所 以 ,所 求 的 四 位 数 为 1979. 本 
法 





10.24 ” 试 求 出 一 切 这 样 的 自然 数 ”它们 使 得 分 数 -和 一 都 
可 以 表示 成 有 限 的 十 进 小 数 . 
(第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 


[ 解 ] ”车 分 数 二 和 -上 可 以 表示 成 有 限 的 十 进 小 数 , 则 必须 








十 1 
n = 2° .9S2， 
n+l]= 2°.54. 
其 中 a ,5,c,ad 为 非 负 整数 . 
从 而 有 2°. 54- 24.50=1. 


当 aa 之 c，5b 达 4d 时 ,有 
2 .$e(2° 4 .Sd 2 -1) = 1. 


2“ . 5? = 1， 
my | 

2c .S41=1. 
由 此 解 得 a=0, b=0, c=1, d=0. 
即 1 一 1]，71+1=2. 


当 c 壕 a， bd 时 ,有 
2° . 55(54-4 24°) = 1. 
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骆 洲 问 


2° .5 = 1 
$4 2“ =1. 
由 此 解 得 c = 0， 4 = 0, 于 是 
5 - 2< = 工 . 中 
下 面 我 们 求 @ 的 所 有 非 负 整数 解 . 
考虑 mod 3, 有 
24* 二 1 (mod3)， 
24+t1l 二 2 ( mod 3). 
其 中 为 非 负 整数 . 
从 而 由 


即 


1 = 54 -2° 汪 24 -2 (mod 3), 
可 知 4 为 奇数 ,a 为 偶数 ,于 是 


2* =5 -1 
= (5 — 1)(S4 1 +5S4 + .+ 1). 
注意 到 5 3 


是 aq 个 奇数 之 和 , 且 是 2 的 因子 ,因此 它 只 能 为 1, 于 是 4d = 1, 从 而 a 
= 2. 

即 中 的 非 负 整数 解 仅 有 a = 2， 4 = 1. 

此 时 n=2*.5=4. 

因此 只 有 n=1 及 n= 4. 

10.25 ” 求 最 小 的 自然 数 , 当 它 的 最 后 一 个 数码 排列 到 第 一 位 时 ， 
它 的 值 增 加 到 原来 的 5 售 . 

(第 13 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 数 为 10y + zx, 其 中 0 所 过 所 9. 
由 题 意 S(10y + zx) = 10"”r + y， 
49y = (10" - 5)x. z 
因为 0 过 x 过 9, 所 以 zz 不 能 被 49 整 除 .于 是 10" -5 能 被 7 整除 . 


于 是 10” ~ 5 = 99995, 

49y = 99995x,， 

73 = 14285x. 
由 于 7+14285， 所 以 x = 7，y = 14285. 
所 求 的 最 小 数 为 142857. 
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10.26 “ 求 最 大 的 完全 平方 数 ,使 得 这 个 完全 平方 数 在 减 去 它 
的 最 后 两 位 数字 后 仍然 是 一 个 完全 平方 数 ( 假 设 所 减 的 数字 不 全 为 
0). 

(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 设 此 数 为 xz*， xz 为 正 整数 .最 后 两 位 数字 为 y， y 为 正 
整数 , 且 0< y << 100， x 减 去 yy 之 后 剩 下 的 数 为 100z*， > 为 正 整 
数 . 


外 题 意 有 z2 = 100z? + YY 

(x — 10z)(x + 10z)= y. 
设 TT— 10 = a, 

r+ 10z = 5b. 


人 人 十 四 _b-a 
得 村 一 2 3» 之 一 20 ， 


为 使 > 最 大 ,必须 b - a 最 大 . 
因为 y = ab 最 多 是 两 位 数 , 所 以 a 和 4 最 大 也 是 两 位 数 ,从 而 








bp—a < 0. 
于 是 z 最 大 为 4. 
此 时 b—-a= 80, b=80+a, 
从 而 于 y= ab= a(80+a). 
由 y < 100 可 知 a(80 + ae) < 100， 
因而 a 三 |. 
于 是 b=81l, y=8l, x=41, z= 16. 


所 求 的 数 为 1681, 它 是 417. 
耕 x>> 41, 则 由 zz 声 4 知 
x’ — 100z’ 守 42° — 1600 > 100. 
于 是 所 求 的 最 大 的 完全 平方 数 是 41 = 1681. 
10.27 ” 求 具 有 下 列 性 质 的 最 小 自然 数 ”: 
(1) 的 个 位 数 是 6; 
(2) 如 果 将 n 的 个 位 数字 6 移 到 其 余 各 位 数字 之 前 ,所 得 的 新 数 
是 的 4 售 . z 
(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 1] 设 所 求 的 自然 数 为 n = 10x +6， 
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其 中 xz 为 自然 数 . 
又 设 n 的 位 数 为 m .由 题 意 有 
6:10”!1+ x = 4(10x + 6), 
13x = 2. 10”-! ~ 8, 
2 .10”! = 13z +8. 
于 是 用 数 200…0 除 以 13 ,直到 出 现 第 一 个 余数 是 8 为 止 ,就 可 以 
得 到 最 小 的 自然 数 xz， 
此 时 可 得 x = 15384. 
因此 ,所 求 的 最 小 自然 数 是 153846. 
[ 解 2] 设 所 求 的 最 小 自然 数 为 


ee 机 器 


由 题 意 有 4n = 6a,C maQ)， 
由 于 ?2 的 个 位 数 是 6, 则 42 的 个 位 数 是 4, 即 ay = 4. 此 时 
由 于 46 .4 = 184, 于 是 4n 的 十 位 数 是 8, 即 a; = 8. 此 时 
7 = amam-1…a4846， 


由 于 846 .4 = 3384, 于 是 42 的 百 位 数 是 3, 即 a = 3. 此 时 
2 = CQ 253846， 
由 于 3846 . 4 = 15384, 于 是 42 的 千 位 数 是 5, 即 cy = 5. 此 时 
n = amam -1…a653846， 
由 于 53846 . 4 = 215384, 于 是 47 的 万 位 数 是 1, 即 cs = 1, 此 时 
n= anam 1…a7133846， 
由 于 133846 . 4 = 615384, 这 时 4n 的 首位 已 出 现 6, 于 是 
4n = 615384, 
n = 153846. 
这 就 是 所 求 的 最 小 自然 数 ”. 
10.28 (了 ) 求 一 切 正 整 数 , 它 的 首位 数字 是 6, 去 掉 这 个 6, 所 成 的 


整数 是 原 整 数 的 3 
(2) 证 明 没有 这 样 的 整数 , 去 掉 它 的 首位 数字 6, 所 成 的 整数 是 原 
整数 的 ae， 
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(第 2 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1970 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 首位 数字 是 6 的 正 整 数 为 
6.107°+m, Om 10”-—1. 
由 题 设 可 得 m = (6* 10” + m)， 
24m = 6. 10”， 
m = 2"* .S57*. 
因此 ,所 求 的 数 具 有 形式 
6. 10”+2"*.5*= 625.10*2, (hn 守 2, n € N). 
即 所 求 的 正 整 数 为 
625 ,6250 ,62500 ,… 
(2) 所 求 的 整数 应 满足 条 件 : 
n = 35(6 ， 102 十 7 ) 
347m = 6 .10” 
177 = 3: 2” .$7”, 
因为 17 是 素数 ,而 17 又 必须 是 3. 2”. 5” 的 因数 ,这 是 不 可 能 的 . 
所 以 符合 题 设 要 求 的 整数 不 存在 . 
10.:29 ” 试 找 出 满足 如 下 性 质 的 最 小 自然 数 : 它 的 首位 数码 是 4， 


但 将 首位 数码 挪 到 末尾 之 后 , 它 的 值 为 原来 的 二 


(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 】 设 所 求 之 数 为 
+= 4abic=4.:10"*+A. 
其 中 A = ab…c 是 一 个 nn 位 数 . 
将 首位 数 移 至 末 位 后 得 到 数 
y= ab…c4= 104 +4. 
根据 题 意 有 4.10"+A4=4(104 +4)， 
即 39A = 4 . 99…96， 
或 13A = 4 . 33…32. 
由 于 (13,4) = 1, 则 33…32 能 被 13 整除 . 
形 如 33…32 能 被 13 整除 的 最 小 值 为 33332. 


因此 A=4. = - 10256. 
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南光 


于 是 所 求 数 z 的 最 小 值 为 410256. 

10.30 “证 明 不 存在 这 样 的 整数 ,把 它 的 首位 数字 移 到 末 位 之 后 ， 
得 到 的 数 是 原 数 的 两 倍 . 

(第 17 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1985 年 ) 

[证 ] 假设 存在 这 样 的 整数 , 设 它 的 首位 数字 为 A ,其 余 各 个 数 
字 组 成 的 数 为 x， x 有 上 位 数字 , 则 原 数 为 A .10*+x. 其 中 A€ 11， 
2,.…,9|. 

将 A 移 到 最 末 一 位 ,所 得 的 数 为 10z + A. 

依 题 意 可 得 Il0z+A=2(4 .10+ 工 )， 

8x = (2. 10* ~ 1)A, 


8zx = 199..9. A. 
个 


因为 (8, 2.10:-1)=1, 
所 以 8 能 整除 A. 
又 因为 AE |!1,2,.…,9|, 
所 以 A=8. 
于 是 得 x = 199…9. 
上 个 
因而 所 求 的 数 为 
8 . 10* + 199...9 = 99...9. 
此 数 显然 不 合 题目 要 求 。 : 
因此 符合 题目 要 求 的 数 不 存 在 . 


10.31 设 是 五 位 数 ( 首 位 数字 不 是 零 ),m 是 由 n 取消 它 的 中 
间 一 位 数字 后 所 成 的 四 位 数 . 试 确定 一 切 n ,使 得 一 是 整数 . 
(第 3 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1971 年 ) 





[ 解 ] 设 n = zxyzuv 
=x*:10+y:1G+z:10+u.10+wv. 
其 中 x,y,z,u,v E10,1,2,…,9|, 且 x 关 0. 
由 题 意 m = zxyuv 
=x:10+y:10+u.10+w, 


设 k= 


Sls 
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我 们 求 n ,使 & 是 整数 . 
考察 n 与 9m 的 差 . 
n—9m=(r:10+y:10G+z.10+u:10+w) 
— (9.10xr+9.10:*y+ 90u +9wv) 
=103x + 10:*y+ 10*z— 80u—8vu>0 
从 而 有 Om < nn, QD 
再 考察 11m 与 7 的 差 . 
llnpm—-n =1l(x: 103+y-: ]0°+u.10+w) 
- (xz:10+y°:10G+z.10+u.:10+wv) 
=10°xz +10y+10°u +10v -10°z>0. 


从 而 有 llm>n. OO) 
由 由 ,人 得 9m<n< lim. 

于 是 n = 10m, k= 10. 

即 .104+y.10+>z .10+uw 10+m 


= 10(z 。 10: + y，102 十 MK 。10+). 
102z = 90u + 9v = 9(10u + v). 
由 于 9 是 10“z 的 约 数 , 且 9 与 10* 互 素 ,所 以 9 是 z 的 约 数 . 
今 > 二 91, 旭 有 
ti。10- = 10u+ vw. 
由 1,w,v € 10,1,2,…,91| 可 知 
u 二 v=t=0. 
因而 z= 9:=0. 
于 是 n = xy000. 
或 记 为 nn 一 a 103， 其 中 10 过 a 过 99. 
10.32 ”在 数 3000003 中 ,应 把 它 的 百 位 数码 0 和 万 位 数码 0 换 成 
什么 数码 ,才能 使 所 得 的 数 能 被 13 整除 ? 
(波兰 数学 竞赛 ,1950 年 ) 
和 疫 所 求 的 数 开 为 + 和 y, 其 中 x,y 满足 0 << x 二 9 0 < 二 
y9, xX,y€EZ. 
并 记 7 = 30x0y03, 则 / 
5M =3.106+r ,104+y .102+3. 
注意 到 10 寺 1 (mod13), 
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10* 圭 3 (mod 13), 

10* 寺 9 (mod 13)， 
m=3*:10+x*.10+y:10+3 
=3z+9y+6 (mod 13) 
二 3(x+3y+2) (mod 13). 


因为 (3,13) = 1, 所 以 为 使 
13 | 7zr， 


因而 


an 


当 且 仅 当 
131x+3y+2. 


由 0 志 xX 志 9，0 达 y 达 9 可 得 
2 三 T+3y+2 38. 
于 是 Xx+3y+2=13 或 xf+3y+2= 26. 


(1) 当 x+3y+2= 13 时 ， 
t+=11-3y 宇 0, 








从 而 y 壹 与， y E€ 10,1,2,3!. 
显然 y 天 0， 于 是 有 三 组 整数 解 : 
X= 2, = 5, X= 8, 
y 二 33， 久 二 了， y= 1. 





(2) 当 x+3y+2=26 时 ， 
0<xr= 3(8- yy) 9, 


从 而 $ 过 yy 扫 8. 
于 是 有 四 组 整数 解 : 
= 9,， 过 二 和， x 二 3， | = 0,， 
y=3, ly=6, ly=7, ly= 











由 (1),(2) 可 得 到 7 组 整数 解 : 
3080103，3050203，3020303，3090503， 


3060603，3030703，3000803. 

求 使 na” 有 k 个 数字 ,hk* 有 7 个 数字 的 所 有 自然 数 n,&， 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 为 确定 起 见 , 设 ”之 下 . 

如 果 mn” 有 上 个 数字 , 则 
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10.33 








10* 1! < n” < 10. OD 
如 果 及 有 nn 个 数字 , 则 
10” ! < p< 10". 2 
由 nn 宇 上 及 可 得 
n” < 10* < 10". 
于 是 mr< 10. 从 而 &<10. 
对 于 & = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 逐一 验证 有 
100 巡 1< 10!，22< 101，3 < 10*， 
4<10, $<10, 6<10, 7 < 10°, 
10" < 8 < 108, 108 < 9 < 10°, 
由 四 ,@ 及 以 上 验算 可 得 
7 一 太 二 1,8 或 9. 


10.34 ” 设 ”是 一 个 正 整数 ,d 是 十 进位 数 中 的 一 个 数码 , 若 R 


= 0. 


所 以 
于 是 


qd25d25d25…, 试 求 nn. 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 】 因为 eT = 0.d25d25d25.…, 
1000 . 8 = d25.d425d25.…, 
A Ne 
1000 . 515 - a15 = 425, 
re 
on ~ 1004 + 25, 


999n = 810(1004g + 25), 
37n = 750(4d + 1). 
由 于 (37,750) = 1, 则 


3714d+1.. 
又 因为 4 € 10,1,2,…,91, 则 4 = 9， 
从 而 n = 750. 
10.35 ”在 十 进位 制 的 表示 中 ,自然 数 
7 二 909…9. 
100 个 
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ee 机 次 


间 nm? 的 表示 中 共有 多 少 个 9. 
(荷兰 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] n = 99.…9 = 10100 —1. 


n; (101% _ 1 
= (10 - 1) -3.100 + 3. 10 
由 于 10 细 -1 有 300 个 9, 当 减 去 3. 10 灾 时 ,前 99 个 9 没 动 ,后 200 
个 9 没 动 . : 
当 再 加 上 3: 10% 时 ,后 100 个 9 没 动 ,前 99 个 9 没 动 ,而 中 间 的 数 
都 不 是 9. 
于 是 ” 的 表示 中 共有 199 个 9. 
10.36 ”证 明 对 任何 自然 数 n ,和 和 数 1+2+… + nn 的 个 位 数码 不 
可 能 是 2,4,7,9. 
(波兰 数学 竞赛 ,1951 年 ) 
[证 1] 如 果 自 然 数 a 和 64 的 个 位 数 分 别 是 c 和 4a, 那么 由 
ab = (10k +c)(10l+d) = 10(10k/ + kd + cl) + ced. 
其 中 和/ 是 非 负 整数 . 
可 得 ,乘积 wb 的 个 位 数 与 乘积 co 的 个 位 数 相等 . 


由 于 1+2+.1 n= (+1) 
2 上 


若 的 个 位 数 依次 为 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 则 nn +1 的 个 位 数 相 
应 为 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0. 

因而 求 n(n + 1) 的 个 位 数 ,只 要 求 n 和 +1 的 个 位 数 的 乘积 即 
可 

因此 n(n + 1) 的 个 位 数 是 0,2,6,2,0,0,2,6,2,0. 

如 果 数 乙 2 的 个 位 数字 是 2,4,7,9, 那 么 n(n + 1) 的 个 位 数 
是 4,8,4,8, 即 不 是 0,2,6. 这 是 不 可 能 的 . 


因此 , 数 开 三 + 的 个 位 数 不 可 能 是 2,4,7,9. 
上 [证 2] 设 S, = 1] +2+… 十 力 , 由 于 


oe kk+1) Ii+1) (kk-()(k+/l+1) 
Sk Si = 2 2 一 ? ， 


因此 , 知 S1&- 7 , 则 $1S. - 3. 我 们 将 圆 分 成 如 图 的 五 个 肩 形 A， 
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B,C,D,E. 一 

沿 着 箭头 的 指示 的 方向 , 依次 在 各 扇形 中 写 2 6 
上 数字 1,2,3,4,5,6,7,8,9,0. /A 

如 果 xm 是 任意 自然 数 ,那么 从 A 开始 , 按 往 头 方 多 5 |. 
向 把 扇形 依次 编号 1,2,3,…, 这 样 自然 数 m 就 落 /NN 
在 第 mm 个 扇形 之 中 . 万 

如 果 两 个 自然 数 相差 5 的 一 个 整数 倍数 , 那 
么 它们 的 个 位 数字 落 在 同一 个 扇形 中 , 这 是 因为 对 一 个 数 增加 5k. 相 
当 于 在 我 们 的 “数字 盘 ” 上 转 了 & 圈 . 和 数 Si=1，S = 1+2， 93 
=1+2+3，S:=1+2+3+4，Ss=1+2+3+4+5 的 个 位 数 
分 别 落 在 A,C,A,E,EF 中 ,五 个 和 数 Se,Sy,Sg,So,Si0 的 个 位 数字 也 
落 在 同样 的 扇形 (顺序 不 变 ) 之 中 ,这 是 因为 这 些 和 数 与 和 数 Si, 5S,， 
S;,S4, Ss 分 别 相差 5 的 整数 倍数 . 类 似 的 结论 对 五 个 和 数 S11, Sj,， 
Si,Si4,Sis 的 个 位 数字 也 成 立 ,如 此 等 等 .因此 ,任何 一 个 和 数 S 的 
个 位 数 也 应 当 落 在 扇形 A ,C,E 中 的 一 个 . 

因此 ,和 数 S; 的 个 位 数 只 能 是 1,6,3,8,0,5 中 的 一 个 . 

于 是 5S, 的 个 位 数 不 可 能 是 2,4,7,9. 

10.37 ”给 定 一 个 数 N, 它 的 各 位 数码 都 不 为 0. 如 果 在 该 数 中 有 
两 个 相 邻 的 相同 数码 ,或 有 两 个 相 邻 的 相同 二 位 数 , 则 可 将 它们 都 删 
去 .此 外 ,也 可 以 在 任何 位 置 上 仍 人 两 个 相同 的 数码 或 两 个 相同 的 二 位 





数 . 证 明 : 综 合 运用 上 述 步骤 ,可 以 由 数 N 得 到 一 个 各 位 数码 都 不 相同 


的 小 于 10” 的 数 . 
(第 39 届 莫 斯 科 数 党 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 我 们 证 明 , 可 以 通过 题目 所 述 的 步 又 来 交换 数 N 中 任何 两 
个 相 邻 数码 的 位 置 . 
设 N 中 的 两 个 相 邻 数码 为 ab. 


在 的 左边 宜人 数 杷 ,在 6 的 右边 通信 数 aa ,这 样 就 得 到 了 数 





a bbabaa*……. 
再 在 上 面 的 数 删 去 两 个 相 邻 的 相同 的 二 位 数 baba ,这 样 就 得 到 了 数 
按照 以 上 方法 可 以 得 到 所 求 的 交换 : 


和 ab — ba 
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由 此 ,我 们 可 以 通过 交换 相 邻 数码 的 位 置 ,产生 两 个 相 邻 的 相同 数 
码 , 并 且 可 以 删 去 这 两 个 相 邻 的 相同 数码 . 

这 样 一 来 ,就 可 以 删 去 N 中 任何 两 个 相同 的 数码 , 而 不 论 它 是 否 
相 邻 . 

于 是 , 当 我 们 删 去 了 相同 的 数码 之 后 ,就 得 到 一 个 各 位 数码 都 不 相 
同 的 数 , 由 于 NN 的 各 位 数码 都 不 为 0, 所 以 这 个 数 不 会 超过 9 位 ,因此 
它 显 然 小 于 10? 

10.38 ” 设 alaz，…,a, 为 个 不 同 的 正 整 数 ,其 十 进 制 表示 中 没 


有 数码 9. 证明 十 二 十 … 十 一 < 30. 
(第 30 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ;1989 年 ) 


[ 解 ] 首位 为 j(1 所 j 志 8) 的 1+ 1 位 数 有 满足 1 .10:< 雪 A， 


从 而 二 二 十 .10-: 
J 


设 各 位 数字 不 为 9 的 /+ 1 位 数 的 集合 为 N,， 
又 设 QQ7, Gy, 中 位 数 最 多 为 p 十 位 , 则 


ll > 1 
< 之 大 


Me 机 涤 


< (+ 六 + 本 + 和 + 十 ) 110 之 30 


10.39 “ 求 具 有 以 下 性 质 的 一 切 三 位 数 A: 用 A 的 数码 的 各 种 重 
排 所 得 到 的 一 切 数 的 算术 平均 值 仍 等 于 A. 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 设 所 求 的 三 位 数 为 A = akc. 
由 题 设 , 有 

abc + acb + bac + bca + cab + cba = 6 abe. 
由 abc = 100a + 106 + c 等 可 得 

222(a + b+ec) = 6(100a + 106 + c). 

即 Ta = 3b + 4c. 
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于 是 7(a ~ 6) = 4(c — 6). 
由 于 ja-bl€ 10,1,2,…,9l， 1c-b1€ 10,1,…,9) 以 及 7 与 








4 互 素 可 得 如 下 方程 组 
a—b=0, la—-bl=4, 
b—-c=0. |Ic-b|l=7. 
对 于 第 一 个 方程 组 有 a = 5 = c, 于 是 可 得 9 个 数 
111，222，333，… ，999. 
对 于 第 一 个 方程 又 可 化 为 
a 一 已 = 4， b—-a= 4, a—b=4, b—-a=4, 
c—-b=7, c—-b=7, bp—-c=7, 上 











由 于 a 一 6 与 c-5 同 号 ,所 以 上 面 四 个 方程 组 中 的 第 二 个 ,第 三 个 
不 成 立 ， 





a—-b=4, 
w 
于 c—-b=7, 
可 得 b=0,1,2. 
此 时 可 得 三 个 三 位 数 407,518,629. 
bp—-a=4, 
对 - | 
了 b—-c=7, 
可 得 b= 7,8,9. 


此 时 可 得 三 个 三 位 数 370 ,481 ,592. 
由 以 上 , 共 得 到 15 个 符合 条 件 的 三 位 数 : 
111,222,333,.… ,999,407,518,629,370,481,592. 

10.40 ” 求 一 切 这 样 的 三 位 数 ,如 果 它 本 身 增加 3, 那 么 它 的 各 位 

数码 之 和 就 减少 到 原来 的 二 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 】 设 这 样 的 三 位 数 为 abc .其 中 a,6b,c € 40,1,2,…,9j，&4a 
关 0. 

显然 c 之 7, 否 则 ,车 c 声 6, 则 abc + 3 的 各 位 数码 之 和 比 原来 的 数 
码 和 多 3( 因 为 没有 进位 ) ,与 题 意 不 符 . 

同时 不 能 有 a = 9 且 5 = 9, 因 为 这 时 当 c 实 7, 把 abc 加 3 之 后 出 
现 进 位 ,其 数码 和 为 (c + 3 - 10) + 1 = c - 6, 由 题 意 有 
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读 (18 + c) = c—06, 


解 得 c= 18， 
这 是 不 可 能 的 . 
若 a <<9，b=9，5c 之 7, 这 时 有 


lat9+te)= (at+1)+0+ (c+3-10). 


a 


2a + 2c = 27. 
此 时 左边 为 偶数 ,右边 为 奇数 ,不 可 能 . 
若 5 之 9，c 实 7, 则 


(a tb+c)=at+(b+1)+(c+3— 10). 


a+b+c=9. 
考虑 到 a 之 1, 则 所 求 的 三 位 数 只 能 是 
117,207, 108. 
10.41 ” 求 这 样 的 三 位 数 , 它 是 它 的 各 位 数码 之 和 的 12 倍 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 三 位 数 为 
abc, ab,c E10,1,2,…,9|, a0. 


根据 题 意 得 l00a + 10b +c = 12(a + 6 + ce). 
2b = 88a ~ 1ic = li(8a — c). 
于 是 有 1115. 
又 因为 0 和 和 9， 则 2 = 0. 
此 时 可 得 c= 8a. 
绸 由 1 委 a 委 9，0 冬 c 迄 9, 则 
a=1, c= 8. 


所 以 满足 题目 要 求 的 三 位 数 为 108. 
10.42 “” 求 满足 sme = (at+D+c)3 的 所 有 三 位 数 abc. 
(中 国 上 海 市 高 二 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 于 ”100 过 a 过 999, 则 : 
100 志 (a+b+c) 999, 
从 而 5at+v+t+c<0. 
当 a+p+c=S 时 ， 
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5 =12 天 (1+2+35). 
当 a + +c=6 时 ， 

6 N16 (2+4146). 
当 a+b+c=7 了 时， 

B= 343 关 (3+4+3). 
当 a+b+c= 8 时 ， 

8 = 512 = (5 + 1 42)3. 
当 a+b+c=9 了 时， 

. 9 = 729 关 (7+2+9). 
于 是 ,所 求 三 位 数 只 有 512. 
10.43 ” 试 求 二 位 数 与 它 的 各 位 数码 之 和 的 比值 的 最 大 值 
(第 17 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 

[ 解 ] 对 于 数 100,200,300,…,900, 与 它 的 各 位 数码 之 和 的 比值 


”是 100. 





我 们 证 明 100 是 比值 的 最 大 值 . 

设 abc 是 不 同 于 100,200,…,900 中 的 任何 一 个 的 三 位 数 ， 
aypicE 10,1,2,…,91，Qa 天 0，20 和 ec 中 至 少 有 一 个 不 等 于 0. 

于 是 abe 的 数码 之 和 a + 56+c 宇 a+1. 


而 abc < {a+1).:100. 
人 
< Cat 1 100 _ 
五 2 


因此 ,三 位 数 和 罗 之 各 0 的 最 大 信息 100, 且 当 该 数 为 
100,200,…,900 时 达到 . 

10.44 ”三 位 数 与 它 的 各 位 数码 的 立方 和 之 差 的 最 大 值 是 多 少 ? 
怎样 的 三 位 数 才 能 达到 上 述 的 最 大 值 ? 这 个 差 的 最 小 正 值 又 是 
多 少 ? 

(第 10 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 设 alc 为 任意 的 三 位 数 ,其 中 a € 11,2,…,9|， b,c E€ 
10,1,2,.…,9}. 

记 flabc) = abc =- (a + b+ 3), 则 

flabc) =100a + 1065+c—-(as+b3+ ec?) 
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=(100a - a3) + (106 一 人 9) +(c 一 后 ). 
= fila)+ Po) + falc). 
其 中 fi(a) = 1004a 一 a?， fp(5) = 1065 一 b3, fal(c)=ec~-e. 
当 且 仅 当 fi(a),f,(5), fs(c) 取 最 大 值 时 ,f(abe) 取得 最 大 值 . 
下 面 计 算 fi(a). 
fi1(1) = 99, fi(2)= 192, fi1(3) = 273, 
f1(4) = 336, f1(5) = 375, /1(6) = 384， 
f1(7) = 357, f1(8) = 288, ff1(9) = 171. 
由 以 上 可 知 ,a = 6 时 ， fi1(a) = 384 最 大 . 
f2(0) =0, £1) =9, £2) =12， 户 (3) = 3， 
f(4) =-24<0, f(b) <0 (p= 4,3,…,9) 
由 以 上 可 知 ,b = 2 时 , f(b5) = 12 最 大 . 
显然 c 之 2 时 ,fs(c) <0. 而 
£3(0) = 0,f3(1) = 0 
因此 , 当 abe = 620 或 621 时 ,f(abe) 取得 最 大 值 ,最 大 值 为 
384 + 12+0 = 396. 
下 面 考虑 f(abc ) 的 最 小 正 值 .由 于 
fila) =100a -as3 
=9gu +(a — a’) 
= 一 99c (a— 1)a(a + 1), 
f(b6) =106- 6b°. 
=9b+ (6b— 6b°) 
=9b — (8 — 1)6(6 + 1), 
cy) = ec- C3 
= (cl1)c(c+1). 
因为 三 个 连续 整数 之 积 能 够 被 3 整除 ,所 以 fi(a)}， fp(6)， 
fs(c) 都 能 被 3 整除 ,从 而 f(abc ) 也 能 被 3 整除 . 
因此 ,f(abe) 的 最 小 正 值 3， 
可 以 验证 : 


半 让 尝 


f(437) = f(474) = f(856) = 3. 
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所 以 F(atc ) 的 最 小 正 值 是 3. 

10.45 用 S(n) 表示 上 自然数 n 的 所 有 数码 之 和 . 

(1) 是 否 存 在 自然 数 ,使 n + S(n) = 1980? 

《2) 证 明 :任何 两 个 连续 自然 数 中 能 有 一 个 表示 成 x + S(n) 的 形 
式 , 其 中 是 某 一 个 自然 数 . 

(第 14 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 j (1) 由 n+ S(n) = 1980 可 知 ,n 是 一 个 四 位 数 ， 

因而 S(n) 36. 

于 是 n 为 19xy 的 形式 . 

由 题 设 有 1900 + 1]0z+y+ (1+9+x+y) = 1980. 


llx +2y = 70. 
于 是 S$ 三 工 世 0. 
又 工 是 偶数 ,所 以 z = 6， y= 2. 
项 n 二 1962. 
有 1962 + S{1962) = 1980. 
(2) 设 S, = S(n)+n. 


如 果 ?的 个 位 数字 是 9, 则 S, < S,. 

如 果 ?2 的 个 位 数字 不 是 9, 则 S,， = S, + 2. 

由 此 ,对 于 任意 自然 数 m > 2, 选 取 最 大 的 N, 使 Sy<m, 且 NN 的 
末 位 数字 不 是 9 , 则 ov+l 之 了 . 

这 样 就 有 Sv = 姑 或 Svl = m+ 1. 于 是 在 mx 和 m+ 1 中 有 一 
个 能 表示 成 S = n + S(n) 的 形式 . 

10.46 ” 求 数 1,2,3,…,10” 一 2,10” -1 的 所 有 数码 之 和 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 把 数 与 10” -1 -mm 对 应 ,由 于 
m+(107—-1—-m)= 10” — 1 = 99…9， 





小 - 


所 以 每 一 对 数 疡 ， 10" - 1 - m 的 各 位 数码 之 和 为 9n. 


取 m= 1,2,…,10" -2, 则 有 < 对 各 位 数码 之 和 为 9 的 数 ， 


Xn = 10”7-] 时 ,只 有 一 个 数 , 它 的 各 位 数码 之 和 为 On. 
于 是 ,1,2,…,10” -2,10” -1 的 所 有 数码 之 和 为 
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Qn: 本 + 9 二 区 37 
孝 10:47 A = 999…9. 求 A? 的 各 位 数码 之 和 . 
论 8I 个 
着 (日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] A2 = (108! — 1)? 
= 10!6 -2 .1050+1 
= 99…:9800…01. 
80 个 
所 以 A* 的 各 位 数码 之 和 为 


9.80+8+1 = 729. 
10.48 ” 求 所 有 的 自然 数 , 它 是 它 的 各 位 数码 之 和 的 11 倍 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 自然 数 为 N,N 是 ”位 数 , 则 


N 宇 10". 
又 设 N 的 各 位 数码 之 和 为 S, 则 
S 二 .97 ， 
由 题 意 N = 11S， 
即 11 .97 之 102 
可 以 证 明 , 在 ?2 衬 4 时 ， 
10” > 99n. 


因此 , 数 N 至 多 为 三 位 数 , 即 n 志 3. 
设 N = abc, 其 中 a,b,c € 10,1,2,…,91. 
于 是 有 方程 
i004 + 106+c= 11(a+b+e), 
89a = b+ 10c. 
因为 6 过 9，c 牵 9, 则 
89a 三 99，a 达 1. 
a 三 0, 则 有 65 = 0，c = 0, 从 而 NN = 0, 不 是 自然 数 , 不 合 题 


b+ 10c = 89. 
由 此 可 得 c=8, b=9. 
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”于 是 本 题 有 惟一 解 : 
N = 198. : 
10.49 ” 求 使 得 十 进 制 数 2" 的 各 位 数码 之 和 等 于 5 的 所 有 自 
然 数 7. 
(第 10 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 不 难 验证 ,满足 题目 要 求 的 ” 的 最 小 值 是 $. 这 是 因为 
2 = 32, 3+2=5. 
下 面 我 们 证 明 , 当 之 6 时 ,任何 n 都 不 满足 题目 的 要 求 . 
因为 2* 的 个 位 数 是 2,4;6,8, 而 22” 的 各 位 数码 之 和 是 5, 所 以 ,个 
位 数 是 6 和 8 的 情况 应 当 排 除 . 
(1) 若 2” 的 个 位 数 是 4, 且 各 位 数码 之 和 是 5, 即 
2” = 100…04 = 4(2500:…0+1) (k 守 1). 


上 个 才 - 上 个 
由 于 8 125 00…0 + 1， 
天 一 个 
则 32 127. 
而 ”之 6 时 ， 32 1 27. 


出 现 矛 盾 . 
(2) 大 2" 的 个 位 数 是 2, 是 各 位 数码 之 和 是 5, 则 它 的 末 几 位 数码 为 
02 ,22 ,012 ,112. 
因为 末 几 位 是 02,22,012 时 ,8 12” 与 n 宇 6 时 ,8 12” 矛盾 . 
当 末 几 位 是 112 时 ， 





若 为 1112 = 2 . 139， 
10112 = 2’ . 79, 
均 不 是 2 的 寡 的 形式 . 
者 为 1 00…0 112 = 10”13 + 112， 


显然 32 1100…0112, 而 32 | 27. 
综合 以 上 ,只 有 7 = 5. 

10.50 给 定 

(1) 目 然 数 系数 的 多 项 式 P(x)， 

(2) 整数 系数 的 多 项 式 P(x). 

用 a, 表示 P(x) 在 十 进 制 记 数 法 中 的 数码 和 
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证 明 存 在 一 个 数 ,这 个 数 在 数列 cl ,a;,…,a;,… 中 出 现 无 数 次 . 
(第 9 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] (1) 我 们 取 多 项 式 P(z) 的 所 有 系数 的 数码 之 和 为 S 
这 个 S 就 是 在 数列 a1 ,a;,…,a,,… 中 出 现 无 数 次 的 数 . 
这 是 因为 ,大 no 是 使 10” 大 于 P(x) 的 所 有 系数 的 数 . 
那么 当 ? 之 20 时， 
总 有 al0" 二 S. 
因而 S 在 ajor, ajow+1,… 中 出 现 . 
(2) 首先 可 以 证 明 , 当 4 > 0 足够 大 时 ,多 项 式 Q(x) = P(x+4d) 
的 所 有 系数 的 符号 与 
P(x) = por” + per + e+ p, 
的 首 项 系数 po 的 符号 相同 . 
这 是 因为 
Q(xr) = P(r+d) 
=po(x td)"”+ plrta)” lt + p, 
= po(x" + Chr ld + + Clrd"! + dq") 
+t pr + Cr d+ + dl)+ + p, 
= gox” + qi(d)x" 十 .十 qn(d). 
其 中 gi(qd) 是 4 的 多 项 式 ,k = 0,1,…,n ,并且 gq (qd) 的 次 数 为 ,是 
首 项 为 poCid*，go = po. 
因此 当 4 > 0 足够 大 的 时 候 , po Ciq* 就 足够 大 ,使 得 每 一 个 g(a ) 
的 符号 与 po 的 符号 相同 . 
于 是 当 4d 足够 大 时 ,P(x + d) = Q(z) 可 以 变 成 自然 数 系数 多 项 
式 , 这 样 就 可 以 用 (1) 的 结果 . 
仍然 设 no 是 使 10% 大 于 Q(x) = P(x + d) 的 所 有 系数 的 数 . 
对 于 任意 nn 宇 n0, 数 Q(10”) = P(10*+q) 的 所 有 数码 之 和 相同 . 
10.51 ”证 明 对 于 任意 自然 数 , 存 在 无 穷 多 个 不 含 数码 0 的 自然 
数 上 (十 进 制 记 数 法 ) ,使 得 1 与 ki 的 数码 和 相同 . 
(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
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[证 ] 记 数 = ac， …a0. 取 = 最 -2 9,(7 > nn). 于 是 


kt = 有 (107” —1) 
= wa (ao 1) 9990(9 a) (9— a 1)(9— al)(1l0— ao) 


六 个 数字 


这 时 ,kt 的 各 位 数码 之 和 为 9m ,与 t 的 各 位 数码 之 和 相同 . 
10.:52 ”证 明 从 任意 39 个 连续 的 目 然 数 中 ,总 能 找到 一 个 数 , 它 的 
各 位 数码 之 和 能 被 11 整除 . 
(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 
第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
证 1 假设 mm 和 人 之 和 能 11 ee 日 oh 
之 和 能 被 11 整除 的 整数 ， 
(1) 车 m= ab…cd, 且 4d 关 0，c 关 9. 则 由 
cf+9= 10ct+a+9-= lI0(c+1)+(a—1) 
于 是 cd + 9 的 数码 之 和 为 c + d 与 cd 的 数码 之 和 相同 . 
因而 mm 与 m+ 9 的 各 位 数码 之 和 相同 , 即 六 + 9 即 为 各 位 数码 之 
和 能 被 11 整除 的 整数 . 
(2) 若 mm = ab…d, 且 4d = 0， CY. 
则 由 cd +29= l0c+29= 10(c +2)+9= (c+2)9. 
于 是 cd + 29 的 各 位 数码 之 和 为 11 + c ,而 cd 的 数码 之 和 为 c+ 0 
因此 mx + 29 的 各 位 数码 之 和 比 mz 的 各 位 数码 之 和 大 11， m++ 
29 即 为 所 求 . 

(3) 车 m= ap…pcd, 且 c = 9. 

这 时 ,给 m 加 上 一 个 不 超过 10 的 正 整数 ,可 以 得 到 一 个 末 两 位 都 
是 0 的 数 m ， 

这 时 +1， mm 二 2，m 十 3，…， pn 十 19, 这 19 个 数 的 各 
位 数字 的 和 中 ,得 到 被 11 除 的 一 切 可 能 的 余数 ,其 中 必 有 一 个 余数 为 
0, 从 而 它 的 各 位 数码 之 和 能 被 11 整除 . 这 个 数 与 六 之 差 不 超过 10 + 
19 = 29, 即 x 之后 不 超过 29 个 数 中 就 存在 一 个 数 满足 要 求 . 

(4) 若 =ab'icd, 有 Bec=8,， d=0. 

这 时 可 以 仿照 (3) 的 方法 , 先 加 20 得 到 一 个 末 两 位 是 0 的 整数 
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9 中 党 


m ,再 考虑 m +1， mm +2 ,…， m +19, 可 得 各 位 数码 之 和 能 被 
11 整除 的 数 , 这 个 数 与 zz 的 差 不 超 过 20 + 19 = 39. 

由 (1),(2),(3),(4) 可 得 在 m 之 后 的 39 个 数 中 一 定 有 一 个 数 , 它 
的 各 位 数码 之 和 能 被 11 整除 . 

[证 2] 设 这 39 个 连续 自然 数 的 集合 为 


[al ya2，…Q19，Q20，…，Q39| 
且 ay=a+1l = 1 2 38. 
考察 这 个 集合 的 前 20 个 数 : 
dl 442, ,419, 0420. 


它们 当中 一 定 有 两 个 数 的 个 位 是 0. 并 且 在 这 两 个 数 中 一 定 有 一 
个 数 的 十 位 数 不 是 9. 设 这 个 个 位 数 是 0, 十 位 数 不 是 9 的 数 为 a;,， 1 
所) 过 20, 于 是 
Ci Ci+tyCi+2 Ci+l0 
这 11 个 连续 自然 数 一 定 在 给 定 的 集合 内 . 
考察 这 11 个 数 的 各 位 数字 之 和 , 记 a 的 各 位 数字 之 和 为 S(a), 则 
显然 
S(aj+1) 一 Sl(a) 十 1， 
S(ai2) = S(a;) + 2, 
S(aro) = S(a;)} + 10. 
由 于 S(a;)， S(a;)+1， S(aj)+2，…， S(a;)+10 是 1 个 
连续 自然 数 ,其 中 必 有 一 个 能 被 11 整除 . 
10.53 ”SS 为 十 进 制 中 至 多 有 nn 个 数码 的 非 负 整数 所 成 的 集 . 5 由 
S 中 那些 数码 之 和 小 于 的 元 素 组 成 ,对 什么 样 的 n, 有 上 存在 ,使 得 
1 SI=21S,1? z 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 对 任 一 位 数 
A= alaas, a; € 10,1,2,…,9|. 


设 n 位 数 B = bby…b,， b=9-a, i= 1,2,…,n, 
则 可 建立 数 A 与 数 B 的 一 一 对 应 
f: A<->B. 
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若 A 的 数字 和 记 为 a(A)，B 的 数字 和 记 为 4(B). 则 有 
d(A)+d(B) = 9n. 
对 于 任意 0 之 上 过 9w，ad(A) < 上 的 充分 必要 条 件 是 


ad(B) > 9n—&k. 
于 是 
| 1A,4(A) < | |=|1 1A,d(A) > | |. 
若 n 为 奇数 , 则 
1A，d(A)= 如 | = 
从 而 仅 对 上 = | 肾 |+ 1 
若 ”为 偶数 ,对 任意 整数 上， 
1SI 关 215S,1. 


10.54 ”证 明 数 的 所 有 数码 之 和 不 大 于 数 8k 的 所 有 数码 之 和 的 
8 倍 . 
数 N 的 各 位 数码 之 和 不 超过 数 5N 的 数码 之 和 的 5 倍 . 
(第 34 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 记 数 x 的 数码 之 和 为 S(x). 
不 难 证 明 , 对 任何 自然 数 A 和 B 都 有 
SC(A+B)< S(A)+ S(B). 由 
下 面 我 们 证 明 : 
S(AB) < SS(A)S(B). 
设 A = ala2…a,, 则 


AB = DaBi0"i 
因此 就 有 
S(AB) < S(> oaB) 
SC(B+B++B). 
B+B++8 
于 是 由 中式 有 
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S(B+B+.+B) SZ Ya * S(B) 
- "= | 
= S(A). S(B). 
因此 S(AB) S(A). 5(B). 
由 多 得 


喀 册 潍 


S(k) = S(1000k) = S(125 . 8k) 
<S(125) . S(8k) 
=8S(8k). 
S(N) =S(I0N) = S(2 . SN) 
<S(32)S(SN) = 5S(5N). 
k= 125，N = 32 时 ,上 述 二 式 的 等 号 成 立 . 
10.55 “” 求 下 面 乘积 的 数码 和 (关于 n 的 函数 ) 
9 .99 .9999 .…-.(102 -1). 
其 中 每 个 因子 的 数码 个 数 等 于 它 前 面 的 因子 的 数码 个 数 的 两 倍 . 
(第 21 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 记 A, = 9.99.9999..….(10? -1). 
先 用 数学 归纳 法 证 明 ;A, 是 2"11 -1 位 数 . 
(1)n = 0 时 ,Ao = 9 是 一 位 数 , 又 201 一 1= 1, 所 以 n = 0 时 , 结 
论 成 立 . 
(2) 设 Al 是 241! 一 1 位 数 . 
那么 nm = 有 + 1 时， 
A = A 10 1)=A.10 -A,. 
由 于 4 是 2 -1 位 数 ,所 以 由 上 式 Ai 是 (241! -1) +241 = 
2(A+1)+1 -] 位 数 . 
从 而 nn = 上 有 + 1 时 ,结论 成 立 . 
即 对 所 有 的 自然 数 n ,总 有 A, 是 2”*1 -1 位 数 . 
设 A, 的 各 位 数码 之 和 为 5S, ,由 于 
A, =4， (102 -1) 


= (A,I 1) “ 102 十 102 一 内 
由 于 A,-1 是 2"—1 位 数 , 故 可 设 
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A, =alaan， 7 三 2 一 1，anv 天 0. 
于 是 有 
S, = (artast+a, —1)+[9+(9—- a)+(9— a)+.…+ 
(9 ~ a,1) + (10 ~ a,,)] 
= 0.2”. 
10.56 ”证 明 当 ”趋向 于 无 穷 时 , 数 1972” 的 数码 之 和 无 限 增长 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1972 年 ) 

[证 ] 我们 证 明 更 一 般 的 结论 : 

车 a 是 偶数 ,而 且 不 是 $ 的 倍数 ,S, 表示 a" 的 各 位 数码 之 和 (nn = 
1,2,…) 则 数列 | S, | 无 限 增 大 . 

设 a” 的 各 位 数码 ,从 右 同 左 依次 为 al,a,,… ,在 这 数列 中 ,下 标 足 
够 大 的 项 都 是 零 , 因 此 





Qa” = a24]. 
因为 已 知 a 不 是 5 的 倍数 ,所 以 ai 关 0, 因 而 a* 也 不 是 5 的 倍数 . 
先 证 明 下 面 一 个 引 理 : 
如 果 1 <j 志 二 0 
那么 数 a” 的 数字 ai+ Ci+2 4i 中 至 少 有 一 个 不 为 零 . 
事实 上 ,如 果 对 某 个 满足 条 件 中 的 自然 数 j, 有 关系 式 





a+l = Qj+2 = "= a4; = 0. 
若 令 c = ai- 42Q1， 
则 有 0 
因此 有 1025 1 a”—e. 
因而 又 有 24% | an 一 c. © 
因为 a 是 偶数 ,所 以 2” | a”,({ 因 为 4; 志 nn). 
由 此 得 24 | a". 


由 关系 式 四 ,时 可 知 2% | c. 

但 227 =16 >10 >c, 所 以 c= 0. 

由 所 设 c 的 末 位 数字 a 关 0, 所 以 引出 蔬 盾 , 引 理 得 证 . 

根据 这 个 引 理 ,在 下 列 各 组 数字 中 ,每 一 组 至 少 各 有 一 个 数字 不 为 
堆 : CQ2yc3yC4， 


CC63C7 CC16， 
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Cl17C18 219， "U04? 
Qatrj yat+2s*'" 42+1 
这 里 7 = 4* 满足 条 件 中 , 即 


人才 证 1， 


k+l 过 log 4 n. 
因此 令 & = [ log4n] -1 于 是 ,上 面 的 &+ 1 个 数列 含有 a” 的 不 
同 数字 ,而 且 每 个 数列 都 含有 非 零 项 .因此 数 we 的 数字 和 S, 不 小 于 有 + 


1 = | loganl]. 

因为 [ log4n] > logsn-l1, 
且 limlogs n 三 00. 

又 因为 S, > {logan], 
所 以 limS, = %. 


10:57 给 定 一 个 29 位 数 7 一 2162…0228629(0 Ra, .9,， al 天 


0, = 1,2,…,29). 已 知 对 于 每 个 上 ,数码 a 都 在 该 数 的 表示 式 中 出 现 


230 次 (例如 aio = 7, 则 数码 ca>0 就 出 现 了 7 次 ). 试 求 x 的 数码 之 和 . 
(第 34 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 以 (A) 表示 其 中 数码 4 的 个 数 . 

则 由 已 知 条 件 可 得 ,如 果 数 码 B,C 处 于 对 称 的 位 置 上 , 则 有 上 (已 ) 
= C,k(C) = B, 例 如 着 aw = 5, 则 a6 出现 5 次 , 即 &(al6) = al = 
5, 若 Qi6 一 7, 则 dl4 出 现 7 次, 即 k(ala) 一 人 16 一 7. 这 样 一 来 , 便 知 这 
些 数码 处 处 都 应 处 于 对 称 的 位 置 上 . 因而 着 有 有 (B) = k(C) 及 B = 
C, 可 立即 推 知 恒 有 (A) = A ,并且 位 于 中 间 位 置 ( 即 第 15 位 ) 上 的 数 
码 应 出 现 奇 数 次 ,而 其 余 的 数码 都 应 出 现 偶数 次 . 

于 是 便 知 x 中 的 数码 个 数 不 超 过 

&(2) + k(4) + £(6) + (8) + £(9) 
=2+4+6+8+9 
= 29. 
再 根据 条 件 便 知 ,数码 恰 有 29 个 . 
这 就 意味 着 ,这 些 数码 恰好 有 2 个 2， 4 个 4， 6 个 6，8 个 8 和 
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9 个 9. 

于 是 z 的 数码 之 和 等 于 

2+4+6+8 + =201. 

10.58 ” 求 出 所 有 的 自然 数 n ,使 得 其 个 位 数 是 4, 而 且 它 的 各 位 

数码 的 平方 和 不 小 于 ?7”. 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 设 n = axar-1…aza14, 其 中 a; € 140,1,2,…,9|， as 关 0. 

由 题 设 可 知 


at +atlt++aft+l6 守 nn > 104. 


由 此 可 得 
k.9+16> a,: 10* > 10*, 
即 81& + 16 > 10*. 
当 & 之 3 时 ， 
10* = (9+1)*>9+k.9*-! 
> 16+k.9. 
于 是 £2. 


当月 二 0 时 ,n = 4, 这 时 4: = 16 > 4 = ,符合 题目 要 求 . 
当 &= 1 时 , 设 n = 10x + 4, 则 由 题 意 有 
z+16> 10r+4 
(x —- 5) 守 13. 
显然 , 仪 当 x = 1 及 x = 9 时 满足 要 求 ,此 时 ,n = 14 和 nn = 94. 
当 & 上 =2 时 , 设 ”= 100x + 10y + 4, 则 由 题 意 有 
x*+y +16 守 100x +10y +4， 
(50 - x) + (y~ 5)* > 50:+ 5 — 12. 
由 于 49 之 (50 -x)， 人 守 (y -5)， 
则 49 + $250 xr) +(y-5) > 50 + -12, 
12 完 50* - 492 = 99. 





出 现 矛 盾 . 
所 以 ,所 求 的 n 只 有 ?2 = 4,14,94 三 个 解 . 
10.59 ” 试 求 出 所 有 这 样 的 三 位 数 ,它们 都 等 于 自己 的 各 位 数码 
的 阶乘 的 和 . 
(第 6 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
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[ 解 ] 设 at = a!+6b!l+cel. 

由 于 7! = 5040 是 四 位 数 , 所 以 a,b,c 中 没有 大 于 6 的 数 . 

此 外 ,车 a,6b,c 中 有 一 个 为 6, 则 由 于 61 = 720, 此 时 导致 abc > 61! 
= 720， a ,b,c 中 至 少 有 一 个 大 于 6, 这 是 不 可 能 的 . 

此 外 ,不 可 能 有 z 


二 水 


55$5 = 51 + 5!+5!, 
于 是 a ,b,c 中 不 可 能 都 等 于 5. 
又 ”4!+4!1+4!< 100 不 是 三 位 数 ,所 以 a ,5 ,c 中 至 少 有 一 个 为 5. 
由 3.:51 = 360, 则 a 委 3. 
如 果 a = 1, 则 有 
145= 1!+4!+S5!. 
如 果 a = 2, 则 必须 5 = cc = 5, 此 时 
255 关 21+ 51+5t. 
如 果 a = 3, 则 必须 5b = c = 5, 此 时 
355 了 关 31 十 Sl+51 
因此 仅 有 一 个 三 位 数 具备 所 述 性 质 , 即 
145 = 11+41! 十 51 
10-60 ”对 于 目 然 数 zx, 用 Q(z) 表示 工 的 各 位 数码 (十 进 制 ) 的 
和 ,用 P(x) 表示 的 各 位 数码 的 积 . 证 明 对 每 一 个 自然 数 ， 存在 着 无 
穷 多 个 日 然 数 x ,满足 
Q(Q(T)) + PCIQ(zT)) + Q(P(x)) + P(P(x))= 1. 
(澳大利亚 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[证 ] 令 z= 11…100:…0. 
其 中 | 的 个 数 为 1 0 个 ,0 的 个 数 为 任意 自然 数 . 


显然 ,这样 的 x 有 无 穷 多 个 . 


于 是 Q(x) = 二 
p(x) = = 0. 

从 而 有 P(Q(x)) = 0， 
P(P(z) = 0, 

Q(Q(r)) = nn, 

QUPGz)) = 0. 
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于 是 有 
QQ(z)) + PCIQCz))+QCPCz))+POP(Cz)) = 1. 
10.61 ” 求 一 个 两 位 数 , 它 等 于 它 的 各 位 数码 之 积 的 两 信 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 两 位 数 为 10x + y, 其 中 x,y € 10,1,2,…,9|， 
关 0. 
10z t+ y= 27zy， 
y= 27x(y— 5). OD 
由 中 可知,y 是 偶数 ,日 5 志 y 志 9, 则 只 有 
y= 二 6 或 8. 
y = 三 8 时 ,Q 式 化 为 8 = 6x .x 不 是 整数 . 
y=6 时 ,由 中 得 x =3. 
因此 ,所 求 的 两 位 数 为 36. 
10.62 ” 求 能 被 各 位 数码 之 积 整 除 的 一 切 两 位 数 . 
: (基辅 数学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 两 位 数 为 





ab = 10a+ 已 ， 
其 中 ab E 10,1,2,…,9|,a 关 0. 
由 题 意 有 lj0a + 5 二 kab (上 为 自然 数 ). 
由 此 式 可 得 b = a(kb - 10). 
于 是 a |b. 


车 a = 5, 则 有 
lla = ka*, ka = 11. 
于 是 a=1, k=11. 
求 得 惟一 的 两 位 数 11. 
阁 a 关 6， 且 a1656， 则 a 过 4. 
知 a = 4, 则 只 有 6 = 8. 然 而 
48 关上 有 .4.8. 
所 以 a = 4 时 无 解 . 
若 a = 3, 则 30 = (3 — 1)0， 
由 a 165 及 6b € 10,1,…,9| 可 知 ” 0 = 6. 
显然 36=2.3.6. 
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若 a = 2， 则 20 = (2k - 1)6, 
由 a15 及 bE 10,1,…,9| 可知 65=4. 


显然 24=3.2.4. 
若 a = 1, 由 10= (k-1)56 
可 求 出 b=2, 6b=5. 
显然 12=6.1.2,，15=3.1.5. 
于 是 所 求 的 两 位 数 共 有 5 个: 


11, 12,1S, 24,，36. 
10.:63 设 p(x) 是 十 进 制 整数 z 的 所 有 数码 的 乘积 , 试 求 使 
p(x) = x* 一 10x -22 成立 的 一 切 正 整 数 x. 
(第 10 届 国际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 1] 设 十 进 制 自然 数 x 由 个 数码 组 成 . 则 p(x) 和 x 应 满足 
p(x) 夸 9", x10"1. 
(1) 当 nn = 1 时 , 则 p(x) = x, 于 是 
x — 10r—-22= x, 
xz —-1llr-22=0. 
此 方程 没有 整数 解 . 
(2) 当 n= 2 时 , 则 有 
xz2 ~ 10x — 22 = p(x) SR 81, 
从 而 有 x -10r+25= pz)+47 扫 128， 
(x -SS) = p(x) +47 < 128, 


| rz-51 v128 < 12， 


—7<r<17. 
又 因为 x 宇 10, 所 以 10 壕 x 过 16. 
又 由 p(x)+47= (x ~- 5) << 128, 


可 以 知道 ,p(x) + 47 是 一 个 正 整 数 的 平方 , 昌 是 一 个 不 大 于 128 的 平 
方 数 , 下 面 就 x = 10,11,…,16 这 7 种 情况 逐一 检验 : 
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由 表 中 可 以 发 现 , 仅 当 上 = 12 时 ,p(x) + 47 = 49 是 一 个 平方 数 . 
可 以 验证 ,x = 12 符合 题 意 . | 
(3) 当 ”>>2 时 ,由 z 之 10 得 
0< 10” -SS 过 工 -， 
(10*!t— 5) < (x — 5), 
p(xz) = (xr—- 5) 47 10 -10"— 22.. 
另 一 方面 ,由 ”> 2 可 知 
10"” 守 1000，10"”*-2 守 8. 
因此 有 10”*(10*"* — 2) > 8000, 
从 而 有 bz) 之 102 — 10" — 22 
= 10"(10""* — 2) + 10" — 22 
> 8000 + 10” — 22 
| > 10”, 
与 p(x) 之 9* 艺 盾 . 
所 以 n> 2 时 无 解 ， 
由 (1),(2),(3) 可 知 ,只 有 正 整 数 解 x = 12. 


[ 解 2] 设 十 进 制 的 自然 数 工 由 ?2 个 数码 组 成 . 则 p(x) 声 97. 


(1) 当 ”= 工时 , 同 解法 一 ,无 解 . 
(2) 当 n 宇 2 时 , 则 
文字 10? la, > 9" la, > p(x), 
其 中 a, 是 z 的 第 位 数字 . 


所 以 有 p(x) = x- 10r-22<7, 
xXx*—1lxrx -22<0, 
由 x >0 可 得 0< 了 < Ht < 13， 
因为 zx 为 自然 数 , 且 x 实 10, 则 有 
= 10,11,12. 


若 10, 则 p(x) = 0， 

7 — 10r -22=-22¥ p(x). 
在 =11, 则 p(x)=1， 

zx -10xr -22=-11 关 p(x). 
右 过 = 12, 则 p(x) = 2， 


王 
8 
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蔷 
i 
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7-10r-22=2= p(x). 
所 以 符合 本 题 要 求 的 自然 数 只 有 z = 12. 
10.64 ”对 自然 数 A ,定义 其 (在 十 进 制 中 的 ) 数码 的 积 为 p(A)， 
求 满足 A = 1.5p(A) 的 所 有 A. 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 A 为 n 位 数 (n 宇 2), 其 首位 为 a, 则 有 


A 宇 a. 10”!. OD 
若 A 的 其 他 数码 均 为 9, 则 91p(A), 而 由 
A=1.5p(A) © 
可 得 91A. 
从 而 9 1 a， 
此 时 1.5p(A) = :9 


不 是 整数 ,因此 A 的 首位 数码 后 面 的 数码 不 全 为 9, 从 而 
p(A) 志 8a. 9" <. 


由 人 ,GO 可 得 
1.$. 8a ,92 之 4 102 
从 而 12 . 9” 一 之 1021，72 有 委 3. 
若 n =2, 设 4A=10a+2, 则 
20a + 26 = 3ap ， 
解 得 a=4, b=8. 
即 A = 48. 


“车 n=3, 设 A = 100a + 105+c, 则 
200a + 208 + 2c = 3ate. 


于 是 pc > >66. 


b 和 c 只 能 取 (9,9) 或 (9,8). 此 时 a 均 不 是 整数 . 
所 以 本 题 只 有 一 解 :A = 48. 
， 10.:65 试 求 满足 如 下 条 件 的 一 切 自 然 数 z+,xz 的 各 位 数码 之 积 等 
于 44x 一 86868, 而 各 位 数码 之 和 是 完全 立方 数 . 
(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 xz 是 一 个 四 位 数 .事实 上 
由 44x — 86868 > 0， 
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知 z > | 0808 | + 1 = 1975. 


所 以 x 至 少 是 一 个 四 位 数 . 
车 zx 的 位 数 & 宇 5, 则 
P(x) = 44x — 86868 > 4. 10:—10 >3.10*>9> P(xz). 
其 中 ,P(x) 表示 x 的 各 位 数码 之 积 ; 
上 式 的 矛盾 表明 ,zz 恰 为 一 个 四 位 数 . 
设 z 的 各 位 之 和 为 SCz) , 则 
lS(xz)&36. | 
由 于 S(x) 是 完全 立方 数 , 则 S(x) = 1,8 或 27. 
显然 ,S(x) = 1 不 合 要 求 . 
又 由 于 0 < P(r) 过 94 = 6561， 
447z — 86868 < 6561, 
二 | 355868 + 6561 | _ 2123. 


从 而 可 知 
1975 < zx 委 2123. 
且 S(r) = 8 或 27， 
. P(x) 关 0. 

不 难 发 现 , 这 样 的 x 只 有 1989,1998,2114,2123 这 四 个 . 

逐个 计算 P(x) 及 44z ~- 86868 可 知 ,只 有 x = 1989 满足 要 求 . 

10.66 设 n 是 自然 数 ,f(n) = nm?+1( 十 进 制 ) 的 各 位 数码 之 和 ， 
fn)= fn), fOr)= FR)), 7, FEtD(n)= fAD Cn)), 
k 之 1, 求 /100)(1990). 





(中 国 上 海 市 高 三 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 ju(n) 表示 72 的 各 位 数码 之 和 . 则 

f(1990) = (1990° + 1) = A(3960101) = 20. 

f°*(1990) = f(20) = py(20 + 1) = py(401) = 5, 

Fa(1990) = f(5) = pF +1) = yp(26) = 8， 

£2(1990) = f(8) = Ap(8 +1) = py(65) = 11, 

f°3(1990) = f(11) = ni +1) = py(122) = 5. 
从 而 当 上 有 宇 1 时， 
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六 东芝 


f°3)(1990) = 8, 
f°3#+1)(1990) = 11, 
f3k+2) (1990) = 5. 


因为 100 圭 1 (mod3)， 
所 以 £10)(1990) = 11. 
10.67 ”证 明 数 列 1] :2.3，2.3.4,，3.4.5,，:…， n(n+ 


1)(n + 2)，… 的 个 位 数 周期 性 地 重复 出 现 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 设 是 (+1)(k + 2) 的 个 位 数 . 
我 们 现在 研究 bi410 与 bi 的 关系 , 妈 k(k+1)(k+2) 与 (k+10)(& 
+ 11)(& + 12) 的 个 位 数 的 关系 .由 于 
(k+ 10)(R + 11)(k + 12)— p(k + 1)(k + 2) 
10(R+ 11)(R+12)+ kk + 11)(R+ 12)— k(k + 1)(k + 2) 
= 10(k + 11)(k+12)+ ER[IO+F (Rk+1)]IO0+ (hk+2)l}— E(k+ 
1)(k + 2) 
= 10C(kR + 11)(kR+12) + 100k + 10g(k 1)+ 10k(k +2)+ Rk(h 
+ 1)(k+2)— k(k+ 1)(k + 2) 
= 10M. 
其 中 M 是 整数 .从 而 (有 十 10)(& + 11)(gk+12) 与 k(k+1)(k+2) 的 
个 位 数 相 辣 . 
Bp bet+10 = bh. 
于 是 所 给 数列 中 的 数 的 个 位 数 以 10 为 周期 重复 出 现 . 
10.68 ”对 于 给 定 的 正 整 数 上 ,定义 有 i(k) 为 的 各 位 数码 之 和 的 
平方 ,并 令 AR) = 万 (万 (RE)). 求 fio91(210) 的 值 . 
(第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 因为 20% < 8 < 1070 ， 
所 以 f1(2®%) < (700 . 9)? = 63002 < 5. 107， 
f2(2°%) (4+7.9)? = 67 < 70: = 4900, 
f3(27) (4+8+9.2) = 302. 中 
由 于 一 个 正 整数 与 它 的 各 位 数码 之 和 对 模 9 同 余 , 我 们 考虑 2199 
对 模 9 的 余数 . 
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2 2 ) 
o2 +a =atta t= (a +a “)*—2, 


3 3 
pe +o- = ot+a$= (ad4+a- 4) -2， 


一 般 地 有 ac2 十 ar 二 (a2 十 ai ) 一 志 . 

车 为 偶数 , 则 a?+ 2， wo +a 7，…，ay +a-2 都 是 偶 
数 , 所 以 它们 的 个 位 数字 不 可 能 为 7. 

若 上 的 个 位 数字 是 1, 则 a*+ a 悦 的 个 位 数字 为 9， (ao + ao 一 六 的 


个 位 数字 为 1, 于 是 oz + au-2 的 个 位 数字 又 为 9, 进 而 a + a-2 的 个 
位 数字 都 为 9, 所 以 的 个 位 数字 不 是 1. 


若 & 的 个 位 数字 为 3,5,7 时 , 则 易 知 当 n > 1 时 ,az + a-? 的 个 
位 数字 总 是 7. 
所 以 ,上 的 个 位 数字 是 3,5,7. . 
10:70” 设 a, 是 二 + 2 十 … 十 mn? 的 个 位 数字 ， nn = 1,2,3,…. 
试 证 0.a1as…a,"… 是 有 理 数 . 
《中国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[证 1] 由 于 rr， (六 + 10)*?，(k+20)*，…，(k+90)? 具 
有 相同 的 个 位 数字 ,所 以 这 10 个 数字 的 和 
k2 + (k++10)+ (Ck+20) + + (k +90) 
的 个 位 数字 为 0. 从 而 
atH0 二 1 + 2+… 二 (+100) 的 个 位 数字 
=(1*+2+. +n)+ [Can+1)+ (n+t+11)+…+(nt+t 
91)*]+[(n+2)+ (nt+12) + + (n+92)?]+ .+ 
[n+ 10) + (n+ 20 +…+ (n+ 100)?] 的 个 位 数字 
= (1 十 22 二 … + 7%?) 的 个 位 数字 
— Qn. 
内 此 ,0.aiaz…a 是 循环 小 数 , 即 为 有 理 数 . 
[证 2] 设 久 是 2 的 个 位 数字 , 则 数列 { 六 上 为 
1,4,9,6,5,6,9,4,1,0,1,4,9,6,5,6,9,4,1,0,.…… 
由 于 n* 与 (n + 10; 的 个 位 数字 相同 , 即 
b, = bri0. 
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因为 ”a, = (5+ 人 2 二 + 及 ) 的 个 位 数字 . 
所 以 数列 i a,1 的 前 20 项 为 
1,5,4,0,5,1,0,4,5,5,6,0,9,5,0,06,53,9,0,0. 
其 中 az = 0, 即 bi + bs +… 二 + bw 的 个 位 数字 为 0. 
我 们 猜测 <，= a,,w. 事 实 上 
ant20 = (b+ pb 十 … 十 bs+20) 的 个 位 数字 
=[(b1+ by ++ by0) + (021 + 672 + + 56,+x0)」 的 个 位 数字 
= (62 + 622 十 … 十 6+20) 的 个 位 数字 
= (00 十 bi2 十 十 6b,+0) 的 个 位 数字 
= (6b1 + 52 十 … 二 6b,) 的 个 位 数字 
一 好) 
因此 ,0. aiez…a… 是 循环 节 长 为 20 的 循环 小 数 , 从 而 它 是 有 理 
数 . 
[证 3] 由 于 数列 |a,| 的 前 10 项 依次 为 
1, 5, 4, 0, 5, 1, 0, 4, $, S$. 
而 (10 + &) 的 个 位 数字 与 ?的 个 位 数字 相同 , 故 从 au 至 aw 就 
是 把 上 述 各 项 分 别 加 5 所 得 数 的 个 位 数字 ,由 aio = 5 得 ax = 0, 从 而 
a21 =al= 1,…,aw = al0 = 5. 
接着 ail = azl + 5 的 个 位 数字 ,…,aso = aa + 5 的 个 位 数字 . 
依 此 类 推 ,有 ant420 = an. 
即 0. ciez…a… 是 循环 节 长 为 20 的 循环 小 数 , 从 而 它 是 有 理 数 . 
[证 4] 数列 ia,i 为 
1, 5, 4, 0, 5, 1, 0, 4, $5, 5, 6, 0, 
9, 5, 0, 6, 5, 9, 0, 0, 1, $, 4, 0,… 


因此 dl 一 人 21， QF 一 人 纹 22， 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 a,, = cr20. 
n 二 1 有 41 一 421. 


假设 Uk 一 人 +20 成 立 .因为 
aiil 二 Lax + (+ 1)*] 的 个 位 数字 ， 
apt21 = [ago0+(R+21)] 的 个 位 数字 . 
而 (二 21)* = (+1+ 20)* 与 (k +1)? 的 个 位 数字 相同 ,所 以 
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al 二 [apt20 + 《+ 21)*] 的 个 位 数字 
=[ay 二 (kk 十 1)*] 的 个 位 数字 . 
即 CA+21 一 CR+1， 
于 是 zz =&+1T 时 < = co 成 立 . 
从 而 对 一 切 自然 数 n ,有 
Qn+20 = dn: 
即 0.a1a2…a,… 是 循环 小 数 , 从 而 它 是 有 理 数 ， 
10.71 已 知 & 和 7 都 是 自然 数 .在 形式 36 - 和 的 数 中 求 绝对 值 
最 小 的 数 ,并 证 明 所 求 的 数 确实 最 小 . 
(第 8 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 由 于 36“ 的 个 位 数 永 远 是 6, 而 5 的 个 位 数 永 远 是 5, 则 当 
36* > 5 时, | 36* 一 5 | 的 个 位 数 是 1, 当 36* < 5 时 , 136* 一 5' | 的 
个 位 数 是 9. 
先 考 虑 | 36* - 5! | 个 位 数 是 1 的 情形 . 
若 36 一 5{ = 1, 则 
5' = 36*—1= (6 +1)(6*—1). 
显然 5 16*+1. 
所 以 36* -5 = 1 不成立. 
若 36* -S$ = 11, 这 是 可 能 的 ,此 时 上 = 1，/=2. 
月 考虑 | 36* - 5/ | 的 个 位 数 是 9 的 情形 . 
若 和 -36 = 9, 则 由 319，3136*，3 伍 可知, 这 是 不 可 能 的 . 
因此 , 形 如 36* - $: 的 绝对 值 最 小 的 数 是 
36 -= 11. 
10.72 ”证 明 在 数 2” + 1974” 和 数 1974” 的 10 进 制 记 法 中 ,具有 
相同 个 数 的 数码 ( 邑 它们 有 相同 的 位 数 ). 
(第 37 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 因为 1974” > 1000” = 103”， 
所 以 在 数 1974” 中 ,其 数码 的 数目 不 小 于 3n. 
设 1974” 是 外 位 数 , 则 之 32. 
假设 1974” + 2” 的 位 数 多 于 1974” 中 的 位 数 ,因此 就 有 
1974” + 2” > 10* > 19747. 


3 机 次 
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不 等 式 两 边 同 除 以 2” 得 
、 987" < 2 2” .5S* < 987"+1. 
因为 区 间 (987” ,987”+ 1] 的 长 为 1, 且 2* ”和 为 整数 , 则 必 有 
2 .5* = 987” + |. 中 
由 下 之 37 知 R 一刀 之 271. 
如 有 果 nn 宇 2, 则 -nn 之 4. 
从 而 2:-" .5 是 8 的 倍数 . 
又 9872 + 1 三 32+1T (mod8). 
=2,4 (mod8). 
即 987” + 1 不 是 8 的 倍数 . 
所 以 等 式 中 不 成 立 . 
因此 1974" + 27 与 1974" 的 位 数 相同 . 
10.73 “对 任意 的 正 整数 上 , 令 i(k) 定义 为 & 的 各 位 数字 的 和 的 
平方 .对 于 nn 实 2, 令 (k) = fi(f,_1(8)). 求 flogg(11). 
(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 定义 可 得 
fi(11) = (1 +1) = 2 =4, 
f2(11) = f1(4) = 4° = 16， 
f3(11) = fi(f2(11)) = f1(16) = (1+6) = 49, 
PR) = fi1(f3(11)) = f1(49) = (4 + 9)* = 169， 
fs(11) = fi(fal11)) = f1(169) = (1+6+9) = 256, 
fe(11) = fi(fs(11)) = f1(256) = (2 + 5+6)* = 169, 
f7(11) = fi(fe(11)) = f1(169) = (1+6+9) = 256. 
由 以 上 可 以 看 出 ,对 nn 宇 4， f(11) 的 值 为 169 和 256 交替 出 现 . 
即 关 之 4 时 ， 
169， 7 为 偶数 时 ， 


fn(11) = 1256， n 为 奇数 时 . 


于 是 fiogs(11) 一 109 
10.74 ”证 明 308 + 4198! 能 被 5 整除 . 


(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 因为 31%30 = 81495 的 个 位 数 为 1， 
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4 = 16” 的 个 位 数 是 6， 
41981 = 4 .41980 的 个 位 数 是 4. 
所 以 3389 + 4181 的 个 位 数 为 1+4 = 5. 
因而 3980 + 4!%! 能 被 5 整除 . 
10.:75 ”车 4 为 自然 数 , 和 数 1981” + 1982" + 1983” + 1984" 不 能 
被 10 整除 ,那么 ,n 必须 满足 什么 条 件 ? 试 说 明理 由 . 
(中 国 北京 市 初中 二 年 级 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 于 a" 的 个 位 数 循环 出 现 的 周期 是 4, 则 可 对 = 4&+1， 
4k 二 2， 4k 二 3， 4k 分别 讨论 . 
令 M = 1981” + 1982” + 1983” + 1984". 
当 m 二 4k& 十 1( 为 非 负 整数 ) 时 ,AM 的 个 位 数 与 1+2+3+4= 
10 的 个 位 数 相 同 , 即 M 的 个 位 数 是 0, 因此 10 | M. 
当 = 4 + 2( 上 为 非 负 整数 ) 时 ,M 的 个 位 数 与 1+4+9+6 = 
20 的 个 位 数 相 同 , 即 M 的 个 位 数 是 0, 因 此 101 M. 
当 nn = 4k& + 3( 上 为 非 负 整 数 ) 时 , M 的 个 位 数 与 1+8+7+4 = 
20 的 个 位 数 相同 , 即 M 的 个 位 数 是 0, 因此 10 | AM. 
当 n = 4&( 为 正 整数 ) 时 , M 的 个 位 数 与 1+16+11+6= 14 的 
个 位 数 相 同 , 即 M 的 个 位 数 是 4, 因 此 10 +M. 
因此 , 当 且 仅 当 n 是 4 的 倍数 时 , AM 不 能 被 10 整除 . 
10.76 ”证 明 数 4343 - 177 能 被 10 整除 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 1 我 们 求 4343 与 177 的 个 位 数 . 
4343 = (434)10 . 433 ， 
1712 = (174)4 、17. 
于 是 43” 与 175 的 个 位 数 均 为 7. 即 
10 1 433 ~ 177. 
10.77 ”1 ,2 ,3*,…,123456789? 的 和 的 个 位 数 的 数字 是 几 ? 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 于 123456789 = 10 . 12345678 + 9， 
所 以 


党 纹 涉 


于 22+32 + …+1234567892 的 个 位 数 
= (It+t4+9+6+5+6+9+4+1+0) .12343678 + (1+4+ 
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9+6+S+6+9+4+1) 的 个 位 数 

=S.8+5 的 个 位 数 

= 5， 

即 所 求 的 个 位 数 是 5. 

10.78 ” 求 具 有 以 下 性 质 的 所 有 两 位 数 M: 数 M 的 任意 次 丢 的 末 
两 位 数码 与 数 M 的 末 两 位 数码 相同 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 由 于 两 数 之 积 的 末 两 位 数码 只 与 各 因子 的 最 后 两 位 数码 
有 关 , 所 以 ,如 果 Mr? 的 末 两 位 数码 与 M 的 末 两 位 数码 相同 ,那么 M 的 
任意 次 寡 的 末 两 位 数码 与 M 的 末 两 位 数码 相同 . 

于 是 ,我 们 只 要 求 出 M? 与 M 的 末 两 位 数码 相同 的 数 M 即 可 .这 


等 价 于 上 第 
4 十 
100 1 M?— M, Pe 

100 | M(M - 1). 记 


则 有 E z 
lI41M-1. 41M. 
于 是 只 有 两 个 数 符合 要 求 M = 25 或 M = 76. 
10.79 “在 整 数 A 与 整数 已 的 最 后 k 个 数码 是 相同 的 .证 明 数 A” 
与 B"(n 为 自然 数 ) 的 最 后 & 个 数码 也 是 相同 的 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
[证 ] 因为 4 与 召 的 最 后 上 个 数码 相同 , 则 有 10 114- 了 B. 
XX A”"—B” 
= (A—B)(A"T!+ A"™ ?B+ + B"-!), 
则 A-BIA"-B. 
于 是 10 | A"— Br”. 
即 A* 和 B” 的 最 后 & 个 数码 是 相同 的 . 
10.:80 ” 欧 拉 的 一 个 猜想 在 1960 年 被 美国 的 数学 家 所 推翻 ,他 们 
证 实 了 存在 正 整 数 ,使 得 133 + 1105 + 845 + 275 = n5. 求 的 值 . 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 





[ 解 ] 显然 ,由 
n’ = 1335 + 1105 + 845 + 275 > 1335, 
得 n > 134. 
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Sw 市 业 


下 面 求 n 的 上 界 . 
n3 = 1335 + 1105 + 845 + 27” 
< 1335 + 110 + (27+ 84) 


< 3. 133 
3125 ,2325 
< 13024 了 3 
/5.133,s 
上 5 
二 (166 4 ) . 
所 以 n < 166. 
于 是 134 过 nn 志 166. 
由 于 10la”—&a, 


所 以 a” 与 a 的 个 位 数 相同 . 
于 是 n 的 个 位 数 与 133 + 110 + 84 + 27 的 个 位 数 相同 . 
即 ”的 个 位 数 是 4. 
这 就 可 以 从 134 ,144 ,154 ,164 中 寻找 . 
由 于 133 圭 1 (mod3)， 
110 圭 2 ( mod 3), 
84 汪 0 ( mod 3), 
27 尘 0 ( mod 3), 
所 以 n” = 1335 + 110 + 84 + 275 
二 1 了 3+235 二 0 ( mod 3). 
在 134,144,154,164 中 ,只 有 
144 三 0 ( mod 3). 
所 以 n 二 144. 
10.81 ” 求 [( V29 + V21)'%4] 的 末 两 位 数码 . 


(第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1984 年 ) 


[ 解 ] 令 x = V29+ V21，y = vV29 - V21, 则 
zx? = 50 + 2 v609, 
只 = 50 -2 v609. 

设 a = x*，5 = y, 则 有 
a+pb = 100, 
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ap = 04. 
令 So=ar+t+b, S,= an + b", 则 有 
S, =(a+D)S 一 ao， 
=100S,_! — 6049， 2. 





因为 S, 是 正 整数 ， 
所 以 S 二 365, ;三 695,_; 三 6S 4 三 … 
三 6%%2S，。， (mod 100). 
即 So 和 6%2S = 2.6% (mod100). 
因为 6 = 1296 二- 4 (mod100)， 
则 Soo 三 2(— 4)248 三 2497 三 (2 )* 。213 
由 于 22 二 2 (mod100)， 
则 Su = (22)2 . 213 = 24 .2B = (22)2 .21 上 二 
=27 =4096 x 32 二 72 (mod 100). 制 训 
即 Soo, 的 末 两 位 数 是 72. 长 
由 于 0< vV29 - V21 < 1， 
所 以 0 < (V29 -- V21):884 < 1 
[(V29 + V21)'%4] = Seo — 1. 
其 末 两 位 数 是 71. 


10.82 ” 数 1978” 与 1978” 的 最 后 三 位 数 相 等 . 试 求 出 正 整 数 7 
和 nn, 使 得 m + n 取 最 小 值 (这 里 n > m 宇 1). 
(第 20 届 国际 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 因为 1978” 与 1978”(n > m 宇 1) 的 最 后 三 位 数 相 同 ,所 以 
1978” — 1978”™ = 1978”(1978” 二 一 1) 中 
是 1000 = 23 . $3 的 倍数 . 
由 于 1978” 7”- 1 是 奇数 , 它 没 有 因子 2, 所 以 由 合式 ,1978” 需 能 
被 23 整除 .又 由 于 1978”= 27”. 989%~ ,而 989 是 奇数 ,所 以 pi 之 3. 
由 于 1978” 没 有 因子 $, 所 以 由 四 式 ,1978””- 1 需 能 被 和 整除 . 
注意 到 1978':, 当 :上 = 1,2,3,… 时, 它 的 个 位 数 按 8,4,2,6,8,4,2， 
6,… 循环 ,于 是 只 有 7 一 jr = 4& 时 ,1978” 7 =- 1 才 可 能 被 和 整除 . 
因为 19784 = (2000 — 22)*,， 
所 以 要 使 1978* - 工 能 被 $ 整除 ,只 需 224 -1 能 被 整除 .而 
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2244 = 4844 = (500 — 16)*. 
16** = 256* = (250 + 6)*. 
于 是 ,只 需 6* - 1 能 被 3 整除 . 
6*—1=(6-1)(6: "+6 ++6+1) 
=5(6* 1! +6* “+ +6+1). WO 
因此 ,由 四 式 ,61+…+6+1 需 被 3 = 25 整除 . 
由 于 6' 被 5 除 余 1, 而 6:-!+…+6+1 共 有 上 项 ,因此 ,k 应 是 5 
的 倍数 , 设 & = 5p. 
6 -1=62-1 
=77762 — 1 
= (7776 - 1)(7776?7! + 777622 + + 7776 + 1). 
因为 7776 -1 = 7775 = 311 :25 是 25 的 倍数 ,而 7776 被 5 除 余 
1 ,因此 ,要 使 7776?"! +… + 7776 + 1 能 被 5 整除 ,p 的 最 小 值 是 5,4&k 
的 最 小 值 为 100, 即 n -mm 的 最 小 值 是 100. 
因为 ntm={(n-m)+2m, 
所 以 当 m 取 最 小 值 3， nn - m 取 最 小 值 100, 此 时 nn = 103 时 ,n 
+ nm 有 最 小 值 106. 
10.83 ”对 于 某 些 自然 数 nn, 数 2* 和 5” 的 首位 数 是 相同 的 .试问 ， 
这 样 的 首位 数 都 有 哪些 ? 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 于 25 = 32， 5$ = 3125, 因 此 ,2” 和 SS" 的 首位 数 可 以 是 


下 面 我 们 证 明 ,2” 和 5” 的 首位 数 只 能 是 3. 
假定 2” 和 $" 的 首位 数 是 a. 
并 设 2" 为 s+ 1 位 数 ，5” 为 :+1 位 数 , 则 
当 n > 3 时 ， 
aa.10%<22<(a+1) .10*， 
a*: 10 <5"<(a+1). 10.. 


SO 


(Dx 人 名 得 
av. 10°t < 107 < (a+1) :107, 
a< 10 < (a+1). . 人 
由 于 a 宇 1，a+1 志 10, 则 人 @ 式 化 为 
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1< co <10" < (a+1) 100. 
于 是 仅 有 nn 一 s+=1. 


a <10 
从 而 (a + 1) > 10. 
由 此 解 得 a = 3. 


10.84 ”对 每 一 个 正 整 数 n ,证 明 五 个 数 17”,17”*! ,17"+2,17*+3 
与 17”"*4 中 至 少 有 一 个 在 十 进 制 中 首位 数码 为 1. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 注意 到 
17” = 289, 17 = 4913， 174 = 83521. 
若 17?， 1721， 17232， 17* ,17*+4 中 有 一 个 的 首位 数码 为 





1, 则 本 题 得 证 . : + 
若 17”… 的 首位 数码 为 2, 则 除 以 17 后 ,首位 数码 为 1, 即 17"”3 的 进 
首位 数码 为 1; / 
若 17"*4 的 首位 数码 为 3,4, 则 除 以 172 后 ,首位 数码 为 1, 即 17"*2 | 去 





的 首位 数码 为 1; 

若 17”…… 的 首位 数码 为 5,6,7,8, 则 除 以 173 后 ,首位 数码 为 1 , 即 
17 的 首位 数码 为 1; 

大 17” 的 首位 数码 为 9, 则 除 以 17* 后 ,首位 数码 为 1, 即 17* 的 首 
位 数码 为 1. 

由 以 上 ,五 个 数 17",17"11,17”12,]7”3,17”+4 中 至 少 有 一 个 的 首 
位 数码 为 1. 

10:85 令 工 = |%1 为 整数 ，0 委 有 过 40001, 已 知 9%00 有 
3817 位 数字 , 它 的 最 左边 的 数字 是 9, 问 人 中 有 多 少 个 元 素 以 9 为 最 左 
边 的 数字 ? 

(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 首先 证 明 , 若 9%: 的 最 左边 数字 是 9, 则 9% 生 ! 的 最 左边 数字 必 
定 是 1. 

否则 , 若 9"! 的 最 左边 数字 是 2,3,4,5,6,7,8 时 ,显然 9 1.9= 9 
的 最 左边 数字 是 1,2,3,4,5,6,7,8, 而 不 可 能 是 9. 

若 9 的 最 左边 数字 是 9 时 , 则 

9 1 < 999…， 
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绑 了 各 


9: = 9!1 .9 < 8991…. 

其 最 左边 的 数字 也 不 可 能 是 9. 

同时 ,我 们 注意 到 , 若 9 的 最 左边 数字 是 2,3,4,5,6,7,8,9 时 ， 
把 9:"! 再 乘 以 9, 最 左边 会 出 现 进位 , 即 9 比 9 二 :增加 位 数 . 

而 9 后 的 最 左边 数字 是 1,9: 的 最 左边 数字 是 9 时 ,从 9 到 9 没 
有 增加 位 数 . , 

这 就 是 说 ,从 9 到 92, 若 9 最 左边 的 数字 是 9 时 ,就 没有 增加 位 
数 . , 
由 于 10%% 有 4001 位 ,92% 有 3817 位 ,所 以 在 连续 求 9 的 寡 时 ,有 

4001 - 3817 = 184 

次 没有 进位 . 

即 工 有 184 个 元 素 以 9 为 最 左边 的 数字 . 

10.86 ” 试 将 3,4,$,6,7,8,9 七 个 数字 分 成 两 组 ,分 别 排 成 一 个 三 


位 数 和 一 个 四 位 数 ,并 且 使 这 两 个 数 的 乘积 最 大 , 问 应 如 何 分 组 排列 ， 


并 证 明 你 的 结论 . 
(中 国 北京 市 初中 三 年 级 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 在 组 成 每 一 个 数 时 ,数值 大 的 数码 应 排 在 最 高 位 上 .于 是 9 
与 8 应 分 别 作 为 两 个 数 的 首位 数码 . 
现 由 剩余 数码 中 各 选 一 数码 分 别 添 在 9 与 8 后 面 组 成 两 个 两 位 数 ， 
且 使 其 乘积 最 大 ,显然 应 选 7 与 6. 
由 于 96 . 87 > 97. 86, 所 以 由 两 位 数码 组 成 的 两 位 数 中 ,96 与 87 
的 乘积 最 大 . 
由 此 ,我 们 考虑 一 般 情形 : 
设 A、B 为 自然 数 ,A > B, 现 将 数码 c,d(c > qd) 分 别 添 在 A,B 
的 后 面 组 成 新 数 , 只 有 两 组 可 能 ; 
第 一 组 : 4c=104+c， 配 =10B8+24. 
第 二 组 : Ad=10A+d, B= 10B+e. 
现在 比较 这 两 组 新 数 乘积 的 大 小 : 
Ac.Bd-Ad.FH 
= (10A + cc)(10B+4d)- (10A + da)(10B + ee) 
= 10(4A + Be- Ac - Ba) 
10(A ~ B)(d -cc) < 0. 
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所 以 Ac.Bd<Ad.:k. 

由 此 可 知 ,把 9,8,7,6 四 个 数字 分 成 两 组 ,构成 两 个 二 位 数 时 ,第 
一 组 先 取 9, 然 后 第 二 组 取 8, 再 使 第 一 组 取 7 与 6 中 较 小 的 数码 6, 第 二 
组 取 7, 这 样 所 得 的 两 个 二 位 数 的 乘积 96 . 87 最 大 . : 

同样 考虑 9,8,7,6,5,4 六 个 数码 ,把 它们 分 成 两 组 ,构成 两 个 三 位 
数 , 则 在 第 一 组 取 96 ,第 二 组 取 87 之 后 , 接 下 去 第 一 组 取 5 与 4 中 较 小 
的 数码 4, 第 二 组 取 5, 这 样 所 得 的 两 个 三 位 数 的 乘积 964. 875 最 大 . 

最 后 还 剩 一 个 数码 3 ,不妨 再 添 一 个 数码 0, 将 3,0 分 别 添 在 964 与 
875 的 后 面 ,根据 上 述 结 论 ,两 数 乘积 最 大 的 应 是 9640 . 8753. 把 末 位 数 
0 去 掉 后 ,组 成 一 个 三 位 数 和 一 个 四 位 数 ， 它们 的 柔和 1 最 大 的 是 964 : 
8753. 

因此 ,将 3,4,5,6,7,8,9 七 个 数码 分 成 两 组 , 排 成 一 个 三 位 数 964 
及 一 个 四 位 数 8753 ,乘积 964. 8753 最 大 . 

10.87 ”四 个 首位 数字 相同 的 三 位 数 互 不 相等 , 且 具 有 性 质 : 它 们 
的 和 能 被 它们 中 的 三 个 数 整除 . 求 这 四 个 数 . 

(第 3 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 四 个 数 为 zl ,zy,zi,zi, 且 
S= r+.r2 + r++ xa. 
并 设 au 为 工 | 的 首位 数字 , 则 
100a 所 x; < 100(a+1), (i= 1,2,3,4). 
于 是 有 300a 二 $S -zx < 300(a + 1), 
7; + 300a 夺 $< z+ 300(a + 1), 


+ 之 S < 1+300ta+D1)， 


1 i 
从 而 有 aa 
a ; a 
其 中 € 11,2,3,4|. 
当 w = 1 时， 2.3<— <7. 





1 


当 a 之 2 时 ， 3<< 二 < 5.5. 


内 为 在 四 个 商 立 , 立 , 妆 ,号 中 有 三 个 是 整数 , 且 不 相同 , 则 a 宇 2 


元] "2 3 “六 4 
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es 出 泪 


时 不 可 能 ,这 是 因为 在 区 间 (3,5.5) 中 只 有 两 个 整数 ， 
于 是 a=1. 


此 时 之 的 整数 值 可 能 为 3,4,5,6. 


由 于 100 至 199 的 任何 两 个 三 位 数 之 比 小 于 2, 因 此 二 等 于 3 和 6 
不 可 能 同时 出 现 . 

又 因为 二 中 有 三 个 整数 ,所 以 之 为 整数 的 可 能 性 只 有 

13,4,51 或 14,5,61 
乔 E 13,4,51, 则 有 
S=3r, S=4r, S= 5x, 
且 zx, ,x 两 两 不 等 ， i ,j,k € 11,2,3,4| ,因而 
S = 60k. 

这 时 所 求 的 四 个 数 应 为 ”12k&， 15&， 20k， 13k. 

为 使 12k ,15k,20k,13k 成 为 首位 数字 为 1 的 三 位 数 , 则 & = 9, 此 
时 四 个 数 为 ”108， 135， 180， 117. : 


若 之 E 14,5,6} , 则 有 
SDS=4r, S= rx, SS= 6a. 
且 zz 两 两 不 等 ， ;i,j,k € 11,2,3,4| ,因而 
S = 60k. 
这 时 所 求 的 四 个 数 为 
| 15k,12k,10k ,23k. 
由 于 。 多 > 2, 所 以 这 样 的 四 个 数 不 可 能 
于 是 所 求 的 四 个 数 为 108,135,180,117. 
10.88 ”是 否 有 茶 个 自然数 的 平方 数 是 以 1983 个 9 开头 的 ? 
(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 N = 999…95, 则 
1983 个 


N°? = 999.…*95° = (10% — 5)? 


1983 个 
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= 102 2028 — 10 . 10'”%4 + 25 


1983 个 ，1983 个 
因此 N 就 是 符合 题 设 要 求 的 数 . 
10.89 ”证 明 存 在 着 自然 数 &, 使 得 &! 以 1966 开头 . 
(第 29 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 设 &= 100001.10 + 
(k~1)! = y.: 10:+z, 
其 中 z< 10-，z< 1I0，y 为 6 位 数 , 则 
k!= (100001 . 107 + xz)(y: 10: + z) 
< (100001 . 107 + 107)(y .10: + 10:) 
< (10” +107). (y+1).: 10: 
一 (y 十 1) 。 107+s+5 十 (y + 1) , 10r+5+1 
(y+1). 10" + 10°. 10"**! 
= (y+ 100). 107*? + 107**+5, 
又 kl= (100001 . 107 + x)(y: 10:+ xz) 
> (10” + 107)(y . 10:) 
= y。 10r+s+35 十 y: 10"+s 
之 y-: 10rf+s+5 十 105 :107+: 
二 (y+ 1) 。 10r+s+5 





即 有  . 

(y+1):10" kl (y+100) 10 于 + 107+s15, 
因此 ,&! 是 > + s+ 11 位 数 或 + + s+ 22 位 数 . 

若 &! 是 x + s+12 位 数 , 则 其 前 4 位 数 必 为 1000, 若 &! 是 x +s+ 
11 位 数 , 则 其 前 6 位 数 介 于 y+ 1 与 y+ 100 之 间 , 前 4 位 数 与 y 的 前 4 
位 数 相同 或 比 y 的 前 4 位 数 大 1. 

取 r 实 6， = 0,1,2,…,105- 1, 则 相应 的 106 个! 的 前 4 位 数 
遍历 所 有 4 位 数 , 因 此 存在 某 一 ,使 上 1 的 前 4 位 数 是 1966. 

10.90 ”证 明 如 果 正 整数 能 被 数 10101010101 整除 , 则 它 在 十 进 
制 记 数 法 中 至 少 有 6 个 非 零 数 码 . 

(第 33 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 A = 10101010101, 且 = AB. 
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数 


则 A 有 6 个 非 零 数码 . 
若 有 过 10 , 则 B99. 
此 时 上 为 A 与 一 个 一 位 数 或 两 位 数 的 乘积 ,显然 至 少 有 6 个 非 零 
数码 . 
若 & > 10*. 设 是 m+ 12 位 数 , 且 首位 数码 是 a, 则 考 虚数 
k =k- (a.10>—a).10”. 
由 于 10* ~ 1 = 10101010101 . 99 = 994， 
所 以 有 也 是 A 的 倍数 ,而 且 有 & 中 的 非 零 数码 的 个 数 不 多 于 中 的 非 零 
数码 的 个 数 . 
重复 上 述 过 程 , 必 可 得 到 某 一 个 数 不 大 于 10* ,其 非 零 数码 的 个 数 
不 少 于 6 个 . 
因此 ,上 的 非 零 数码 的 个 数 至 少 有 6 个 . 
10.91 ”两 个 人 做 如 下 游戏 :第 一 个 人 先 报 一 个 数字 ,第 二 个 人 根 
据 自 己 的 判断 用 这 个 数字 去 代替 下 式 中 的 某 个 小 星星 : 
※※※※ 
一 ※※ 洲 ※ 


然后 第 一 个 人 再 报 一 个 数字 , 依 此 类 推 , 共 进 行 8 次 ,直到 上 式 中 所 有 
的 小 星星 变 成 数 为 止 . 报 数字 的 那个 人 力求 得 到 的 差 尽 可 能 地 大 ,而 第 
二 个 人 则 希望 差 尽 可 能 地 小 . 

证 明 (1) 不 管 第 一 个 人 报 什么 数字 ,第 二 个 人 总 能 安排 数 使 得 到 
的 差 不 超 过 4000. 

(2) 不 管 第 二 个 人 把 数字 放 在 什么 位 置 上 ,第 一 个 人 总 可 以 这 么 
报 数字 ,使 得 到 的 差 不 小 于 4000， : 

(第 6 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 我 们 用 ri,w,r3, rs 来 表示 从 左 到 右 的 四 个 数位 . 

游戏 分 为 两 个 阶段 :“ 开 局 ”和 “残局”. 

当 第 二 个 人 把 某 一 数字 放 人 第 一 数位 ~; 时 , 则 “残局 ”开始 . 

显然 ,在 开局 中 第 一 个 人 不 应 说 出 小 数 (0,1,2,3) 或 大 数 (6,7,8， 
9), 因 为 这 时 第 二 个 人 在 把 这 样 的 数字 放 人 第 一 数位 xr| 时 (小 数 放 在 
第 一 数位 上 面 ,大 数 放 在 下 面 ), 便 转 人 显然 对 第 二 个 人 有 利 的 “残局 ”. 
这 时 , 若 第 一 数位 上 的 两 数 之 差 不 大 于 3, 则 该 差 不 大 于 3999. 和 但是, 若 
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4 
第 一 个 人 说 出 第 一 个 数 4( 或 5), 则 第 二 个 人 以 rm = (xx ) 或 -= 
(s 六 ) 立 即 转 入 残局” 时 ,第 一 个 要 想得到 不 小 于 4000 的 差 , 就 只 能 报 


0( 对 应 的 是 9) 使 之 放 在 xr;,r3,ra 数位 上 ,直到 填 满 为 止 , 目 然 地 ,第 二 
个 人 要 把 使 得 到 的 差 不 超 过 3999 的 数字 放 到 x| 的 星 号 中 ,因此 ,第 一 


个 人 不 会 得 到 比 “0 (sooo ) 更 好 的 结果 


0000 

这 就 证 明了 (1) 中 第 二 个 人 的 策略 ,他 总 能 按 排 数 不 超过 4000. 
但 是 , 当 第 二 个 人 在 开局 中 将 某 些 数字 4 和 $ 放 人 数位 ra ,r3 ,7r4， 
并 且 要 在 对 自己 有 利 的 情况 下 转 和 人 “残局 ”时 ,第 二 个 人 能 否 得 到 更 好 
的 结果 昵 ?为 了 阻止 第 二 个 人 成 功 , 第 一 个 人 应 该 注意 有 最 小 i 的 数位 


Mj;, 





如 果 ， ,等 于 | 。 或 (s)， 第 一 个 人 应 该 报 数字 5, 如 果 ~ 等 于 
(和 ] 或 (。 ,第 一 个 人 应 该 报 数字 4( 如 果 所 有 数位 都 相同 或 者 ”= 


5 
(,) , 则 可 以 报 任何 数字 ,比如 报 5, 而 当 第 一 个 人 采取 这 种 策略 时 不 可 





能 出 现 ， = (5 ) 这 种 危险 的 情形 ) .在 这 种 开局 转 入 "残局 ” 之 后 ,如 果 


第 二 个 人 把 数字 放 在 x) 中 上 面 那 个 位 置 , 那 么 第 一 个 人 可 能 报 0; 如 果 
相反 , 则 第 一 个 人 可 能 报 9， 这 时 就 会 使 得 到 的 差 不 小 于 4000, 即 证 明 
了 (2) 中 第 一 个 人 的 策略 . 
10.92 .证 明 如 果 ”是 正 奇数 ,那么 数 22 人 -1) 在 十 进 制 中 
的 最 后 两 位 数 是 28. 
(荷兰 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[证 ] 设 nwx=2m+1，m = 0,1,2,…, 则 | 
22"(22"+! ~ 1) ~ 28 
一 24m+2 (24m+3 1) 一 28 
= 4(25243 一 24m ~ 7). 
= 4(2™ — 1)(8. 24% + 7) 
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注册 溺 


= 4(16” — 1)L8(16”- 1) + 15] 

由 于 15116”-1, 

则 15 18(16”- 1) + 15. 
4.15.15= 90012"(2"+! 一 1) — 28. 

从 而 100 | 222(22"+1 ~ 1) - 28. 

于 是 2"(2*"*+1 -1]) 的 最 后 两 位 数 是 28. 

10.93 ”把 一 个 17 位 数 的 所 有 数码 按 相 反 次 序 写 出 而 得 到 一 个 新 
数 ， 再 把 这 个 数 与 原 数 相 加 .证 明 所 得 和 中 至 少 有 一 个 数码 是 偶数 . 

(第 4 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 假设 结论 不 成 立 , 即 这 两 个 数 相 加 所 得 的 和 中 每 一 位 数码 
都 是 奇数 . | 

我 们 把 两 个 数 中 的 一 个 写 在 另 一 个 下 面 ,并 把 数位 对 齐 ,再 把 它们 
相应 的 数位 上 的 数码 加 起 来 . 

因为 和 的 最 后 一 位 数码 是 奇数 ,所 以 ,把 首位 数码 相 加 时 也 得 到 奇 
数 .因此 ,在 相 加 时 ,不 能 向 这 一 位 进 1, 这 说 明 在 第 二 位 上 的 数字 之 和 
小 于 10, 因 此 在 倒数 第 二 位 上 的 数码 之 和 也 小 于 10. 

同样 从 倒数 第 二 位 也 不 能 向 倒数 第 三 位 进 1 ,否则 仅 当 倒数 第 二 
位 数码 和 是 9 时 , 才 有 这 种 可 能 ,这 时 又 必须 倒数 第 一 位 的 数码 和 大 于 
10, 当 向 倒数 第 二 位 进 1 时 ,第 二 位 是 0, 而 0 是 偶数 . 

现在 将 已 知 数 的 前 面 两 个 数码 和 最 后 两 个 数码 去 掉 , 得 到 一 个 13 
位 数 ,再 做 类 似 的 推理 ,得 到 9 位 数 5 位 数 , 由 于 以 上 推理 ,不 能 从 和 的 
中 间 一 位 的 前 一 位 向 这 一 位 进 1, 又 因为 中 间 一 位 的 两 个 加 数 的 数码 
是 相同 的 ;所 以 这 两 个 数 的 和 的 中 间 数 码 必 定 是 偶数 . 

10.94 是 否 存在 能 被 1 下 1 整除 且 数 码 之 和 小 于 m 的 自然 数 ? 


(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ， 1982 年 ) 
[ 解 ] 不 存在 . 
假设 存在 这 样 的 自然 数 , 且 设 
p = aol0r + a1l0™!l+.. 


是 能 被 M = 上 二 整除 的 ， 目 所 有 数码 之 和 小于 m 的 最 小 的 数 . 则 r 


> 1. 
显然 AM | 107 — 10"”. 
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因而 M|p— (10"— 10 一 ”). 

然而 pt = p 一 《10” 一 10””*) 小 于 bp, 并 且 它 的 数码 之 和 不 超过 p 
的 数码 之 和 ,与 户 最 小 计时 . 

因此 ,题目 要 求 的 自然 数 不 存 在 . 


10.95 迈克 斯 用 正 整 数 9 去 除 正 整数 p, 其 中 过 100, 在 商 数 太 


的 十 进 制 小 数 展开 中 ,迈克 斯 发 现在 小 数 点 之 后 的 某 个 地 方 有 1982 这 
一 串 数 码 .请 证 明 迈 克 斯 的 除法 做 错 了 . 
(前 联邦 德国 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[证 ] 问题 等 价 于 


2 - A+0.ara'a,1982. Q) 


. gq 
不 可 能 成 立 .其 中 A 是非 负 整数 ， a1,a;,…,a, 是 0,1,2,…,9 中 的 某 
个 数 . . 
假定 由 式 能 够 成 立 ,在 中 式 两 端 同 乘 以 10” 得 
p 





10” 人 = 10"A + aa mo +0.1982… 
设 > 表示 g 除 10”p 所 得 的 余数 ,于 是 
-一 = 0.1982.…. 
过 
1 rl 
从 而 6 < a < 5 
6r > dg > 3r. 
因此 oo=Sr+s, 其 中 yY= 1 2, …,r 一 1 
5 
考察 ， 
= 1 0.2.0.1982... 0.0018. 
Sg 5g 3 9 
_ ] 
男 一 方面 55 之 53100 = 0.002 
出 现 巴 盾 . 
所 以 @ 式 不 可 能 成 立 . 


10.96 (1) 任 一 重 排 某 一 自然 数 的 所 有 数码 .证 明 所 得 的 数 与 原 
数 之 和 不 等 于 999:…9. 


1967 个 
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9 由 浴 


(2) 重 排 某 一 数 的 所 有 数码 ,并 把 所 得 的 数 与 原 数 相 加 .证 明 如 果 
这 个 和 等 于 10” ,那么 原 数 能 被 10 整除 . 
(第 1 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] (1) 考虑 数 a 以 及 对 a 重 排 的 数 b 的 各 位 数码 之 和 ,并 记 数 
x 的 各 位 数字 之 和 为 SCx). 
如 果 wa 与。 之 和 等 于 999…9, 则 说 明 这 两 个 数 相 加 时 ,没有 发 生 进 


1967 个 
位 现象 .因此 必 有 
Sl(a+b)= Sa)+SCO) 
由 于 a 和 6 这 两 个 数 是 其 中 一 个 数 的 各 位 数码 重 排 而 得 到 另 一 个 
数 ,这 样 又 必 有 
Sl(a) = S(0). 
于 是 SGa + 5) = 2S(a) 是 偶数 . 
而 S(999…9) = 9 1967 是 奇数 . 


1967 个 


出 现 予 盾 . 因此 4 与 5 的 和 不 等 于 999…9. 


(2) 仍然 考虑 各 位 数字 的 和 ， 
设 把 a 的 各 位 数字 重新 排列 得 到 数 5, 由 (1) 知 SGa) = S(6). 
假设 原 数 不 能 被 10 整除 , 则 这 个 数 的 个 位 不 是 0, 由 于 a 和 6 的 和 
等 于 10m, 则 a 与 5 的 个 位 数 之 和 等 于 10 ,而 其 余 各 位 (9 个 数位 ) 上 的 
数码 之 和 都 等 于 9, 由 此 得 
2S(a) =9.9+10= 91. 


1967 个 


这 是 不 可 能 的 . 

因此 原 数 的 个 位 一 定 是 0, 即 原 数 能 被 10 整除 . 

10.97 根据 给 定 的 自然 数 ao, 可 按照 如 下 法 则 依次 构造 出 数 
ao 三 1,2,… :如 果 a 的 最 末 一 位 数 不 超 过 5, 则 将 其 划 去 ,由 此 得 
到 a,, (这 时 可 能 什么 也 没 剩 下 ,那么 造 数 过 程 即 告 结束 ) ,否则 , 则 令 

Qa, = 9a,_1. 
试问 由 此 所 构造 的 数列 |a, | 可否 为 无 穷 数 列 ? 
(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 : 由 此 所 构造 的 数列 {a,1 不 可 能 是 无 穷 数列 
如 果 整 数 a,_| 的 最 未 一 位 数字 a 不 超过 5, 那么 就 有 
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10a， = Qi -1 一 a 过 Ci 1 
如 果 ww -1 的 最 末 一 位 数字 a 超过 5 ,那么 由 于 
a, 二 100， 一 Cl 
可 知 ,a, 的 最 末 一 位 数字 不 超过 5, 从 而 就 有 
z l10a, 14! a = 9a,_ 1 < 10c，1. 
QT 所 CQ 1， 
于 是 ,不 论 怎 样 ,或 有 ac, < ca， ,或 有 al < c，1. 
因此 ,如 果 数 列 |a,1 是 无 穷 数 列 ,那么 就 可 以 从 中 挑 出 一 个 无 穷 
的 递减 的 无 穷 自然 数 数列 ,但 这 显然 是 不 可 能 的 ,所 以 1a,! 不 可 能 是 
无 穷 数列 . 
10.:98 ”如 果 一 个 正 整 数 的 十 进 表 示 是 由 一 个 不 从 0 开始 的 数字 
块 及 紧 接 在 它 后 面 的 一 个 完全 相同 的 块 组 成 , 则 称 这 个 数 为 “复式 数 ” 
例如 ,360360 是 “复式 数 ”,36036 不 是 “复式 数 ”. 证 明 有 无 穷 多 个 “复式 
数 ” 是 完全 平方 数 . 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 于 103+ 1 = 1001 能 被 7 整除 ， 
103 =—1+7.143, 





所 以 10*t = (-1+7.143)’=- 1 (mod49). 
因此 , 当 n 为 奇数 时 ， 
10 和 2 二 ~- 1 ( mod 49). 


则 NN = 半 105 二 (为 奇数 ) 是 一 个 有 21 位 数字 的 整数 
又 ”NG02" + 1) 是 “复式 数 ”, 册 
N(0% + 1) = Dm + 


_ | 3010- + D] 
7 





是 一 个 完全 平方 数 . 

由 于 奇数 n = 1,3,5,… 有 无 穷 多 个 ,所 以 有 无 穷 多 个 “复式 数 " 是 . 
完全 平方 数 . 

10.99 考虑 由 数码 1,2,3,4,5 所 组 成 的 所 有 没有 重复 数码 的 五 
位 数 .证 明 可 以 把 所 有 这 些 数 分 为 两 组 ,使 得 两 组 数 的 平方 和 相等 . 
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给 深 


(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 由 1,2,3,4,5 组 成 没有 重复 数码 的 五 位 数 共有 P3 = 5! = 
120 个 . 
首先 把 120 个 五 位 数 分 成 24 组 ,每 组 有 五 个 数 , 并 且 同 一 组 的 五 个 


数 是 形 如 下 面 的 “循环 ” 数 : 


labcde, bcdea, cdeab, deabc, eabcd!. 
每 一 组 这 样 的 “循环 ” 数 又 对 应 一 组 “ 反 序 ” 数 
{edcba, aedcb, baedc, cbaed, dcbael. 
可 以 验证 , 互 为 反 序 的 这 五 个 数 的 平方 和 相等 . 
于 是 ,只 要 把 互 为 " 反 序 ”的 两 组 数 分 归 到 不 同 的 两 组 就 可 以 得 到 
所 要 求 的 分 法 . 
10.100 ”把 至 多 nn 个 (n > 2) 数 码 (十 进 制 记 数 法 ) 的 一 切 自 然 数 
分 为 两 组 :数码 和 为 奇数 的 是 第 一 组 ,数码 和 为 偶数 的 为 第 二 组 . 
证 明 如 果 1 志 有 < 1, 那么 第 一 组 中 所 有 数 的 & 次 智之 和 等 于 第 二 
组 中 所 有 数 的 次 帘 之 和 . 
(第 4 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 忆 为 10 个 数码 构成 的 集合 ,A, 为 偶数 码 的 集合 ,B) 为 
奇数 码 的 集合 , 即 











D; = 10,1,2,.…,91, 
Ai = |10,2,4,6,8}, 
Bi = 11,3,5,7,9}. 
一 般 地 ,对 于 任意 的 ,用 DD, 表示 不 多 于 n 位 的 所 有 数 的 集合 . A， 
和 B, 分 别 表示 由 DD, 中 数码 和 为 偶数 与 数码 和 为 奇数 的 数 所 构成 的 子 
集 (D, = A, U B,). 
如 果 把 0 也 计算 在 内 ,A, 和 B, 各 含有 5， 10”*! 个 元 素 . 


我 们 把 集合 X 的 所 有 元 素 x 之 和 记 为 > . 
TEX 
我 们 的 问题 是 证 明 


De Dt, 


EA 上 二 日 
n n 


并 把 这 个 和 记 为 S;*). 


Pa 
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当 n = 2， 上 = 1 时 ,问题 归结 为 显然 的 等 式 
D0a + p)+ D006+g) = D0a+t gq) + (006+ p). 
其 中 a€E A pEAI, bEB, gE€B. 
当 .LE Di，rE Di 时 ,上 面 等 式 的 两 边 都 等 于 
5(>)10d4+ >,r),SO = 5(10+ DD)(1+2+. +9). 


这 是 因为 每 个 数字 a ,6,p,g 进入 两 边 的 和 各 5 次 、 
对 于 7 = 3, 对 于 一 切 a € A，， pEA, bE B,, gq € Bi, 
d € D,, rr 和 D1, 有 


S10a+ p+ > 106+ gq)? : 
= 50 + 10:( Da + D6) +2.10( Dap + > 0g) +50 p? 

+ 50 > ,9 
= 50. 10 jd +2.10(D)a: Dp+ D6039) + 500 7 
= 5-.18 >,d +207 rsSD + 50 > 7 

同样 也 能 求 出 > ,(10a + g)? + >,(1065 + p)? 为 相同 的 结果 . 

下 面 用 对 的 数学 归纳 法 来 证 明 一 般 的 结论 .这 里 将 利用 公式 

(z+y) :=H+ Ch ly+t+ Ch ?y+ + Or + 

= A+ POTiy + 
(二 项 式 系数 Gi， 1 过 j 过 -1, 在 我 们 的 推理 中 不 起 作用 ) 以 及 
公式 





juv 一 Du 。 > ,zu( 关 于 一 切 uC UvE€ V 的 和 ). 
假设 对 于 位 数 和 任意 的 :上 ， 1 二 < ,所 需 等 式 已 得 证 , 即 


De = 2 = SY 
utA 


pe 
n 


下 面 求 Ar 中 数 的 次 星之 和 ， 上 <n+1. 
其 中 a € A,， pEAI, bEB,, d 各 Bi, d € 门 ，， rE€ 
D1; 上 -1l. 


D0a+ p+ D106 上 gg) 
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=5.104(>) + DH) + OGIO Pat ip + 2g) 
+5.101( > 大 + >) 

= 5 1071 Dd + G0"SE D> ad +5: 10" 1 2 

显然 ,改变 p 和 4 的 位 置 即 得 Bi 中 数 的 次 宕 之 和 ,也 等 于 同一 


个 表达 式 . 

因而 对 n + 1, 结 论 成 立 . 

10.101 ”求证 对 于 每 一 个 大 于 1 的 整数 &, 必 存在 一 个 小 于 ki! 的 
倍数 ,在 十 进 制 中 , 它 最 多 含有 4 个 不 同 的 数码 (每 个 数码 可 以 重 
复 使 用 ). z 


(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 对 每 一 个 大 于 1 的 整数 , 设 正 整 数 满足 2”! 才 kk < 27. 
设 A, 是 由 数码 0,1 组 成 的 至 多 为 n 位 数 的 整数 集合 . 
记 | A, | 为 集合 A, 中 元 素 的 个 数 , 则 
| A, 1 = 27”. 


max A, = 言 (10" — 1). 


因为 2”> &, 所 以 ,在 A, 中 必定 有 两 个 不 同 的 元 素 x,y 除 以 & 时 

余数 相同 ,从 而 
klp=|Ir—-yl. 

由 于 x 和 yy 都 是 由 0 和 1 组 成 , 则 p 的 数码 只 能 出 现 0,1,8,9 这 四 
种 可 能 (1 -0=1，1-1=0, 0-0=0，10-01=9，100- 
11 = 89 等 等 ). z 

于 是 p 至 多 含有 4 个 不 同 的 数码 ,下面 只 需 证 明 p 是 小 于 k4 的 数 
即 可 . 


p max A, = 本 (10" -1) 


ols 


一 .10kgt -= 人 ,logl0 
16 ,p10 4—log, 10 og, 10 
<10* "=2 .kk™ 


keel0 ,pel0 一 £4 
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于 是 p 是 的 倍数 ,是 小 于 k, 它 至 多 有 4 个 不 同 的 数码 0,1,8,9. 
10.102 自然 数 k& 具 有 性 质 ; 如 果 nn 能 被 整除 ,那么 ,由 的 数 
字 按 相反 次 序 写 成 的 数 也 能 被 上 整除 .证 明 & 是 99 的 因数 . 
(第 1 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1967 年 
第 30 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 -) 
[证 ]】 首先 可 以 证 明 上 与 10 互 素 . 
这 是 因为 ,存在 能 被 & 整除 且 首 位 数码 为 1 的 数 ,由 题 设 ,把 这 个 
数 的 数码 按 相 反 次 序 写成 的 数 也 能 被 整除 ,此 时 它 的 个 位 是 1, 显然 


不 能 被 2 和 5 整除 . 
于 是 (k,10) = 1. 
现在 我 们 取 从 500 开始 的 ,并 且 能 被 & 整除 的 数 


n 二 S00abc'…x. 
dpc ZE 10,1,2,.…,9}. 
由 题 设 , 把 ”的 数字 按 相反 次 序 写成 的 数 


ni = wx…cba005 
也 能 被 & 整除 ， 
于 是 | 12 = zcbaQ0500000.….0 
也 定 能 被 & 整除 . 


作 和 mn， + n, 则 有 





z***cba005000000.…0 
+) S00abc …z 
n3 = zz"*cba01000abc …z 


这 个 数 也 能 被 整除 ， 
把 3 的 数字 按 相反 次 序 写成 
n4 = &…pcba00010apc…>， 
na 能 被 & 整除 . 
作 差 113 一 74 
zcba01000abc…z 
一 ) zcba00010abc…z 
990000 …0. 

于 是 k | 9900…0. 
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即 RE | 99 .10:. 
”了 叉 央 为 (k,10) = 1, 
所 以 k 199. 
10.103 ”考察 各 位 数码 都 不 为 零 的 可 被 101 整除 的 64 位 数 的 全 
体 , 试 问 ,它们 的 总 个 数 是 否 为 偶数 个 ? 
(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 记 A = 111…110, 则 
一 一 一 


3 六 


64 位 . 
A = 101. 108 + 101 .105 + ... + 101 . 10. 
于 是 A 能 被 101 整除 . 


引入 一 个 “数码 ” ※(※ = 10). 
设 a = aiaz…a64 是 满足 条 件 的 64 位 数 , 即 a; 天 0(; = 1,2,: 
64), 且 a 能 被 101 整除 . 
我 们 考虑 a 的 “对 侦 数 ”B. 
| BB 二 人 《 洲 一 a1)( 汉 一 a23)…( 洲 一 a04). 
则 a+p= 11:110 = 104. 
65 位 


由 于 104 与 a 都 能 被 101 整除 , 则 8 也 能 被 101 整除 , 且 8 的 各 位 
数字 不 为 0. 

因而 8 也 是 符合 条 件 的 64 位 数 . 

于 是 a 与 8 是 成 对 出 现 的 . 

当 a = 8 时 ,有 a 二 淡 -a (i= 1,2,.…,64). 


则 a;:=5 (i = 1,2,.…,64). 
于 是 a = 6 = 555…55. 
64 位 


这 样 一 来 ,符合 条 件 的 64 位 数 , 除 555…55 之 外 其 余 都 是 成 对 出 现 
的 ,因此 它们 的 总 数目 是 奇数 而 不 是 偶数 . 
10.104 ”证 明 对 任何 奇数 都 可 找到 它 的 一 个 倍数 ,使 这 个 倍数 的 
十 进 制 表 示 中 的 各 位 数码 都 是 奇数 . 
(第 53 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 设 m 为 任意 奇数 . 
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下 面 对 x 分 三 种 情况 讨论 : 
(1) 若 54m , 则 在 数列 1,11,111,…,11…1,… 中, 一定 有 两 项 对 wm 


n 个 1 


同 余 ,从 而 这 两 项 的 差 11:…1 00:…0 = 111 10” 


中 个 1 9 个 0 人 1 
是 m 的 倍数 . 
由 于 mm 是 奇数 ,上 且 S + , 则 (9 ,102) = 1， 
于 是 11…1 是 mm 的 倍数 , 它 的 各 位 数码 都 是 奇数 1. 


(2) 知 n= 5"*,，nEN. 

我 们 用 数学 归纳 法 证 明 :存在 一 个 n 位 数 , 是 5” 的 倍数 , 且 它 的 各 
位 数码 都 是 奇数 . 

当 一 1 时 ,mm 一 5, 结论 成 立 . 

假设 当 7 一 大 时 ,asce aaai 是 满足 条 件 的 k 位 数 

我 们 证 明 :存在 某 个 ai € 11,3,5,7,91 ,使 得 + 1 位 数 


ee 一 
Qkg+1QR QT 二 ap+1 10 十 Cal 





为 5**1 的 倍数 . 

由 于 axa4-1…a! 是 54 的 倍数 ( 设 为 ! 倍 ), 则 

ca * 10* + aa! 一 Sa * 2 + 71). 

可 以 证 明 对 奇数 /和正 整 数 & ,一定 有 一 个 数 aef1 .24+ 7 是 5 的 
倍数 . 

从 而 aptriap*…al 是 和 的 倍数 . 

(3) 若 岂 =S$ ,其 中 /EN, 且 5S 羽 ， 

我 们 可 以 先 找 出 5 的 一 个 倍数 ae ai. 它 的 各 位 数码 都 是 奇 





数 . 

然后 ,利用 (1) 中 类 似 的 办 法 ,证 明 在 数列 

WmMi-i' "dl, HRAIAM1 dil, 

中 ,存在 着 是 = 5'.& 的 倍数 项 

由 (1),(2),(3) 可 知 , 对 任何 奇数 mm ,都 存在 一 个 mx 的 倍数 , 它 的 
各 位 数码 都 是 奇数 . 

10.105 ”在 两 个 ] 之 间 夹 着 1991 个 数码 9, 即 

1 99…991 


~ vv 
1991 个 9 
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数 


i 


试问 : 
(1) A 应 当 在 哪些 数码 之 间 放 置 + 号 ,以 使 得 所 得 的 和 为 最 小 ? 
(2) 应 当 在 娜 些 煞 码 之 问 放 年 x” 号 ,以 使 得 所 得 的 积 为 最 大 ? 
(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


[ 解 ] (1) 含有 前 m 个 9 的 数 等 于 2. 10”- 1, 剩 下 的 数码 构成 了 
数 10 ”一 9 


考虑 和 数 SC(m) = 2: 10” + 10122 2 10. 
S(996) 2. 10% + 10% = 3. 10%%, 
S(m) > 10” 守 10. 10%, 当 m 之 997， 
S(m) 宇 2°: 10+10% — 10> 10.10%, 当 » < 995. 


于 是 在 第 996 和 997 个 数码 之 同 放置 “+” 和 号 ,所 得 的 和 最 小 . 
(2) 考虑 积 


P(m) =(2. 10” -1)(10%™”—9) 
=2. 10% +9- (18. 10” + 109-”) 
设 RG(m) = 18 :10” + 101%27m. 
则 R(m) 取得 最 小 值 时 ,P(nm) 最 大 ,由 于 
R(995) = 18: 10% + 10%7 = 118 . 10”, 
R(m) > 18: 10” > 180. 10, 当 pw > 996, 
R(m) > 1022 > 1000 . 10%5, 当 nm < 994. 
于 是 在 第 995 和 996 个 数码 之 间 放 置 “x” 号 ,所 得 的 积 最 大 . 
10.106 “十进制 的 自然 数 k& 有 位 数字 .把 这 个 数 四 舍 五 人 精确 
到 十 位 ,再 将 所 得 的 数 四 舍 五 人 精确 到 百 位 ,如 此 等 等 ,在 第 n 一 1 次 四 
舍 五 人 之 后 得 到 数 下. 求证 天 < J3& 
(第 17 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 显然 ,四 舍 五 人 运算 是 单调 的 . 即 对 自然 数 A 和 & ,如 果 
ki 过, 那么 k! 去 2. 
现 设 a 宇 1 是 数 & 的 第 一 位 数字 ,由 于 
k<(a+1). 10"1, 
则 kat+1): 10"1= (a+1). 10"1. 中 
(1) 若 上 之 a 44…45， 


n -2 个 
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则 kk 之 a 44…45 


一 一 一 一 














站 -2 个 
一 (a 十 1) 10"!. 
又 由 中 得 k= (at+1). 10"!. 
k 一 (a+1)，10” (a+1). 10"7! 
k a 全 O 102 一 1 十 了 了 (10 _ 1) +] 
» n—l 
<(a + 10 
(ae +) 10"! 
at+l _ _3 
+ 和 4 l+ 6g7+4 
9 
5 _ 48 
s1+1=13: 
一 18 
于 是 k < 138: 


(2) 硅 上 衣 碾 a 44…4, 则 


:1-1 个 
又 因为 k > a， 1021， 
k a 10*-! 18 
于 是 ki 1l<13 
18 
k< 13*: 


由 (1),(2), 本 题 得 证 . 
10.107 已 知 m 入 是 自然 数 , 且 i 二 100, 在 将 分 数 ” 化 成 十 
进 小 数 时 ,一 位 学 生得 到 小 数 点 后 某 连 续 三 位 上 的 数码 为 1,6,7. 证明 
他 的 计算 有 错误 . 
(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 假定 这 个 学 生 的 计算 没有 错误 , 则 


一 一 一 一 一 一 一 
=A* alaalO7Tarraaprs.. 


ni a nN 
10* pn 一 Aalar"*arp 十 0， 167as 4C845 
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设 瑟 = 55672010, 则 


0.167 入 二 < 0.168, 


2 


167n < 1000B < 168n. 
将 此 不 等 式 各 项 都 乘 以 6 得 

1002n < 6000B < 10087 ， 

2n 6000B — 1000n < 8n. 

由 于 B < n 地 100, 则 

0 < 6000B - 1000n < 800. 

于 是 6000B - 1000” 是 一 个 不 大 于 800 且 又 能 被 1000 整除 的 自然 
数 ,这 是 不 可 能 的 . 

因而 这 个 学 生 的 计算 有 错误 . 

10.108 数列 1,0,1,0,1,0,… 自 第 七 项 起 ,每 个 数字 都 等 于 它 前 
六 项 数字 之 和 的 个 位 数 .求证 在 数列 中 不 会 出 现 连续 六 项 为 0,1,0,1， 
0,1. 

(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 用 上 L(n) 表示 自然 数 ”的 个 位 数 . 

考虑 函数 f(a;). 
flai) =L(2a; + 4airi + 6ai+2 + Bair3 t 10a;r4 + 12a;+s) 

= L(2(a; + airt + Qit2 + Qit3 + dit4 $+ Gits) + 2air1 + 4a;s2 
t+ 6a;s3 + Ba;ra + 10a;1s) 
=L(2aire + 2air1 + 4air2 + 6a;413 + Baira + 10a;ss) 
= 了 (2airl + 4air2 + 6a;+3 + Baiis + 10a;1s + 12a,46) 
= f\( Qi+1). 
所 以 f(a;) 为 定 值 . 
下 面 计算 f(a,) 的 值 . 


flai) = flal) 
=L(2.:1+4.0+6.1+8.0+10.1+12.0) 
= LL(18) 
= 8. {2 = 1],2,.…) OD 


假设 结论 不 成 立 , 即 在 数列 中 出 现 连 续 六 项 为 0,1,0,1,0,1, 则 有 
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正 整 数 ) > 1 ,使 得 


a; 二 Qj+2 二 Qj+4 二 0, 


Qi+l = Qj+3 = Qiji+5 = 1. 
fla) =L(2.:0+4.:1+6.:0+8-.:1+10.0+12.1) 
= 了 (24) 
4 .0 
以 与 只 矛盾 . 


所 以 数列 中 不 能 出 现 连 续 六 项 为 0,1,0,1,0,1. 
10. 109 如果 一 个 27 位 数 它 本 身 是 完全 平方 ,而 且 用 它 的 前 x 
个 数字 与 后 n 个 数字 所 组 成 的 数 也 都 是 完全 平方 (这 里 第 2 个 nn 位 数 可 
以 从 数字 0 开始 ,但 不 能 等 于 0, 而 由 前 n 个 数字 组 成 的 第 1 个 nn 1 位 数 
不 能 从 0 开始) ,这 样 的 2n 位 数 称 为 “奇异 数 ”. 
(1) 求 所 有 两 位 数 和 四 位 数 的 奇异 数 . 
(2) 有 六 位 数 的 奇异 数 吗 ? 
(3) 证 明 存 在 20 位 奇异 数 . 
(4) 证 明 100 位 的 奇异 数 至 多 有 10 个 . 
(5) 证 明 存 在 30 位 的 奇异 数 . 
(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] (1) 先 求 两 位 奇异 数 ， 
由 于 一 位 平方 数 只 有 0,1,4,9, 由 此 组 成 的 两 位 奇异 数 只 有 49. 
再 求 四 位 奇异 数 . 
设 四 位 奇异 数 为 (10x + 1 7, 则 
(107x + 1)* = 100z2 + 20xt + 12. 
则 20z + z* 是 小 于 10 的 自然 数 的 平方 , 则 
20zt + 大 < 100, 
zt 二 4. 山 





又 由 于 zx”> 10, 则 
工 之 4. 四 
由 只, 加 及 r,t EE 11,2,…,9| 可知: 了 ==4， = 1. 
即 四 位 奇异 数 是 41- = 1681. 
(2) 存在 六 位 奇异 数 , 例 如 

256036 = 5067. 
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(3) 阁 存 在 20 位 奇异 数 , 设 有 
(105z + 1)2 = i100x*+2.10xr+1. 
我 们 需求 整数 x ,使 
10? < x? < 101. 
且 2.10xz+1= 交 <1020. 
为 此 ,我 们 可 以 取 x = 5: 10 一 工 
这 时 ,20 位 的 奇异 数 为 
[5 .10 — (10 ~ 1) 了] 
= (4999900001)? 
= 24999000019999800001. 
它 的 前 10 位 是 49999: = 2499900001, 后 10 位 是 99999* = 
9999800001. : 
因此 存在 20 位 的 奇异 数 . z 
(4) 对 于 任意 的 &E N， 4k 位 的 奇异 数 只 能 是 
(10tr + 12)? = 102kz2 十 2 。，104zt + 12. 
当 102*-! < 一 102* 时 ,有 四 
过 >3.10 1， 
| 2 .10*zxt < 10”, 
即 6: 10 1: < 2. 10trt < 10*, 
6t < 10. 
所 以 有 :=1. 
于 是 2.10trxt+ 1 =2.10tr+1. 
设 2. 10:*r+1 = (2u + 1), 
即 24 1SAr = u(u + 1). 
这 个 等 式 成 立 只 有 三 种 情形 : 
(i)5 . 10*"! jw+1; 
(i)2* 1 lw 县 Slwu+l; 
(i)S* Iu 县 2 十 上 
在 每 一 种 情形 都 至 多 给 出 一 个 解 , 它 满足 条 件 x < 5 10*!. 而 这 
个 条 件 等 价 于 2u + 1 < 10*. (在 情形 (ii),(ii) 中 为 了 得 到 矛盾 ,可 设 有 
二 个 解 , 并 考虑 这 两 个 解 的 差 即 可 ) 
因此 存在 的 奇异 数 不 多 于 3 个、 
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(5) 对 于 任意 的 & ,至少 存在 一 个 (4& + 2) 位 的 奇异 数 . 即 
之 二 加 十 te， 
其 中 wv = 25 . 102%-1， w 是 大 于 wo 的 最 小 自然 数 . 
设 y = w* 一 v, 同 时 满足 不 等 式 
0O<y <10*, 10%*<< w’ < 10%*!, 
那么 由 w* 和 y 组 成 的 


~2 一 4 ww? 十 y 一 102*+1 wz 十 


是 奇异 数 . 
因为 w-1< Vv,H(w-1)v-l1, 
所 以 y<2Vv, 

且 办 < 4v = 102T 


其 次 10*<v<w =v+y<vt+2vVv 
< 3v < 10%*+! : 
因而 存在 4& + 2 位 奇异 数 . 
当 & = 7 时 ,借助 于 计算 机 可 以 求 出 
z =25 .10 + 15811389? 
= 500000022109321. 
xz“ 的 平方 是 一 个 30 位 奇异 数 . 
10.110 ”对 正 整数 ,用 S(n) 表示 它 的 数字 和 , 求 所 有 的 正 整数 
MM ,使 得 对 每 一 个 不 超过 M 的 正 整 数 &, 均 有 S(Mk) = S(M). 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 : 除 去 M = 1 这 种 平凡 的 情形 外 , 当 且 仅 当 M = 
10”" - 1 时 ， 
S(Mk) = S(M). OD 
当 M= 10”-1 时 ,对 2 人 kM， 
kM = (k—1).10"—-(k-1)+(10"—-1). 
所 以 中 式 成 立 . 
反之 ,大 中 式 成 立 , 设 M 有 nn 位 ,首位 数码 是 4, 则 
M= 4d.10"!l+m, 
SCM)= d+ S(m). 
取 久 = 10 + 虐 , 则 
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kM = m + 10"-i(d + M), 
S(MkE) = S(m)+ S(M + ad). 


娄 从 而 有 d = S(M + d). 四 
若 d 过 9, 则 M+ 4d 的 首位 为 4 或 4+1, 从 而 SCM+d)>>4d, 与 
GD 矛盾 . 


设 d = 9. 如 果 M 有 小 于 9 的 数码 ,那么 仍 有 SCM + d) > d, 不 
满足 多 ,因此 M 的 所 有 数码 全 是 9. 
10.111 ”应 当 在 如 下 的 问号 (?) 的 位 置 上 填 上 哪 一 个 数码 ,才能 
使 所 得 的 整数 可 被 7 整除 : 
: 666…66?5S3…55. 
2 


530 个 50 个 
《列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 7 | 111111. 





于 是 666….66?553…S5 
2 
和 0 个 0 个 
= 666:….66 + 10” + 66755 . 1048 + 555...55. 
48 个 48 个 
由 于 7 1 666…66 . 103, 
48 个 
7 | 555...55. 


48 个 
所 以 只 需求 (?) ,使 
7 166?55 . 10%. 
鉴于 (7,10) = 1, 所 以 只 需求 (?) 满足 
7 | 66?55. 
设 (?) 位 置 的 数码 为 +， x € 10,1,2,…,9}, 则 有 
66755 = 6303S + 3x20. 
=7. 9005 + 3x2. 10. 
个 难 验证 ， 仅 有 322,392 能 被 7 整除 . 即 
7166255, 7 | 66955. 
于 是 所 求 的 数码 (?) 为 2 或 9. 
10. 112 求 上 所 有 具有 下 述 性 质 的 nEN, 如 果 并 排 写 出 十 进 制 记 
数 法 中 的 数 m5 与 n4, 则 其 中 十 个 数码 恰好 各 出 现 一 次 . 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
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[ 解 ] 用 f(m) 表示 自然 数 mm 的 十 进 制 写法 中 数码 的 个 数 . 
则 对 所 求 的 n ,有 

fln’)+ f(rns) = 10. 
显然 fl(n’) 之 4. 
否则 , 若 f(125) < 4, 则 

n3 < 1000， ”< 10， 

从 而 24 < 10000, 
fn) + Fa4) <4+5< 10， 


这 是 不 可 能 的 . 
于 是 fl(n)=4, fl(n)= 6. 
由 于 m3 < 10000, 而 22”> 10000, 所 以 
n < 22. 
同样 ,由 于 n4 之 100000 ,而 174 < 100000, 所 以 
nn 之 17. 
于 是 18 nn 志 21. 


由 于 任意 自然 数 都 与 它 的 十 进 制 写法 中 数码 之 和 对 模 9 同 余 . 所 
以 
1 二 74=(0+1+2+…+9) ( mod 9) ， 
ni(n+1)0 (mod9). 
显然 = 19，n = 20 不 合 上 式 . 
而 2 = 21 时 ,由 于 21 和 21? 的 个 位 数 都 是 1, 不 符合 题目 要 求 . 
因此 只 考虑 n = 18, 由 于 
18” = 5832, 184 = 104976， 
所 以 n = 18 符合 题目 要 求 . 
10.113 ”证 明 无 论 在 数 12008 的 两 个 0 之 间 添 加 多 少 个 3, 所 得 
的 数 都 可 被 19 整除 . 





(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[证 ] 设 在 两 个 0 之 间 添 加 个 3. 
120 3:……3 08 =126…:6 40-63..…32 


n 个 n+ 1 个 n+ 1 个 
=20x6 3:.…32-63..32 
n+ 1 个 #4 十 1 个 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 609 





=19Xx6332 


于 是 对 任何 自然 数 n ,题目 所 得 的 数 是 19 的 倍数 . 

10.114 ”将 数字 123456789101112…19941995 写 在 黑板 上 ,构成 
整数 N| ,将 Ni 的 位 于 偶数 位 的 数字 擦 掉 , 剩 下 的 数字 构成 整数 N，,， 
将 Na 的 位 于 奇数 位 的 数字 擦 掉 , 剩 下 的 数字 构成 整数 N; ,将 Ni 的 位 
于 偶数 位 的 数字 擦 掉 , 剩 下 的 数字 构成 整数 N4. 此 过 程 一 直 持 续 到 黑 
板 上 只 剩 下 一 个 数字 为 止 . 试 确定 这 个 数字 . ( 注 : 从 左 往 右 数 数 计算 位 
置 ,例如 在 12345 中 ,1 在 第 一 位 ,2 在 第 二 位 , 依 此 类 推 ) 

(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 整数 Ni 由 9x1l1+90x2+900x3+996x4=6873 个 数字 
构成 .将 这 些 数字 依次 编号 为 1,2,3,…,6873, 我 们 考察 编号 的 集合 
11,2,3,…,68731 

从 Ni 中 擦 掉 位 于 偶数 位 的 数字 等 价 于 从 集合 11,2,…,6874| 中 
去 掉 12,4,… ,68721 , 剩 下 的 集合 为 11,3,3,…,68731= |1,1+2=3,3 
+2=5,.…,6871 +2=6873}, 

再 从 集合 i1,3,5,…,6873} 中 去 掉 j1,5,9,…,6873| ,得 到 剩 下 的 
集合 13,7,11,…,67811=13,3+4=7,7+4=11,…,6867+4=68711. 

再 从 剩 下 的 集合 13,7,11,…,68711 中 去 掉 17,1$,… ,得 到 集合 
13,11…=13,3+8=11,11+8=19,…|， 

依次 又 得 到 

{11,11+16=27,.…}, 111,11 + 32= 43,…|}| ,143,43 + 64 = 107, 
|, 143,43+ 128= 171,.…|, 1171,171+ 256= 427,…|,1171,171+ 
512=683,-…| ,1683,683+ 1024 = 1707,…} ,1683,683 + 2048 = 2731 1 ， 
12731,2731 + 4096 = 68271 ， 

最 后 一 步 , 即 第 十 三 步 之 后 只 剩 下 12731 上 | 

所 求 的 数字 应 是 N 的 从 左 至 右 的 第 2731 位 数字 .由 于 9x1+90 
x2<2731<9x1+90x2+900x3， 

所 以 该 数 为 三 位 数 . 

一 位 数 和 两 位 数 共 占 去 9x1+90x2=189 个 位 置 ,而 2731 -189 
=2342=3X847+1, 于 是 ,由 于 在 三 位 数 中 第 848 个 数 是 947, 其 中 第 
一 个 数字 是 9. 因 此 ,最 后 黑板 剩 下 的 数字 是 9. 
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10.115 ”从 任何 一 个 三 位 数 n 开始 ,我 们 得 到 一 个 新 数 f(n), 它 
是 ”的 三 位 数字 ,三 个 两 两 数字 的 乘积 ,三 位 数字 乘积 的 累加 . 


le — 计 = A 
(1) 当 n= 625 时 , 求 丈 尊 : 


(2) 求 所 有 三 位 数 ,使 得 到 7 = | 
(英国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 设 ”=ap=100c+100+c, 这 里 cb,cE10,1,2,…,9|， 
4 之 1. 
f(n)=(at+bt+c)+(abt+bctca)t+abc. 
(1) 当 n=625 时 ,a=6,b=2,c=5. 
f(625)=(6+2+5)+(12+10+30)+60=125, 





第 

625 _625_ + 二 

f(625) 125 ~i 证 
(2) 依 题 意 ,有 n= f(n). . 记 
ti00c+102+c=(a+bo+c)+(ap+ac+ca)y+agc， 法 


_ 99a+96-ab 
Tatbtab < 


有 99a +9b- ab 9(a+6b + ab), 
或 90a 志 10ab , 故 6 宇 9. 
夯 一 方面 ,56 委 9, 于 是 0=9. 


而 “24a+81-9a_90a+8l_ 
at+9+9a 10a 十 9 





9 


因此 7 = a 99， 
由 于 a 可 取 1,2,…,9, 所 以 
2 二 199,299 ,399,499 ,599 ,699 ,799 ,899 ,999. 

10'116 ”将 正 整 数 称 为 相似 的 ,如 果 它 们 可 用 同样 的 一 组 数字 写 
出 (例如 112,121,211 是 相似 的 ,因为 它们 都 可 用 数字 组 1,1,2 写 出 ). 

证 明 存 在 三 个 相似 的 1995 位 数 ,它们 的 各 位 数字 中 不 含 0, 且 其 
中 两 个 数 的 和 恰 等 于 第 三 个 数 . 

(第 21 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 注意 到 1995 是 3 的 倍数 ,所 以 先 考虑 三 位 数 的 相似 数 .由 

于 
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459 + 495 = 954. 
于 是 ,所 求 的 三 个 数 可 以 为 

A=459459...4 59 
1459 的 665 组 

B=495495..….4 95 
495 的 665 组 

C=054054...9 34 
954 的 665 组 


则 A+B=C. 

于 是 A ,B,C 即 为 所 求 . 

10.117 “” 试 求 具有 如 下 性 质 的 最 大 正 整数 : 它 的 末 位 数 不 是 0, 在 
去 掉 它 的 某 一 位 数 (但 非 首位 数 ) 之 后 所 得 到 的 数 是 原来 的 数 的 约 数 ， 

(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 】 记 原 来 的 数 为 mayia 上 oa) 是 删 去 w 之 后 得 的 数 

ee 4 的 4 储 即 
ak 0 + a10 +a, a 

i 10 + a,-1"*…ai). 中 
易 见 1<5<20, 又 因 al 关 0, 则 5 天 10. 

如 果 6>10, 则 + 上 = -1. 于 是 由 人 @ 式 得 





far-i ~ (6—10)a,)10:™ ?= (6 -1)a,_ ai ©O 
GO 式 两 端 为 正 整 数 , 即 a -1>(p 一 10)aux . 四 
此 时 @@ 式 即 为 (6 1)a-al=2 2.Se ?2[a 1 一 (6b~10)a] 出 


由 于 a1 关 0, 则 数 ay -，…al 不 能 噬 为 2 的 倍数 ， 又 5 的 倍数 . 

当 它 是 2 的 倍数 时 ,4b 一 1 应 为 5* 悦 的 倍数 ,但 因为 5 一 1<19< 
25 ,所 以 有 -2< 和 1,& 魏 3, 即 原来 的 数 至 多 为 三 位 数 .由 于 我 们 求 最 大 正 
整数 ,可 暂 不 考虑 ; 

当 它 不 是 2 的 倍数 时 ,5 一 1 应 为 24 司 的 信 数 ,但 因 5 一 1<19< 
2 ,所 以 上 一 2 所 4,k 志 6, 这 表明 原来 的 数 至 多 为 六 位 数 . 

如 果 &=6, 则 2-1 是 234 的 倍数 ,至 少 为 16, 它 不 再 是 5 的 倍数 . 
这 表明 

-1=16,asasazal 是 94=625 的 倍数 . 

代入 @@ 式 有 ”as>>7a, © 
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因为 4 之 1] 则 as 之 7, 只 能 有 as=8, Cs 三 日. 
当 ;=8 时 ,由 回 式 ,a6=1,5 一 1=16, 代 人 外 式 得 


asa3ad2al = 一 0 一 = 625. 


这 表明 原来 的 数 是 a6asasaa3a2a! = = 180625. 
事实 上 ,180625 = 17 x 10625. 合乎 题目 要 求 . 
当 ”as=9 时 ,由 名 式 ,a6==1, 又 5 一 1=16, 代 人 @ 式 ,得 


U4 = 1230. 


此 时 al 二 0 ,不合 要 求 . 
如 果 5<10, 将 四 式 改 写 为 
[(10~b)aria,ritali0 =(2 一 ia ai， (0) 

由 于 所 要 求 的 是 满足 条 件 的 最 大 整数 ,所 以 应 用 宇 6, 此 时 显然 
有 之 1. 经 过 类 似 的 讨论 可 知 , 当 65 一 1=8,1 一 1=3,a3a2a] = 二 875 时 ， 
OO 式 右 端 最 大 ,有 a,…as + a4=7, 可 知 衣 =5,as 扎 7. 故此 时 最 大 整数 
为 70875, 而 70875 =9xX7875, 也 合乎 条 件 . 

但 是 7087$S< 180625 ,所 以 所 求 的 最 大 正 整数 是 180625. 

10.118 证明: 对 于 任何 自然 数 &>1, 都 能 找到 一 个 2 的 寡 , 在 它 
的 末尾 的 & 个 数码 中 至 少 有 一 半 是 9. (例如 ,对 于 有 &=2, 有 2L2 = 4096， 
对 于 &=3, 有 25 = …992 ,等 等 ) 

(第 S7 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 我 们 来 证 明 : 对 任何 自然 数 宇 1, 在 203 “的 末 k+2 
位 数 中 至 少 有 | 冯 (t+2) | 个 9 

由 于 2 =1024=10 +24， 

(103+ 24)5* = 103 5 + 54.1035 -0D) .24+ .+ 56.103.24(5 -十 245 

又 由 于 St.103.24(5 -0D = 103+4.35 -1.23.3 3k 

所 以 有 2105 二 245* (mod 103+*)， 

因此 212°5" —g65 一 (102 _ 2°)5* 

三 和 .102.22(5 -1) 2°5" 
=22°5 -2-kA(104+2 2+2) (mod 103+*). 
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所 以 有 2 (ad 10***). 

由 于 2412 = 8 了 <10 字 ,因此 ,104+? - 2*'* 至 多 在 末尾 的 
| 全 | 个 数 上 不 是 9, 即 它 至 少 在 | 子 (k+2) | 个 数位 上 者 是 9， 

10:119 设 集 合 11,2,3,…,1998} 被 分 为 999 个 彼此 不 相交 的 二 
元 子 集 1a; ,6b;| ,并 且 对 [<og9 ,的 有 (a -1 或 6. 

证 明和 数 > |a; -5;| 的 末尾 数字 为 9. 


(第 27 届 美国 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[证 ] 由 条 件 , 对 任意 TI 委 ; 委 999, 均 有 
la,—b ;| 大]1 (mod 5). 





所 以 ,有 和 数 S= > la; — b; | 二 999=4(mod 5). 


这 表明 ， S 的 末尾 数字 只 :能 为 4 或 9. i 
另 一 方面 ,S= 3 la -bl= >) (ai+6)= >) i=999x 1990 
(mod 2). 7 二 | 二 7 三 ] 
这 又 表明 ,S 为 奇数 . 
综合 以 上 可 知 ,S 的 末尾 数字 只 能 是 9. 
10:120 ”取出 小 于 1 的 分 母 为 1000 的 正 有 理 数 ,将 所 有 的 数 约 
分 成 既 约 分 数 ,然后 把 每 个 数 的 分 子 与 分 母 相 加 ,可 以 得 到 多 少 个 不 同 
的 数 . 


由 


(第 17 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1999 年 ) 
[ 解 】 因为 1000=23.5 ,所 以 1000 有 16 个 因数 : 
1,2,4,5,8,10,20,25,40,50,100,125,200,250,500,1000. 
以 上 16 个 数 除去 1 之 外 均 可 作为 小 于 1 的 分 母 为 1000 的 既 约 分 
数 的 分 母 . 
把 题 设 中 的 所 有 有 理 数 按 分 母 分 类 可 以 分 为 15 类 ,记分 母 为 的 
叫 & 类 . 


又 把 既 约 分 数 -六 的 分 子 与 分 母 之 和 p+g 叫做 这 个 分 数 的 生成 
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以 2 为 分 母 的 只 有 才 ,生成 数 为 3; 


以 4 为 分 母 的 有 二 ,过 ,生成 数 为 5,7; 
以 5 为 分 母 的 有 -5 ,全 ,二 ,人 ,生成 数 依次 为 6,7,8,9; 
以 8 为 分 母 的 有 总, , 言 , 芯 ,生成 数 依次 为 9,11,13,15. 


下 面 证 明 所 有 不 小 于 17 且 不 能 被 5 整除 的 所 有 小 于 2000 的 正 奇 
数 均 能 被 生成 ,而 不 小 于 17 又 小 于 2000 且 能 被 5 整除 的 正 奇数 都 不 
能 被 生成 . 

设 M = | 17<m<2000, mEN,Stm,21n! 

= 417,19,21,23,27,29,31,33,37,.…,1999}. 

对 每 一 个 i€ M, 可 以 从 1000 的 偶 因数 中 找到 一 个 偶数 及. 使 得 有 
人 <1<2k. 由 于 六 只 有 约 数 2 和 5, 所 以 21i,5 7, 从 而 (8,7)=1,(k,i 
~-)=1, 即 "全 属 k 类, 且 生成 i 

下 面 证 明 不 小 于 17 而 小 于 2000 的 且 能 被 5 整除 的 正 奇数 都 不 能 
生成 . 

显然 ,分 母 为 2,4,5,8 类 都 不 能 生成 17 至 2000 间 5 的 倍数 . 

其 他 类 的 分 母 是 110,20,25,…,1000| 均 是 5 的 倍数 .假设 1(5|i,2 
fi,17 志 i<2000,iE NN) 可 被 生成 , 则 必 属 于 分 母 为 类 (5|k), 所 以 5 
i 一,(4,i 一) =5, 这 时 分 数 二 《不 是 既 约 分 数 .所 以 ; 不 能 生成 ， 

最 后 讨论 可 以 生成 的 偶数 . 

显然 ,分 母 为 偶数 的 类 ,其 分 子 只 能 是 奇数 ,此 时 不 能 生成 偶数 . 

所 以 只 需 讨 论 分 母 为 5,25,125 的 情况 . 

此 时 ,要 生成 偶数 ,其 分 子 必 为 奇数 ,而 5,25,125 均 为 5 的 震 , 所 
以 分 子 是 非 5 的 倍数 且 小 于 分 母 的 奇数 . 

由 于 3 一 2000 间 的 奇数 有 999 个 . 

其 中 , 末 位 为 5 的 数 有 -一 二 = 198 个 

分 母 为 5 时 ,分 子 有 2 种 可 能 . 


分 母 为 25 时 ,分 子 有 12- | 旦 |=10 种 可 能 
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分 母 为 125 时 ,分 子 有 :10 一 2=50 种 可 能 . 
所 以 共 得 到 999 -198 +2+10+50=863 个 不 同 的 数 . 
10.121 ”证 明 对 每 个 正 整数 ,存在 一 个 正 整数 具有 如 下 性 质 : 
(1) 恰 有 ”位 数字 
(2) 数 字 均 不 为 0; 
(3) 被 它们 的 数字 和 整除 . 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 ] 在 n=3 时 ,111 合乎 题目 要 求 . 
设 n=3/ 时 , 则 111…111 合乎 题目 要 求 ， 
= 


3 个 1 


Ss 记 洪 


当 n=3111 时 ， 
111…111=111…111x(102x3 + 103 +1) 


3 1 个 3! 个 1 
能 被 3 x3=3*+! 整 除 . 
于 是 由 数学 归纳 法 证 明了 对 一 切 自 然 数 = 3/, 数 111…111 合乎 
3 人 个 ] 
对 于 3 之 nn 之 2Xx31, 令 有 =3/,t==n 一 上 , 则 数 
S=11] 99.…9 88…8. 


i 个 1 二 一 上 个 9 1 个 8 


从 而 S 的 数字 和 为 : + 9k 一 9z + 8z=9k， 
S 的 位 数 是 :+ 一 :+ 上 =k+1=. 


1: 。 友 t 
且 S=40 110- J 10 + (104- 10+3 一 ] 
_104:+8.10 一 10:-8_ (10'+8)(10:—1) 
9 9 
={10:+8)x11:…1 


个 ] 
能 被 9& 整除 . z 
对 于 2Xx3{ 太 n 世 3171, 邻 有 =2x3/,t=n 一 上 ,上 面 的 S, 仍 然 满足 
题目 要 求 . 
于 是 对 一 切 正 整 数 n ,都 存在 满足 题目 要 求 的 正 整数 . 
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第 十 一 章 上进 制 记 数 法 


11*1 分别 由 整数 [( V10)"],[(Y2)"*] 的 末 位 数字 构成 的 数列 
io) 1 是 循环 数列 吗 ?( 这 里 fx] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ) 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] (1) V10 = 3.16227766…， 
[ V10] 的 末 位 数字 为 3, 即 wx = 3， 
[(V10)] = [10] = 10, 即 w = 0， 
[(vV10)3] = [10 V10] = 31, 即 ci = 1， 
[(V10)] = [100] = 100, 即 a4 = 0， 
[(Cvi0)] = [100 V10} = 316. 即 oj = 6. 
因此 a2441 恰 等 于 V10 的 十 进 制 小 数 的 小 数 点 后 的 第 上 & 个 数字 . 
a = 0. 
由 于 V10 是 无 理 数 , 它 是 元 限 不 循环 小 数 ,所 以 ias411 是 不 循环 
的 ,因而 数列 1a,| 不 是 循环 数列 . 
(2) 由 十 进 制 小 数 化 为 二 进 制 小 数 的 方法 .v2 的 二 进 制 的 小 数 点 
后 的 第 ”位 数字 , 恰 等 于 [(Vv2 六 ] 的 二 进 制 的 末 位 数字 组 成 数列 | ,| 
的 72%41. 由 于 Y2 是 无 理 数 ,所 以 | Yn+11 不 是 循环 数列 ,因而 对 十 进 制 
来 说 , 18,} 也 不 是 循环 数列 . 
11.2 ”定义 在 正 整 数 集 上 的 函数 了 满足 :FE = 1,f(2) = 2， 
fln+2)= fl(n+2- fant+I)D)+f(nt+l- fn)), (n 宇 1). 
(1) 求证 (i)0 和 f(n+1)- f(n) 过 1; 
(ii) 如 果 fn) 是 奇数 , 则 fn + 1) = fln)+1. 
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e 机 次 


(2) 试 求 (并 证 明 ) 适合 f(w) = 288+1 的 一切 2 的 值 . 
(第 22 局 加拿大 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[证 ] 根据 已 知 条 件 ,我 们 写 出 f(n) 的 开始 的 一 些 值 . 


本 


fl(n) 
由 这 个 表 可 以 猜想 这 样 的 结果 : 
fln) 递增 地 取 遍 正 整 数值 , 且 每 个 值 mx 出 现 r + 1 次 ,其 中 + 是 
含 2 的 最 高 次 数 , 即 





27 | mm, 2 了， 
我 们 记 作 ”27 于 mm， 
为 了 证 明 上 面 的 结果 ,我 们 使 用 m 的 二 进 制 记 法 . 
nm = (bbb2bi)2, b, € 10,1!. 
则 在 不 超过 m 的 自然 数 中 ,奇数 的 个 数 为 
2 + bi, 
2 的 倍数 的 个 数 ( 非 4 的 倍数 ) 为 
2 — bbe-1'* b3,** 
2 的 倍数 的 个 数 为 6b. 
因此 适合 f(n) = m 的 最 大 的 n( 记 作 a ) 为 
Cn = 1: 和 b1) + 2( 儿 pb2 — ba'**b3) 
“+ (k— 1 1 6) + kb 
= bl1 + 36b2 +t barb3 tr + bb, + hh 
= (2 64°%b2 + Ob) + bereb2y + Barreb3 + ee + Bb, 1 + bh 
Be bT + Beeby + ee + bib, + bh 
= bi1+ bl +2) + + bll+2+. + 2*!) 


3 (2 — 1). 
由 此 式 ， 我 们 可 求 出 


| 


Hl 
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a=2i1-1=1, oa =2-1=3， 

=(2-1)+(2-1)=4，a = 2 -1=7… 
如 果 2 疡 , 则 

| 
= (2 -1UD-L2-D+(2 -1)+.…+(2-1)] 
= 一 广 十 | 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 :( 规 定 ao = 0) 
当 上 < 和 as 时 ,Fa) = m. 
当 mm 声 10 时 ,已 直接 验证 结论 成 立 . 
假设 n 过 a,, 时 ,结论 成 立 .下 面 证明 : 
当 a, <n 人 Ra 时 ,fn)= m+t+l1. 
(1) 车 m+ 1 为 奇数 , 令 
7 十 1 一 1+2+22 十 … 十 24， 
其 中 1 委 疝 < < … 和 < 去, 则 
a,,, = (2i1+1 1) 十 (2i2+1 1) 十 .…- 十 (2i+! _ 1 ) ， 


1 十 小 


k 
进 
制 
记 
数 
法 





Qntl 一 A 十 ] . 


于 是 fam+1) 一 fam+l 和 71 ) + fla, m) 
flas + 1)+ f(as) 


= 全 + + 全 


2 2 
= 1 十 1]. 


(2) 铬 m+ 1 为 偶数 , 令 p++1 = 21+272+… 二 24， 
其 中 1 过 i 过 ?2 < 了 . 


25-1 | 亚 二 


da =(2-H)+…+(20-1)+(22 一 1)+…+(2 一 1) 
= (2 — 1)+ 22 一 二 +( 人 (22 一) 一 (+1) 
flan+1)= fla -iit1)+ flasy -ilt+!) 


m+l m+l 
2 1 3 
m+1,， 


fa -iti)+flaw-it+1)= mt+l1. 


| 


f(a,, + 2) 


ll 
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这 


fla,, + 3) = 所 ao — (i 一 2)) 十 f(auu it+1)= m+l1, 

flant+il+1)= fan) 十 f(auy -1)= m+t+l. 

即 对 ai 所 is 和 ci 均 有 Fa) = 六 十 1 

所 以 0 委 Fa +1) -ah) 委 1 

并 且 An) 是 奇数 时 , f(n+1)= f(n)+1. 

由 以 上 ,满足 f(n) = 2 + 1 的 nn 只 有 一 个 , 即 

n=21-1+2-1=2!. 

11.3 ”三 个 容 更 都 注 进 了 整数 升 的 水 ,可 以 从 其 他 容 絮 中 往 任何 
一 个 容器 中 再 倒 进 这 个 容器 中 己 有 的 那么 多 水 . 证明 若 干 次 这 样 “ 重 
倒 ”后 能 倒 空 一 个 容器 . (每 个 容 占 都 足够 大 ,能 盛 下 所 有 的 水 ) 

(第 5 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 ] 设 在 3 个 容器 A .BC 中 分 别 装着 水 ec 升 2 升 < 升 ， 0 所 
a < 六 过 CC 

为 证 明 本 题 ,只 要 用 在 干 次 * 重 倒 ” 能 使 一 个 容器 中 的 水 少 于 a 升 
就 可 以 了 ,因为 重复 这 种 做 法 就 可 把 一 个 容器 中 的 水 倒 空 . 

设 =ad+r，0 过 < a. 

我 们 把 B.C 中 的 水 倒 进 A 中， 这 时 A 的 水 就 会 变 成 24 ,2*a ,2 a， 

2ha. 

我 们 注意 到 从 B 中 正好 倒 出 da 升水 ,那么 在 B 中 还 剩 - < a 升水 . 

事实 上 ,这 样 做 是 可 能 做 到 的 . 

因为 可 以 把 4 写成 二 进 制 形式 , 即 写 成 1,2,2 ,…,2*,… 中 车 于 个 
数 之 和 的 形式 .因此 从 B 中 次 倒 出 相应 的 da 升水 之 后 ,如 果 A 中 的 
水 不 足 2%4 升 ,再 从 C 中 倒车 干 升水 到 A 中 补足 24 升 . 这 时 从 C 中 倒 
出 的 水 要 比 从 B 中 倒 出 的 少 ,因此 C 中 还 有 水 . 

11.4 已 知 利用 6 个 一 组 的 夸 码 可 以 使 重量 是 连续 自然 数 的 63 
个 重 物 平衡 , 求 这 组 奈 码 . 

(第 21 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 设 所 求 的 6 个 夸 码 的 重量 按 不 碱 关 列 为 x| 过 zx) 委 … 二 6 

由 数 xz1 ,x，，… ,x6 中 的 某 几 个 组 成 的 和 数 可 表示 为 

slZl 十 E22 十 … 十 E66 (DD 


其 中 Ee; 一 0,1, 且 至 少 有 一 个 E; 天 0. 
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形 如 @ 的 表达 式 恰好 有 2° - 1 = 63 个 . 

依照 题 设 条 件 , 这 63 个 数 可 记 为 zo+1， ro+2， …， :0 十 
63. 由 于 人 @ 的 所 有 表达 式 均 不 相同 ,因此 必 有 zi < ra 之 区 rb. 

并 且 有 

xz 二 T1 = rot+062= x2+ r++ xe, 
Tot+63= ZI 十 并 十 十 6， 

由 此 可 得 x!I=1. 

于 是 0=0, X=2,， Xi+ x; = 3, zx3= 4. 

假设 数 人 1 ,天 过 5) 已 经 求 出 ,这 样 表达 式 El 十 E22 十 
… + epxre(e; 二 0,1) 就 可 以 给 出 数 1,2,…,2* 一 1, 那 么 zi41 = 2*, 且 表 
达 式 elzl + ey2x2 十 … 十 E441xet! 对 同样 的 6, 表示 数 1,2,…,2*1i 一 14. 

于 是 可 依次 求 出 : 

TI=1,， zx =2, x3=4, zxz4=2=8, 

rs=24= 16, xeo= 2 = 32. 

11.5 在 练习 本 里 写 着 藻 干 个 数 .如 果 这 些 数 中 的 两 个 数 或 更 多 
一 些 数 的 算术 平均 值 不 等 于 这 些 数 中 的 任何 数 ,那么 就 可 以 把 这 些 平 
均值 添 写 到 已 写 好 的 那些 数 旁 边 . 证 明 从 数 0 和 开始 ,用 这 样 的 添 写 
法 可 以 得 到 数 :(1) 省 ;(2)0 和 1 之 间 的 任何 有 理 数 . 

(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] (1) 从 数 0 和 1 开始 ,能 够 用 求 平均 值 法 得 到 所 有 二 进 制 的 
有 理 数 :分 母 是 2,4,8,16,… 等 的 分 数 . 

为 了 从 0 和 1 得 到 分 数 二 ,只 要 选取 其 和 为 1 的 个 不 同 的 二 进 制 
有 理 数 ,并 取 它 们 的 算术 平均 值 即 可 . 

例如 , 当 n = 5 时 ,有 


(2) 我们 指出 ,如 有 果 能 根据 茶 个 方案 从 (0,1) 得 到 上 ,那么 根据 同一 
方案 可 由 (1,0) 得 到 1- 上 ( 即 处 处 用 1- 工 代替 ~ 而 求 算术 平均 值 的 各 
步 也 保持 这 种 代替 ). 

根据 同样 的 方案 ,我 们 也 能 从 (0,r) 得 到 (0,x), 于 是 ,如 果 已 经 
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i 十 各 





得 到 了 数 上 以 及 所 有 有 理 数 -一 ， A = 1,2,3,…,n 一 1, 那么 就 可 
以 得 到 





SE 由 六 
| 
3 | 一 
|} 

| 


以 及 一 切 





从 而 得 到 0 和 1 之 间 的 任何 有 理 数 . 
11.6 对 于 由 整数 构成 的 非 空 集合 S, 令 c(S) 表示 S 中 的 所 
有 元 素 之 和 . 设 A 一 aaa，……all| 是 一 个 由 正 整数 构成 的 集合 ， 
且 a < az<…<all. 如 果 对 于 每 个 正 整数 二 1500, 都 存在 A 的 一 
个 子 集 S$ ,使 得 c(S) = 72， 求 ajo 的 最 小 可 能 值 . 
(第 21 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


[ 解 ] 设 S = oo, 则 有 
af 和 +，&=1,2……,10， 
事实 上 , 若 存 在 j ,使 得 
al > 5S;+1, 
那么 ,对 n = S; + 1, 由 于 
alt+azt++a = 9j < n, 
而 a>S+t+l=n (t>)). 
从 而 不 存在 SC A, 使 得 so(S)= 1. 
易 知 ,al = 1, 于 是 可 得 
a2， a 人 4，ay 夺 8，a;s 三 16， 
a6 三 32，ay 太 64， asg 三 128. 
藻 cg 委 247, 则 ao 委 246, 因 此 


al 和 9lo+1 
=(1+2+4+…+128)+246+247+1 
= 749. 
从 而 S11 = So + al S1497. 
这 是 不 可 能 的 . 
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从 而 aio > 248. 
又 当 al =1,， ay=2, a3=4, a4=8, as= 16, a6= 32, 
a7 = 64, ags = 128, ag= 247, ai0o = 248,， ca = 751 人 时 ， 集 

合 A 一 laj,a2, "al | 满足 题目 要 求 . 

实际 上 ,1,2,4,8,…,128 可 表示 1 至 27+26+…+2+1=235 之 
间 的 所 有 整数 ,这 可 由 二 进 制 表示 得 到 . 

1,2,4,…,128,247,248 可 表示 从 248 至 247 + 248 + 255 = 750 之 
间 的 所 有 整数 . 

从 而 1,2,… ,128,247,248,751 可 表示 从 1 至 1500 间 的 所 有 整数 . 


11.7 证 明 任何 一 个 正 的 既 约 真 分 数 可 以 表示 成 两 两 互 异 的 


自然 数 的 倒数 之 和 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1972 年 ) 
[证 1] 选取 自然 数 上 满足 不 等 式 


n < 2 
设 247 = qant+r, 0Zr<n. 
m_2m_ gq ,rr 
于 是 有 n 2tn 2 YY 2h 山 


因为 也 < 1, 所 以 
gn qn tr = 2m < 2%n. 
即 q < 2*. 
于 是 在 二 进 制 中 ,9 可 写成 
q= gtgq2+g°2 + +q1'2 ， 
其 中 di 入 10,11 .因此 


l 1 ] ] 
py © 


由 于 > < 之 过 2*, 则 在 二 进 制 下 ,r 可 写成 
六 一 7 十 六 | *。， 2 十 rr 22 十 … 十 124-1 


其 中 x; € 10,11, 因 此 
r 1 1 1 
2 2 I ean 9 


另外 ,因为 rr < n ,所 以 当 ) =0,1,2,.…,n—1 时 有 不 等 式 
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| [2 7 1 
人 
2 jy 2 2 < 2* 


因此 ,和 式 (3 中 的 每 个 非 零 加 项 小 于 和 式 名 中 的 任何 非 零 加 项 . 
于 是 ,和 式 外 与 (3 含有 不 同 的 加 项 . 


由 外,@ 和 @ 可 将 ， 表示 为 两 两 互 异 的 倒数 之 和 . 


SN 


2 CA 1 CA 1 
7 二 之 14 Fk Pay pm 
其 中 gq, € 10,1!， rx; € 10,11. 
[证 2] 对 mx 用 数学 妇 纳 法 . 
(1) 当 wm = 1 时 ,因为 


所 以 结论 正确 . 

(2) 假设 结论 对 小 于 m(m > 1) 的 自然 数 成 立 , 我 们 证 明 结 论 对 
于 mm 也 成 立 . 

设 n=gmnt+r, 0<r<m. OQ 


因为 0 过 之 <1, 所 以 mw<n,，g>0. 


nn 


如 果 = 0, 那 么 由 人 @ 可 知 n 被 mx(m > 1) 整除 ,这 与 mm 和 nn 互 
素 的 假设 矛盾 .于 是 > > 0， 玉 -< 了. 








将 中 写 为 
n=(g+1)m- (nm—r). 
那么 
mn 1 Cg+Dm-n mr 四 
nn g+1 nn(g+1) ng+ 1): 
因为 pn 一 rr 之 nm ,所 以 按 归纳 假设 , 数 - Ca 二 下 可 以 表 成 两 两 互 异 
的 日 然 数 倒数 之 和 : 
mC—r | l 
7 9 


因为 n>>m>1, 所 以 由 车 , 当 7= 1,2,…, 上 时 ,不 等 式 1 > 
g + 1 成立, 从 而 1 与 q+ 1 不 同 . 
把 多 代入 四 得 
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ml + 
天 g+1 i1 th 


We 777 ， 可 表示 成 两 两 互 异 的 和 目 然 数 倒数 之 和 . 
论 对 任何 自然 数 mz 成 立 . 
11: 3 设 n 是 固定 的 正 整 数 . 求 出 满足 下 述 | 
和 :在 二 进 制 的 数字 表示 中 ,正好 是 由 2 个 数字 组 成 ,其 中 及 个 
以 及 n 个 0, 但 第 一 个 数字 不 是 0. 
(第 23 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1)n = 工时 ,由 题 设 只 有 (10): = 2. 
即 所 求 的 和 为 2. . 
(2)n 宇 2 时 ,第 一 个 数字 为 1, 则 其 余 2n 一 1 位 有 nn 一 1 个 位 置 放 
1， 7 个 位 置 放 0, 所 以 共有 G3;!i 种 可 能 . 
又 考虑 除 第 一 位 之 外 的 任 一 数位 ,其 数字 为 1 的 有 G3;; 个 数 ,其 
数字 为 0 的 有 C4; 个 数 .于 是 在 此 数位 上 的 数字 和 为 
CC = C3, 2 





k 
进 
制 
记 
教 
法 





因此 ,所 有 数 的 和 为 
C3, (1 +2+ + 2 2) (人 32221 
= (人 (22271 ~ 1) + C3, 122"7! 
11.9 ”对 0 志和 nn， 令 a0 为 mod3 分 别 与 1,2 同 余 的 二 
项 式 系数 C0 的 个 数 .证 明 对 所 有 的 nn， a, > 总 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 对 采用 三 进 制 的 表示 法 , 令 


n= De ‘3:, cc; € 10,1,2|. 


则 > Ce 一 《十 ) 
三 = ] Cr + ] 
= | Yo 
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i 十 流 





- > [lc (md3). © 


££=0 i 


其 中 > di3; =k， 即 k 的 三 进 制 表示 ， 并 约定 0 = 1, 及 a < 


b 时 C= 0. 
于 是 比较 @ 式 两 边 x 的 系数 得 
C= jc ( mod 3). © 
设 c(0 达 1 过 N -1) 中 有 /个 等 于 2， nm 个 等 于 1, 其 余 的 为 0， 
则 仅 在 相应 于 / 个 2 的 a; 中 有 奇数 个 为 1, 其 余 的 为 0 或 2, 相 应 于 
个 1 的 d; 为 0 或 1, 相 应 于 N11-m 个 0 的 a; 为 0 时 ,Ct 寺 2 (mod 
3). 


因此 

b, = D> CT 人 (0201 ,I 
i 
而 an = 7CP24-2 . 2%, 
因此 
oo ~ bs = 2"( DCH2TY DC) 
了 了 

一 2 -人 (2 一 1) 
= 2”> 0. 

因此 a > Db,. 


11.10 ”证 明 在 数 [2* . V2] 中 有 无 穷 多 个 合 数 . 
(第 34 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 

[证 3] 设 a = [2* .YY2]. 

我 们 证 明 , 在 数列 ias1 中 有 无 穷 多 个 偶数 ,从 而 在 数列 jet 中 有 
无 穷 多 个 合 

若 数 列 | au 上 + 从 某 一 项 起 都 是 奇数 ,那么 在 它们 的 二 进 制 记 法 中 就 
都 以 1 结尾 ,这 时 在 Y2 的 二 进 制 记 法 中 ,从 某 个 位 置 开 始 就 出 现 1, 这 
与 V2 的 无 理性 矛盾 .因此 ,不 可 能 出 现 1as| 从 某 一 项 起 都 是 奇数 的 情 
形 . 

[证 2] 设 2"v2= [2*Y2]+a, 0<a<l. 
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如 果 0 < a < 方 , 则 


27+t1 V2 = 2[2"V2]+2a. 
从 而 [2**! Y2] = 2[2” Y2] 是 偶数 ,因而 是 合 数 . 


如 果 方 过 a < 1, 则 
2"+1 V2 
=2[2” VY2] + 2a， 
[2"*t Y2] 
=2[2"Y2] +1+ [2a]-—1 
=2[2"v2]+1 


为 奇数 . k 
此 时 由 2a - [2c] < a 可 知 ,用 2 的 一 系列 方 赛 去 乘 2" .JI, 每 乘 | 车 
一 次 都 可 使 结果 中 的 小 数 部 分 减 小 , 直到 它 小 于 -> ,这 时 再 进行 一 次 
乘 2 的 运算 就 又 得 到 偶数 . 
因而 在 [2* Y2] 中 有 无 穷 多 个 偶数 , 即 有 无 穷 多 个 合 
11.11 设 n 是 合 数 ,p 是 n 的 真 因 数 , 试 求 最 小 的 正 整数 NN( 用 二 
进 制 表示 ), 使 得 (1 + 2? + 2"”?)N -1 能 被 2 整除 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,满足 题 设 要 求 的 最 小 正 整 数 N 应 满足 
(1+2?+2"”7P)N 二 1 ( mod 2”). QD 
因为 p 是 的 真 因数 , 则 p > 1, 因 而 
(1l+27+2"*7, 2”)= 1.- 
因此 ,满足 个 且 小 于 2 的 自然 数 N 是 惟一 的 ,这 个 N 就 是 所 求 的 


1 十 浴 





不 难看 出 ,也 等 价 于 
(1+27+2”7P?+2")NS=1 (mod2"), 
即 (1 +2?)(1+2” 7?)NS=1 (mod2"). © 
设 n= mp，m > 1, 于 是 


mm-l 
(1+22) > (-1)22 1- (-1)"*2"=1 (mod2"). 
上 k= 人 0 
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另 一 方面 ,又 有 ?2 -2p 之 0, 所 以 
(1 + 2” 2)(1 一 2272) 


教 二 1 77272727 
才 三 1 (mod227). 
从 而 有 
m1 
(1 +27)(1 +2"7)(1 2°77) >) (1)298 1 (mod2"). 
k= 
对 比 凶 式 有 
ml 
N =(1 — 2"?) > (~ 1)*2% 
k=0 
m-l 
二 》)(- 1)*22 一 202 
= 人 0 
ui—1] 
三 22 一 2" 2+ > (一 it2 人 如 (mod 2"). 
k= 
从 而 可 令 
mi-l 
N= 2" 27+ D>) (1)*2%. 四 
= 
则 1 过 N27. 
所 以 N 为 所 求 的 数 . 


现 分 两 种 情况 写 出 N 的 二 进 制 表示 . 
当 21+ mm 时 ,由 @ 式 得 


N= 27-. Yn-p 十 Fp In-2p 十 Fn-3p Fn-4p 十 。… 十 24p 3p 十 


222 一 22 十 ] 
= 2 2(22 — 1) +2" P27 — 1)+2" (2 一 1 十 十 20024 
-1)+] 
= (11.…111:…100:…0 … 11:…100:…011…100:…01)，; 
p 个 Pp 个 pp 个 PP 个 2 个. _p 个 /个 


共 艺 自 
当 2 | m 时 ,由 @ 式 得 
N = 27 — 277Ptl 4 2772p 223 二 22040 -2250 十 … 十 240 23. 
+22 一 22+1 
= 2 全 (2 全 1)+270022 一 1)+27 222 一 1) + 二 
230(22 — 1) + 27(27 -1)+1 
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二 (11:…100:…011:…100:…:0 . 11:…100.…011:…100.…01)，; 
PI 个 p+l 个 ”pp 个 Pp 个 Pp 个 p 个 p 个 p 人 个 
共 方 自 
11.12 ”给 定 n 个 不 同 的 自然数 , 试 对 
(1)n = 5, (2)n = 1989 
证 明 存在 某 个 无 穷 的 正 数 等 差 数 列 ,其 首 项 不 大 于 公差 , 且 数 列 的 
项 中 怡 含有 3 个 或 4 个 所 给 定 的 数 . 
(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[证 ] ”对 任 一 整数 a ,考虑 它 的 二 进 制 表示 : 








a 一 (akak-1 41)2 = 一 > 


其 中 4 = 1，a = 0 或 1，j = 1,2,: pl 

当 nn = 5 时 ,我 们 先 来 考察 所 给 定 的 5 个 自然 数 的 二 进 制 表 示 中 的 
末 位 数 Ul. 

如 果 它 们 不 全 相同 , 则 因 其 中 只 有 0 和 1 两 种 情况 ,所 以 其 中 会 有 
3 个 或 4 个 ai 是 相同 的 ,其 余 的 1 个 或 2 个 与 它们 不 同 . 

如 果 这 相同 的 3 个 或 4 个 aj 等 于 1, 则 将 等 差 数 列 的 首 项 取 作 1， 
将 公差 取 作 2, 于 是 所 得 的 无 穷 的 正 数 等 差 数 列 (为 奇数 列 ) 中 将 含有 
相应 的 3 个 或 4 个 自然 数 ,而 不 含有 其 余 的 1 个 或 2 个 自然 数 . 

如 果 这 相同 的 3 个 或 4 个 al 等 于 0, 则 将 这 个 等 差 数 列 的 首 项 取 作 
2 ,将 公关 也 取 作 2 ,同样 可 含有 相应 的 3 个 或 4 个 自然 数 . 

如 果 这 5 个 自然 数 的 二 进 制 表示 中 的 末 位 数 ai 全 都 相同 ,就 再 看 
它们 的 次 末 位 数 a: ,如 果 仍 全 部 相同 ,再 看 a;,… ,总 之 ,能 找到 某 一 位 
数 a; 不 全 相同 ,而 a;_1…ai 全 都 相同 . z 

于 是 ,由 a; 中 必 有 3 个 或 4 个 是 相同 的 ,这 时 ,如 果 (aiai-1…al)， 
尖 0, 则 将 等 差 数 列 的 首 项 就 取 作 (aja; 1…a1l); 所 对 应 的 十 进 制 正 整 
数 ,如 果 (aja;-;…a1)，= 0, 就 将 首 项 取 作 2i ,并 且 都 将 公差 取 作 2 ,于 
是 所 得 的 正 数 无 穷 等 差 数列 即 能 满足 要 求 . 则 ”= 5 时 ,结论 成 立 . 

下 面 证 明 ”= 1989 时 结论 成 立 . 

假设 对 任何 5 < n 志 m1 ,结论 成 立 .我 们 证 明 n= m +1 时 ,结论 
成 立 . 
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我 们 依次 考察 这 wm + 1 个 自然 数 的 二 进 制 表示 中 的 各 位 数字 al， 
a2，,…, 直 到 找到 某 一 位 数 好; 不 全 相同 , 而 Ci-lyCi-2， "Ud! 全 都 相同 . 


由 于 a; E 10,1, 则 至 少 有 | 忆 二 上 | + 1 个 数 等 于 0, 或 至 少 有 
| 严 二 | | + 1 个 数 等 于 1, 但 均 不 会 超过 mw 个 ,对 至 少 有 | 亚 填 上 | + 1 的 那 
些 a; 所 对 应 的 自然 数 , 它 们 的 数目 在 5 至 mm 之 间 ,使 用 归纳 候 设 ,如 果 它 们 
的 数目 丛 有 3 或 4 个 就 直接 外 理 ,这 样 对 n = mm + 工时 ,结论 也 成 立 . 


从 而 由 数学 归纳 法 证 明了 对 n 实 5 的 自然 数 结论 都 成 立 . 
11.13 ”以 a(n) 表 示 正 整数 的 二 进 制 表 示 式 中 1 的 个 数 .证 明 


(1) a(n®) Fa [la(n) + 1]; 
(2) 上 式 中 的 等 号 对 无 穷 多 个 整数 成 立 ; 
(3) 存在 数列 (xn;)? ,使 得 
(23) 
a(n;) ， 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] (1) 首先 可 用 数学 归纳 法 证 得 a(n) 具有 半 可 加 性 , 亦 即 
a(nt+m)aln)+t+a(m). 
下 面 利用 这 一 事实 证 明 不 等 式 (1). 
如 果 n = 1, 则 (1) = 1，a(1)=1,， 


Fa(D[la() +1]=1. 


由 注 





1— OO 、 


因而 不 等 式 a(w?) 之 广 a(wn)[a(n) + 1] 成 立 ; 
假设 对 于 一 切 1 二 n <N, 不 等 式 均 已 成 立 , 下 证 上 = N 时 成 立 . 
则 当 N 一 2n 时 ,有 

a(N’) =a(4n’) = a(n’) 


Fan)[a(n) + 1 
= 六 ae(N)[e(N) + 1]; 


当 NN=2n+t+1 时 ,有 
a(N’:) =a(4n* + 4n+1) 
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<a(n +n)+l 
<a(n’)+a(n)+!1 


<ia(n)[aln) +1]j+a(n)+l1 


[a(n)+1][a(n)+2)] 


[a(2n)+1][a(2n)+1+1) 


Hl 


a(2n + 1)[a(2n +1)+1] 


| 


LI ~— 已 | 一 tb| 一 Fu 


a(N)La(N)+1]. 


1 十 于 


于 是 对 所 有 n， a(n?) 委 二 ac(z)[e(z) + 成立 . 
CO) 取 = 2+ > 27 . 则 
j=2 


k 
进 
制 
记 
孝 
法 


a(n)= m, 
a D2 
该 和 式 中 的 所 有 项 互 不 相同 ， 因此 2<i<jSnm 
a(n’) =1+(m—1)+(m -D+ 方 (m — 1)(m — 2) 





dk 


= (m+ 1) 


= 方 a(n)[a(n) + 1]. 
于 是 ,有 无 穷 多 个 整数 ,使 等 式 
a(n’) = a(n)[a(n) +1] 


(3) 取 = 2”- 1- 2 ,其 中 m > 1, 则 


ni mj 
a(n 十 > 2 了 2) = pA 


J= 1 


这 表明 a(n) = 272 一 71. 
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将 ”平方 并 化 简 得 
2 1- D2”+] + DY 22" 2 S222" 2 
J = := 1 


数 二 
论 1 
天 及 af(7) = 1+ 方 mk 十 二， 
因此 , 当 m 一 %o 时 ， 
a(n2?) 十 ym(m+1) 
a(n) 一 Fm pl -> |. 


11.14 7 为 非 负 整数 . 由 f(0) = 0，f(1) = 1， f(n) = 
f([ 吾 ])+w-2[ 妃 ] 确 定 f(x). 求 在 0<<n<<1991 时 ， f(n) 的 


最 大 值 . (这 里 [x] 表示 不 超过 xz 的 最 大 整数 ) 
: (日 本 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


[ 解 ] 将 表示 成 二 进 制 数 : 


1 二 《akak-1…Qa2Q1)2. 
这 里 a; = 0 或 1， i 二 1,2,…,k, 则 


71 


[二 一 (apap_1°** a2)2. 

fln) = f(a a2a1)2) 
=/([ 专 ])+w-2[ 筷 ] 
= 六 (akak- ma2)2) + a 
=f((axar 4a3)2) + Q2 + al. 
=a+arl+ +ayt+al. 


于 是 f(n) 等 于 ?的 二 进 制 表示 中 数码 1 的 个 数 . 


由 于 0<20-1<1991<20 =- 1， 
故 n 最 多 是 有 11 位 的 二 进 制 数 ,但 ”的 数码 可 有 10 个 工 ,但 不 能 
有 11 个 1. 


因此 ,ff(n) 的 最 大 值 为 10. 
11.15 7 为 正 整 数 ,定义 f(m) 为 m! 中 因数 2 的 个 数 ( 即 满足 


2* | m1 的 最 大 整数 &). 证 明 有 无 穷 多 个 正 整 数 m ,满足 1 - f(nm) = 
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1989. 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 


[证 ] ”将 mm 用 二 进 制 表示 , 即 
ni 二 2 2° = 25 十 2 十 二 2， 


j=1 


其 中 整数 r > -1 > … > 之 0. 这 时 


fm) -2 ]: Et Et . 


22 23 
一 >722571 十 ,25 十 2753 十 … 
7 / J 


= > 27 +25 十 十 ]) 
1 


>)(2° -1) 


所 以 mm 一 f(m) 等 于 nm 在 二 进 制 中 的 非 零 数字 的 个 数 . 
因为 有 无 数 多 个 m 的 二 进 制 表示 中 恰 有 1989 个 非 零 数字 .因此 有 
无 穷 多 个 正 整 数 ,满足 
n=m- fl(m) = 1989. 
: 11.16 ” 设 为 正 整 数 . 求 多 项 式 u,(x) = (xr*+ +1)" 中 奇 系 
数 的 个 数 . 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 uw(x) = (x + x+1)"” 中 奇 系数 有 ff(n) 个 . 


由 u(x)= x +x+l], 
则 f(1) = 3. 
又 (2124+x+1)> 


= [(x*+x+ 1)212 


=(rz4+z+l2 (mod2) 


三 (xz 十 4 十 1 ( mod 2 ) 
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1 十 汶 





中 


2 十 2 +1 (mod2)， 


员 


所 以 f(2:) = 3. 
大 将 n 用 二 进 制 表 示 为 
n=aptal2+a2 + +am' 2", 人 


其 中 wa E 10,11，i= 0,1,2，……，,77 
将 四 中 连续 的 非 零 项 并 在 一 起 ,改写 中 为 
n= n+ ny 24 十 十 1274. 
其 中 
RCI< 芭 友 
站 =1+2+2+…+24，h+R<A2 一 1， 
1 一 1 +2+22 二 十 22， h>+k, < ky3—1, 


n=1+2+2 + +2%. 
(例如 , = 1+2+22+24+25+21+22+2 +2”， 
则 k=0，n1=1+2+22， k=4，n2 二 1+2, As 二 11, 
ns3=1+2+2, k= 15, nn4= 1), 则 
(x + x+1)” 
一 (十 并 十 D2 (xz2 + +1 (r+ r+ 1) 
= + r+ DE x+) (mod2). 
由 于 ny， 24 二 n2* 24 二 2 
LD 2 
< (n+1) 28 + + Nn 24i1+! 
= 2hark 24 
之 下 Dhitkt2 < DA 1 ne Fkirl 
所 以 在 乘 方 运算 完成 (对 mod 2) 后 ,对 
(C22 + x + Mr + x 4 2 + + 1)™ 
施行 乘法 时 ,每 一 步 得 到 的 每 个 单项 式 z 都 没有 同类 项 ,并 且 它 的 系 
数 为 1. 于 是 共有 z 
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fln1) ” Fa 和 7 


个 奇 系数 , 即 





fn) = 大 2) Fa2) fln). 
剩 下 的 问题 是 求 出 FL1+2+22+… 十 22). 


我 们 证 明 
f(1+2+2+. 42) = 2[25] +1 © 
这 里 [x ] 表示 不 超过 xz 的 最 大 整数 . 
显然 有 


k=0 时 ， f(1) = 3,， 

k=1 时 ， f(3)= 5. 
对 于 一 般 情 况 ,我 们 有 以 下 结论 : 
若 上 为 偶数 , 则 


#1 


1 二流 


天 一 了 
(x* 十 并 十 1 2 +… 十 | 


天 十 | 


k 
进 
制 
记 
数 
法 


= 2 -6 rl 12 tl 2 1 
tI 3 tr Str t+tr+tl (mod2).® 
奋 & 为 奇数 , 则 

(x* 十 诺 十 1)2 +2 十 … 十 1 


k+! k+l k+l1 
2 2+ x -3 十 了 353+ rx? 





二 二 1 [3 天 由 
-6 十 .十 72413 十 72+2 十 人 7 


+ 722-1 + 1722 + 2 -4 上 了 2 + 2 -7 + 2 -8 
+ 坟 +1 (mod 2). 由 
G) 式 的 右边 的 项 数 为 
一 一: 22+1. 
由 式 的 右边 的 项 数 为 
2*—2 >2 
3 十 1. 
对 于 四 ， 不 难 用 数学 归纳 法 给 子 证 明 . 
奠基 是 显然 的 . 
设 为 偶数 , 旦 四 ， 办 成 立 , 则 


此 -1 
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上 -| 
= (x+xrt+1l)(r +r+1) + 


=(x+r+t1l)(ri+t+r 十 1)2 


(72 Fi i)(x2 -4 + 机 + i0 + 2 2 | 

者 FF 6 区 
十 并 -4 +"… 二 x+1) 

-一 2 2 | 3 2 5 + 2 -6 二 +3 + 2 +2 

, 2 2 + ; 2 |， 4 ， ls 17 


二 1 
+ x ++r+1l (mod2). 
(x2 二 二 本 
下 十 ] 点 
= (z+ r+t1l)(r +rt+1) ++ 


-1 
2 大 2 天 a 
三 (x +x+t1l)(r’ 下 + tl 
-4 ‘3_6 -10 2 -12 
三 (xi + r+ 二 2 二 工 十 工 十 
&+2 有 + DA+2 k+2 k+2 
+ x + x 2 tz 2 +x 


Fr 2 6+) 
二 
+ 2 
( mod 2). 
因此 , 电 ， @ 对 一 切 自然 数 都 成 立 . 


”从 而 可 知 ,@ 式 成 立 . 

11.17 ” 求 具有 以 下 性 质 的 最 小 的 自然 数 ， ,并 予以 证 明 -， 的 二 
进 制 表示 中 ,1 至 1990 的 二 进 制 表示 全 部 在 小 数 点 后 出 现 (由 连续 的 数 
字 组 成). 

(第 31 居 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 所 求 的 最 小 自然 数 n = 2053. 

设 n < 2053, 且 为 具有 题 设 所 述 的 性 质 的 最 小 自然 数 . 


显然 ,n 为 奇数 ,否则 过 仍 具有 所 述 性 质 
二 进 制 小 数 二 = 0. 4541a2a3 
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是 循环 小 数 , 即 存在 一 个 最 小 正 周期 e ,使 得 对 所 有 的 v,a,1。 = a,. 

这 表明 

2 六 三] (mod oz) 和 >e | ;s. 
对 1 过 上 过 9,22 “个 满足 
1024 + 29 < < 1024 +21040< 1536 < 1990) 的 数 r, 它 的 

二 进 表示 的 开始 部 分 是 长 为 &+ 1 的 块 "100…0”,r = 1024 本 身 则 是 长 
为 11 的 块 “100…0”. 

从 1536 至 1990, 以 及 从 996 至 1023 这 483 个 数 ,开始 的 部 分 是 长 
为 1 的 块 1. 


以 上 这 些 均 在 二 = 0.a0414243… 的 一 个 完整 周期 中 出 现 . (不 妨 
设 这 个 周期 是 以 数字 1 开始 ) ,而 且 互 不 相交 (注意 996 > 4) ,从 而 


> > t*(k+1)+1l+483 = 2018. 


设 p(n ) 为 欧 拉 函 数 ， 由 于 
el p(n) < n < 2053, 
所 以 e = p(n). 
如 果 n 不 是 素数 , 则 n 有 三 Yn 的 素 因 数 p, 从 而 有 


p(n) < (1B) Sn Vn < 2053-45= 2008 
与 e 守 2018 刻 盾 . 








因此 nn 是 素数 . 
若 v2* (modn),0<v<n, 
则 = 0 
于 是 对 每 个 >: 1024 之 7 过 1990, 有 
0<wv,<n, 
并 且 <rtil 


一 一 的 前 11 位 与 048 相同 . 
由 于 自然 v; 随 r 严格 递增 , 则 
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1990+1 1024 ~ VY19% 二 V1024 ~ 966 


2048 2048 n 地 1， 
教 966 . 
机 n > 957 2048 > 2045. 
着 


由 于 2047 = 23 .89， 2049 = 3.683， 2051 = 7. 293 都 是 合 数 ， 
所 以 在 2045 与 2053 之 间 ( 不 包括 2053) 没有 素数 ,与 n 为 素数 矛盾 . 
于 是 n < 2053 不 具有 题 中 所 述 性 质 . 
现在 证 明 n = 2053 满足 要 求 . 
由 于 ”= 2053 是 素数 , 则 
el| wn) = 2052= 2 .33.19. 


21 二 ~ 5 ( mod 2053). 
(— 5)’ =- 78125 三 - 111 ( mod 2053). 
所 以 254 = (- 111)* = 1232]1 = 3 (mod 2053). 


23 .9 = 2154 .201 , 26 =- 3 .5.64=- 960 ( mod 2053). 
23 .09 = 9603 三 - 921600 . 960 


二 197 .960 三 189120 二 244 (mod 2053). 
由 此 得 到 41e, 


并 且 z4 王 1 ( mod 2053) 
的 解 为 {+ 1, + 2441 ,而 - 960 不 是 它 的 解 . 
从 而 22230989 尖 1 (mod2053)，33 je. 
由 于 ”23 =27 二 (5)2.25 二 25 .32 二 800 (mod2053)， 
所 以 22.3 1] (mod2053), 191¢. 
由 41e，31e，191e, 则 
4.3.19= 20521e. 








于 是 e = 2052. 
因为 n > 2048 = 21, 对 于 1 之 rr 过 1990， 有 w， 
1l<vu<n, 
3048 < < 0. 
因为 e= p(n)= nn- 1 = 2052, 
所 以 有 上 ,使 v=2 (mod2053). 
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从 而 a,…arrio 是 r 的 二 进 表 示 ( 可 能 从 若干 个 0 开头) 
于 是 证 明了 ”= 2053 是 满足 题目 要 求 的 最 小 自然 数 . 
11.18 ”证 明 对 任意 自然 数 ,二 项 式 系 数 CI(0 达 有 这 nn) 中 , 奇 
数 的 个 数 是 2 的 窜 . z 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 将 n 用 二 进 制 表 示 : 
n= 2%4+292+ +2%(al > a;>… > wm), 则 有 
(1+z) = (1+ xr) (I+ x) (1 + x) 


因此 (+x) "二 (+x (+ x ) (1 +x) (mod2). 
上 式 中 右边 的 多 项 式 共 有 2* 项 ,它们 的 系数 为 1( 奇 数 ), 因 此 (1 + 
z)2 的 展开 式 中 , 恰 有 2 项 系数 C0 为 奇数 . 
11.19 ” 设 入 为 正 整数 集 ,在 N 上 定义 函数 上 如 下 : 
(Df(1) = 1, f(3) = 3; 
(站 对 xn EEN， 有 
f(2n) = fl(n), 
fl4n+1) = 2f(2n +1)— f(xn), 
fl4n+3)= 3f(2n + 1) -2f(n). 
试 求 折 有 的 ,使 nn 过 1988, 月 f(n)}= 1. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 公 式 可 得 到 下 表 : 
1]|2131415 7 11112113114|15|16|17 
和 
2) = 1, f(2: -1)=2: -1, f(2+1)=2+1. 


这 张 表 说 明 , 在 nn 志 17 的 范围 内 ,我 们 有 
这 局 发 我 们 从 二 进 制 的 角度 来 讨论 问题 ,将 上 面 的 表格 改写 为 二 
进 制 表示 . 
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本 到 区 
: 


ae | 1010 1011 | 1 1110 
Fa) 0101 | 1101 | { 1011 | 0111 | 1111 |00001; 10001 


由 此 我 们 猜想 ; f(n) 的 值 等 于 2 的 二 进 制 展开 式 的 反 向 排列 所 形 
成 的 二 进 制 数 . 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 猜想 . 

由 于 f(2n) = f(n), 所 以 只 须 考虑 n 为 奇数 的 情形 . 

(1) 如 果 nn 具有 4m + 1 的 形式 . 

设 4m+1=a:2+al'21l+t.…+ar.21+ao.1, 
其 中 a;€ 10,11，i7=0,1,2,…,k, 有 昌 a,=1i. 

显然 ,ao = 1,a! = 0. 

所 以 4m = a D+ a 2 i+ + ay* 22， 


Mm = a 2 + a 2 ta:2+ a, 


eg 水 次 











2m+1= wo.24 +a 2 7+ +a2+ar'2+1. 
由 归纳 假设 有 : 
f(m)= artast2+ + a 2 + a 2*, 
fl2m +1)= artart2+ + a 2 3 + a 2 2 十 2471， 
下 面 计算 fl(4n + 1). 
fl4m + 1) 
= 2f(2m + 1)- f(m) 
= (ak 2+ak 1 2 ++a3 2 ?+t a 2 1+ 2) (a 
+ CQ 1 2+ 十 024 3 + a, .2-2) 
= ap+ Art2+ + a2 + a 2 + al'2! + ao.2*. 
所 以 f(4m + 1) 恰 为 4m + 1 的 二 进 制 展开 式 的 反 向 排列 . 
于 是 hw = 4m + 1 时 猜想 成 立 . 
(2) 如 果 具有 4m + 3 的 形式 . 
设 4m+3 
= a ta 2 litt+ta2B+a .2+al:2+a, 
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其 中 a € 10,11, 且 a = 1, 显然 ao = al = 上 
所 以 44m = a*2+a li 2 十 十 Ga。 2 ， 
1 = 242 Ta 2 十 二 ca， 
2m +1=a"2 i+ta'2 + +a 2+1. 
由 归纳 假设 
fim)= atarr2t+ +a: 24 一， 
fl2n1+1)=atal2+ 二 Ca， 2 十 2 
下 面 计算 f(4n1 + 3). 
fl(4n: + 3) 
=3f(2m + 1)— 2f(m) 
=a t+ ar*2+ + a 2 +3.2*1 
=atal2+.+ a 2 2+ 2 1+24 
一 + 2+ + a2 +ar: 2 1+ao' 2*. 
所 以 f(4n + 3) 怡 为 4m + 3 的 二 进 制 展 开 式 的 反 向 排列 . 
于 是 nn = 4m + 3 时 猜想 成 立 . 
由 以 上 ,对 所 有 n € N ,猜想 成 立 . 
设 n= (tit2…t)2 是 的 二 进 制 表示 , 则 满足 f(n) = 的 数 n 
应 有 具有 下 面 的 对 称 形式 
(ft1t2°°°t)2 = (tt ti)2. 
容易 验证 ,无 论 六 = 2m1, 还 是 mr = 2mm1 一 1, 恰 有 ni 位 的 二 进 制 
对 称 数 都 恰 有 2”1-! 个 . 
所 以 ,小 于 2” = 2048 的 二 进 制 对 称 数 共有 
2(20+2+22+23+24)+25 = 94( 个 ). 

”因为 1988 = 《11111000100); ,而 满足 1988 < ”< 2048 的 二 进 对 
称 数 只 有 (11111011111), 和 (11111111111); 这 两 个 ,从 而 满足 ”去 
1988 且 f(n) = 72 的 数 ， 共 92 个 . | 

11.20 ”一 个 下 整数 称 为 “ 坏 数 ”, 如 果 它 的 二 进 制 表 示 中 数码 1 的 
个 数 是 偶数 ,例如 18 = (10010), 是 “ 坏 数 ”. 
在 正 整数 集合 中 , 求 前 1985 个 “ 坏 数 ” 之 和 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1985 0 
[ 解 ] 我 们 把 0 也 看 作 是 : 坏 数 ” ,这 样 并 不 影响 所 求 的 结 
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1 -十 各 





先 用 数学 归纳 法 证 明 引 理 : 

在 0 到 2"” - 102 实 2) 中 ,“ 坏 数 ” 的 个 数 与 和 都 恰好 占 了 它们 的 一 
半 . 

( 雪 在 0 到 22 -1 中 , 即 在 0,1,2,3 中 ,0 是 “ 坏 数 ",3 = (11); 是 “ 坏 
数 " ,所 以 有 2 个 “ 坏 数 ". 且 


0+3= 方 (0+1+2+3) 


所 以 在 0 到 22 - 1 中， 坏 数 ”的 个 数 是 它们 的 一 半 ,其 和 也 是 它们 
的 和 的 一 半 . 

(2) 假设 在 0 到 2” - 工 中 ， 坏 数 "的 个 数 与 和 都 恰好 等 于 它们 的 一 
半 . 

由 于 把 0 到 2”- 1 中 的 每 个 数 都 加 上 2” ,就 相当 于 在 二 进 制 数 中 
多 了 一 个 1, 因此 ,0 到 2” -1 中 的 “ 坏 数 ”都 变 成 了 “ 非 坏 数 ”, 从 而 0+ 
2" 到 27 一 1+2" 即 2* 到 2*+! 一 1 中 “ 坏 数 ” 的 个 数 与 和 也 恰好 为 它们 
的 一 半 , 因 此 ,0 到 2”"! ~ 1 中“ 坏 数 ” 的 个 数 与 和 都 恰好 占 了 一 半 . 

这 样 就 用 数学 归纳 法 证 明了 引 理 . 

于 是 ,从 0 到 2*” 一 1 中 “ 坏 数 ”的 个 数 为 2*!' 个 ,它们 的 和 为 


六 [1 十 2 十 .… 填 (27 1)] -一 222(22 1). 


数 
论 
着 


由 于 1984 = 2i0 + 29 + 28 + 27 + 26. 

而 前 29 个“ 坏 数 ” 的 和 为 22(2" - 1). 

前 (2® + 2”) 个“ 坏 数 ” 的 和 还 要 加 上 2 到 24 + 2 一 1 中 “ 坏 数 ” 
的 和 , 即 

2 ,27 + 25(21 — 1). 

由 此 ,前 2 +2 +23+2’ +2 = 1984 个 “ 坏 数 ” 还 要 再 加 上 

(2!1 十 210) 。 28 十 27(29 1) 十 《211 十 210 十 2?) 27 

二 26(28 — 1) + (2 + 2 + 29 + 28) .26 + 25(27 — 1). 

于 是 前 1986 个 “ 坏 数 ”( 包 括 0)( 若 不 包括 0 即 为 前 1985 个 “ 坏 数 ”) 
的 和 为 

29(211 1) 十 211 。 29 十 28(210 _ 1) 十 (21! + 210) » 28 

十 27(29 1) 十 《2 十 210 十 2?) 。 27 + 26(28 1) 

十 《2 十 210 二 29 十 28 ) 。 26 十 23(27 1) 
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+(20+20+2+2 +2):2+2+1 
= 221+220+29+28+2+21+22+28+25+2+1. 

这 就 是 所 求 的 前 1985 个 “ 坏 数 ”的 和 (十 进 制 ). 

11.21 ”把 所 有 3 的 方 短 及 互 不 相等 的 3 的 方 寡 的 和 排列 成 一 个 
递增 数列 :1,3,4,9,10,12,13,… 求 这 个 数列 的 第 100 项 . 

(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 这 个 数列 的 每 一 项 都 是 正 数 ,其 3 进 制 表示 只 有 0 和 1 组 
成 ,所 以 可 以 在 全 体 正 整数 与 数列 的 项 之 间 建 立 一 一 对 应 ,使 数 n 的 二 
进 制 表示 与 它 所 对 应 的 数列 中 的 三 进 制 表 示 相 同 : 

l=1l2 <> 13)=1, 

2= 100. > 103) = 3, 

3= 1 <> 113) = 4， 

4 = 1002， <-> 1000) = 9, 
5= 10l <> 1013) = 10， 
6 = 110， <—> 1103) = 12， 
7= 1llo :<> 1ll3) = 13. 

在 这 个 对 应 中 ,第 个 正 整数 对 应 于 数列 中 的 第 & 项 . 

所 以 ,为 了 求 已 知 数列 的 第 100 项 ,只 需 在 二 进 制 中 找到 十 进 制 
100 的 对 应 数 ,再 进而 求 这 个 对 应 数 在 三 进 制 中 的 对 应 数 即 可 . 

100 = 1100100(， <> 11001003，= 981. 

因此 ,所 求 数 列 的 第 100 项 是 981( 十 进 制 ). 

11.22 ” 找 出 8 个 正 整 数 ,ns,… ,ng, 使 它们 有 下 列 性 质 ; 对 于 
每 个 整数 &, - 1985 过 上 二 1985, 有 8 个 整数 a ,a,,…,asg, 其 中 每 个 a; 
都 属于 集合 1 一 1,0,11 ,使 得 & = > aa 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 

[ 解 ] 考虑 1985 的 三 进 制 表示 

1985 = 2 .36+2.3+33+324+3+2. 

但 是 ,由 题 设 ,表示 式 中 的 系数 不 能 是 2, 而 2 = 3- 1, 则 198S$ 可 表 

示 为 





1985 =3’-353+3-3-3-3-1. 
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同样 有 ”1984 =37-3+33+32+3+1 

现在 从 1984 开始 ,逐次 减 1, 可 能 出 现 两 种 情况 : 

一 种 是 像 1984 这 样 的 数 ,后 面 的 若干 项 是 正 的 ,可 以 减 1, 项 数 不 
会 增 , 另 一 种 是 像 1985 这 样 的 数 ,最 后 若干 项 是 负数 , 减 去 1 就 会 出 现 
-2.3 (=0,1,2,3), 这 样 由 于 

一 2 。 3; 一 -一 3 和 1 十 3 ， 

把 -2 :3 换 成 -3”+3', 昌 然 多 了 一 项 ,由 于 1985 的 表达 式 只 有 7 
项 ,所 以 多 了 一 项 之 后 也 不 会 多 于 8 项 ,而 当 ;+1= 4 或 7 时 ,与 原来 
前 面 的 正 项 正好 抵消 ,从 而 项 数 保持 不 变 . 

所 以 对 于 € [0,1985] 中 的 数 都 能 用 


k = D> jai3i!, a; 马 1-1,0,1|! 表示 . 
大 把 式 中 的 a; 换 成 它 的 相反 数 , 则 对 于 CE [- 1985,0] 也 可 用 上 
式 表示 . 
于 是 ,题目 所 求 的 mm = 3 ，1 = 1,2,…,8. 
11-23 ”能 否 选 择 1983 个 不 同 的 正 整数 ,使 它们 都 不 大 于 10; 且 
其 中 任何 三 数 都 不 是 等 差 数 列 中 的 连续 项 ?证 明 你 的 结论 . 
(第 24 届 国际 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 工 是 这 样 的 正 整数 集合 , 它 的 元 素 在 3 进 制 表示 中 最 多 
有 11 位 数字 , 且 每 一 位 的 数字 都 是 0 或 1, 但 不 全 为 0. 
这 样 的 正 整数 显然 有 25 - 1 > 1983 个. 
并 县 人 中 的 最 大 数 是 
1+3+3+… 二 30=88573 < 105. 
为 此 ,我 们 选择 工 中 的 1983 个 数 ,下 面 证 明 下 中 任何 三 数 都 不 是 
某 个 等 差 数 列 中 的 连续 三 项 . 
否则 ,在 zyzET7T, 且 +z=2y. 
此 时 2y 的 3 进 制 表 示 中 必 只 含 数 字 0 和 2, 从 而 x 和 x 一 定 是 所 有 
对 应 位 的 数字 都 相同 , 即 x = z, 这 是 不 可 能 的 . 
综 上 ,我 们 证 明了 确 能 选择 1983 个 不 同 的 正 整数 ,使 它们 都 不 大 
于 10” ,县 其 中 任何 三 数 都 不 是 某 等 差 数 列 中 的 连续 三 项 ， 
11'24 ” 现 有 一 大 入 水 和 5 个 量 杯 , 量 杯 的 容积 依次 为 1,5,25， 
125,625( 训 升 ). 试 证 明 对 于 不 超过 1562 的 整数 a, 只 要 用 这 5 个 量 杯 ， 
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每 个 至 多 用 2 次 ,就 能 把 a 毫升 的 水 注 人 空 水 桶 中 . (说 明 : 从 大 向量 一 
杯 水 倒 人 水 桶 ,或 从 水 桶 量 一 杯 水 倒 人 大 向 , 均 算 用 量 杯 一 次 ) 
(中 国 江西 省 南昌 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 考虑 多 项 式 
.5+c: B+d.Ss+e.S+f 
=6256 + 125c + 25d + Se+ f. 
其 中 每 个 字母 表示 用 其 系数 相应 的 毫升 数 的 量 杯 使 用 的 次 数 . 
如 字母 取 正 值 , 则 表示 从 水 缸 中 量 水 倒 人 水 桶 , 如 字母 取 负 值 , 则 
表示 从 水 桶 中 量 水 倒 人 水 饶 . 
并 令 5,c,d,e,f 了 在 {一 2, 一 1,0,1,2| 中 取 值 . 则 
6230 + 125c +25d + Set+f 
625.2+125.2+25.:2+5.:2+2 
= 1562. 
又 a = 6256 + 125c + 254d + Se + 了 的 最 小 值 为 - 1562. 
而 从 - 1362 到 1562 之 间 恰 有 3125 种 取 值 方法 . 
同时 62565 + 125c + 254d + Se + f 也 有 55 = 3125 种 不 同 取 法 . 
所 以 多 项 式 6256 + 125c + 2$d + 5e + f 可 以 得 到 - 1562 到 1562 
的 每 一 个 整数 值 . 
11.25 有 一 个 写成 七 进 制 的 三 位 数 , 如果 把 各 位 数码 按 相反 顺 
序 写 出 ,并 把 它 看 成 是 九 进 制 的 三 位 数 , 且 这 两 数 相 等 . 求 这 个 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1956 年 ) 





[ 解 ] 设 所 求 的 数 为 A. 
在 七 进 制 中 ,A 可 写 为 
A=7T .a+7.:b+i, 
这 里 a,6b,c € 10,1,2,3,4,5,6}，a 关 0. 
数 A 在 九 进 制 中 可 表示 为 
A=09.c+9.b6ta. 
于 是 由 题 意 得 方程 
Ta+Tr:b+t+ec=9.c+9.b+a, 
即 b= 8(3a — 5c). 
于 是 2 是 8 的 倍数 ,又 5 € 10,1,2,…,6| , 则 只 能 有 
b=0. 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 645 





再 由 3a~ Sc=0 


及 a,c € 10,1,2,…,6|，a 关 0， 

才 可 得 a=3, c=3. 

于 是 数 A 在 七 进 制 中 为 (503)7, 在 九 进 制 中 为 (305)9; 在 十 进 制 中 
为 


A=7.5+3= 248. 
11.26 “对 每 个 正 整 数 & ,2 , 令 S.(n) 表示 在 & 进 制 中 的 数字 
和 .证 明 对 于 小 于 20000 的 素数 p， Sa(p) 至 多 有 两 个 值 为 合 数 . 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 20000 在 31 进 制 表 示 中 
20000 = 20 .312 + 25. 31 + 5. 
所 以 小 于 20000 的 数 , 在 31 进 制 中 的 数字 和 不 大 于 
19 + 30 + 30 = 79. 
如 果 素 数 p < 20000 ,而 
p=a' 31*+a) “ 31 + ao 
=C2 960+ai 30+(a +Tald++ao). 
则 
az 十 al+ao 委 79. 
由 于 p 为 素数 ,所 以 a, + ai + ao 不 能 被 2,3,5 整 除 ,否则 , 若 a + 
al 二 ao 能 被 2,3,5 之 一 整除 ,由 于 30 1a; .960，30 1 al :30, 则 p 能 
被 2,3,5 之 一 整除 ,这 是 不 可 能 的 . z 
在 不 大 于 79 妥 不 能 被 2,3,5 整除 的 合 数 中 只 有 两 个 , 即 
49=7.7 和 77 = 7.1L 
容易 验证 
619 = 19 . 31 + 30， 
709 = 22. 31 + 27， 
739 = 23. 31 + 26， 
18257 = 18 . 312 + 30 . 31 + 29, 
等 素数 在 31 进 制 中 的 数字 和 为 49 或 77. 
11.27 ”在 几 进 位 制 中 ,16324 是 125 的 平方 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
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[ 解 ] 设 进位 制 的 基数 为 2. 


由 题 设 ,显然 5 > 6. 
此 时 可 得 方程 
bit+663+3b+2b+4= (b+26b+5), 
经 整理 可 得 263 -110 1865 -21=0, 


(5 —7)(26: +38+3) = 0. 
此 方程 仅 有 惟一 的 实 根 = 7. 
于 是 在 7 进 制 中 ,16324 是 125 的 平方 . 
11.28 ”在 岂 进 位 制 中 ,4 : 13 = 100? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 设 进位 制 的 基数 为 5. 





第 

由 题 设 ,显然 b>4. ,+ 
此 时 可 得 方程 一 

4(1.656+3)=1.6+0.b+0, 记 

b>4. 
从 而 有 b*—46b—12= 0， 

b = 6，5b = 一 2( 侈 去 ). 

于 是 题 设 中 的 等 式 是 在 6 进 制 中 . 


11.29 ” 设 1990 = 2“ + 2“ +…+2o ,其 中 ,as,…,a, 为 彼此 
两 两 不 等 的 非 负 整数 . 求 al + az + … + ah 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 1990 = 1024 + 512+256+128+64+4+2 
= 210+2+23+2 7 +2+22+2. 
所 以 al +az+…+o= 一 1I0+9+8+7+6+2+1=43. 
11.30 NN 是 整数 , 它 的 5 进 制 表示 是 777. 求 最 小 的 正 整数 5 ,使 
得 N 是 十 进 制 整数 的 四 次 方 . 
(第 9 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1977 年 ) 
[ 解 】 本 题 等 价 于 求 最 小 的 正 整 数 ,使 得 方程 
7p2 +708+7=x4 OQ) 
对 x 有 整数 解 . 
因为 7 是 素数 ,所 以 由 四 式 ,7 是 z 的 约 数 ,为 此 设 v = 7 , 则 四 
式 化 为 
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bp*?+b+1= Tk4. 


最 小 的 5b 出 现在 & 最 小 的 时 候 . 
取 避 = 1, 此 时 有 
必 b*+b+1 = 343, 
b*+6b -342= 0. 
此 时 有 (b— 18)(b + 19)=0. 
解 得 正 整 数 bp = 18. 


我 们 用 (A ); 表示 上 进 制 的 数 , 则 有 
(777)1g = (7 )1o. 
11.31 ” 设 1987 可 以 在 6 进 制 中 写 出 三 位 数 ryz, 且 r++y+ z= 
1 + 9 + 8 +7, 试 确定 出 所 有 可 能 的 x,y,z 及 6. 
(第 19 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 ,在 十 进 制 下 有 
b+w + 二 1987，(x 守 1) 人) 
划 六 > 1987, b* < 1987. 
由 此 得 ”12 < 4b < 45. 
再 由 题 设 
z+y+z=1+9+8+7=25， 四 
中 -四 得 
(b ~ 1)(br+rt+y) = 1962. 
所 以 -111962 = 2.9. 109. 
由 于 i1<6b-1<44. 
所 以 只 能 有 
b-1=18, b= 19. 
即 题 设 的 5 进 制 为 19 进 制 . 
把 十 进 制 的 1987 化 为 19 进 制 表 达 形 式 : 
19 | 1987 
则 1987 = $S. 192 +9 .19+11. 
所 以 T= 5,y= 9,z= 11,6b = 19. 
11.32 (1) 证 明 10201 在 大 于 2 的 任何 进 制 的 记 数 法 中 ,都 是 一 
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个 合 数 . 
(2) 证 明 10101 在 任何 进 制 的 记 数 法 中 ,都 是 一 个 合 
(第 4 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1972 年 ) 
[证 ] (1) 设 10201 是 x(x > 2) 进 制 中 的 数 , 则 有 
10201 =z4+2z2+l 
=(x + 1)*. 
显然 是 一 个 合 
(2) 设 10101 是 z 进 制 中 的 数 , 则 有 
10101 =x1++ x +1 
=(x2+x+1)(r -r+1). 

当 工 守 2 了 时， T+xrxtl>1, -rx+l>1. 

所 以 10101 是 合 数 . 

11.33 试 求 出 并 证 明 所 有 的 下 整数 的 个 数 ， 它 在 n 进位 制 的 表 
示 中 数字 各 不 相同 ,并 且 除 去 最 左边 的 数字 ,每 一 个 数字 均 和 它 左边 的 
某 个 数字 相差 上 1. (答案 用 ”的 显 函 数 以 最 简单 的 形式 表达 ) 

《第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 1] 我 们 考察 满足 题 设 要 求 的 n 进 制 中 的 & 位 数 的 个 数 . 

显然 ,这 个 上 位 数 应 该 由 上 个 连续 的 n 进位 数字 组 成 . 

为 此 有 下 面 的 结论 . 

(1) 对 每 个 有 = 1,2,…,n, 有 nn 一 k+ 1 个 可 能 的 & 个 连续 的 进 
位 数字 的 集合 . 

10,1, ,ko—11,11,2,.,k!, ,in k,n—mki+1,.,n—o1i. 

(2) 对 于 给 定 的 & 个 连续 数字 ,符合 条 件 的 排列 方法 有 2*71 种 . 

这 是 因为 ,最 右边 的 数字 或 者 是 各 数字 中 最 大 的 或 者 是 最 小 的 ,从 
右 数 第 二 个 数字 是 剩 下 的 数字 中 最 大 的 或 最 小 的 ,…, 最 左边 的 数字 则 
为 选 完 上 一 1 个 数字 之 后 剩 下 的 数字 .这 就 是 说 , 除 最 左边 的 数字 外 ,其 
余 上 -1 位 数字 .每 一 位 都 有 2 种 选择 ,因此 有 2*-! 种 . 

(3) 对 每 个 , 恰 有 一 个 以 0 开头 的 个 连续 数字 的 排列 ,这 个 数 不 
是 真正 的 位 数 . 

因此 ,由 (1),(2),(3) 可 知 ,满足 要 求 的 & 位 整数 有 

(n~-~k+1).，2* :一 1 个 . 
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当 & = 1,2,…,n 时 ,对 所 有 的 & 求 和 
TO -+D.2e1-1] 
(2 “+21)—1]+ 
人 工人 二 和 


有 1 个 一 个 


ee 水 站 


+[(2"* +2" *)—1]+[2"!— 1] 
= [(27—1)+ (2 1)+ +(2 -1)+(21-1)]-n 
= (22+22 + 十 22+2) 一 27 
= 2211 一 27 一 2. 
因此 ,满足 要 求 的 正 整数 有 2 - 2n - 2 个 . 
[ 解 2] 因为 只 有 0 不 能 作 第 一 个 数字 ,我 们 先 定义 下 (n) 为 n 进 
位 满足 题 设 条 件 的 整数 ,而 先 不 考虑 第 一 个 数字 是 否 为 0, 则 
F(1) = 1， 即 101， 
F(2) = 4， 即 10,01,1,10}， 
F(3) = 11， 即 10,01,012,1,10,102,12,120,2,21,210|. 
现在 建立 下 (n + 1) 的 递 推 式 . 
注意 到 n + 1 进位 中 的 数字 串 有 三 类 : 
(1) 单一 的 数字 :0,1,2,: 
(2) 一 个 适当 的 n 进位 数字 中 ， 接 一 个 紧 接着 最 大 的 未 用 数字 ，; 
(3) 一 个 适当 的 n 进位 数字 串 , 接 一 个 紧 挨 着 最 小 的 未 用 数字 . 
于 是 有 Fl(n+1)=n+1+2F(n), 
F(1)=1. 
由 此 可 以 推 得 
F(n) = 2"1—- nn—2. 
由 于 以 0 作为 第 一 个 数字 的 数 不 合 要 求 ,这样 的 数 , 在 n 进 制 中 有 
0,01,012,… ,012.…(n — 1). . 
共有 个. z 
所 以 所 求 正 整数 的 个 数 为 
Fl(n)—-n=2"!-2n-2. 
11.34 ”确定 最 小 的 自然 数 ,使 n! 的 结尾 恰 有 1987 个 0. 
(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 1987. 年 ) 
[ 解 ] 设 SCa) 是 2 在 户 进 制 的 各 位 数码 之 和 .我 们 首先 证 明 ”1 
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中 素数 p 的 矫 指 数 等 于 
nS(n) 
p-l 
为 此 , 设 n 的 p 进 制 表示 为 
14 一 (akak-1 Qi40)p 
=apt+arpte i ++alpt+ ao. 
SP) =art+ aeit+ "+altao. 


则 mn! 中 素数 p 的 磊 指 数 为 


人 








= (ap tat + +a) +t (a +arp + + a2) 第 

t+ (arp + ar-1) + a .+ 
_ 进 一 

lp 1 # 

a Tp -1 1-p 1! 十 Qi 和 
ape + ar tp trtaipt ao)—- (artarit++att+ ao) 和 

= i 

_n-S(Cn) 


p—-l1 
解 本 题 的 关键 是 计算 n ! 中 素 因 数 5 的 徊 指数 , 即 为 何 值 时 ,nn1 
中 5 的 帘 指 数 恰 为 1987. 
由 于 1987 . 4 = 7948， 
7948 = (223243);, 
S(7948) = 16， 
2 -= 1983, 
由 于 7950 能 被 5* 整除 ,7955,7960 都 只 能 被 5 整除 . 
于 是 ”7960! 中 5 的 宕 指数 恰 为 1987. 
即 n 一 7960. 
11.35 设 g,s 均 是 给 定 的 大 于 等 于 1 的 正 整数 , f(n) 表示 正 整 
数 n 在 g 进 制 中 所 有 数码 的 : 次 方 之 和 .证 明 nn,， f(xn),，f(f(n)),… 
是 周期 的 (也 就 是 数列 | fA 站 (nn)， + = 0,1,2,…| 是 周期 数列 ). 
(中 国 国 家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 设 z 在 g 进 制 中 的 表示 为 
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a 


文王 (anao "da0)g, 
其 中 0 才 a 寺 g-1，0i 人 Sm，an 关 0, 则 
f(r) =a + am1t t+ ad 
<(m+1)(g— 1).. 
当 mn 是 够 大 时 ， 
as” (m+ 1)(g— 1), 
因此 存在 足够 大 的 xo ,使 得 对 任 一 自然 数 p, 当 p> zxo 时 ,p > f(p). 
由 于 在 任何 一 个 严格 递减 的 自然 数 的 数列 中 ,只 有 有 限 多 项 大 于 
X0, 
所 以 ,在 数列 nw， f(n)， (nn),…, 中 ,有 无 数 多 个 小 于 或 等 
于 xo. 因 此 必 有 某 两 数 相 等 , 即 有 i 关 7 ,满足 
f°(n) = £7 (n). 
这 样 就 有 fd(n) = fID (nn). 
所 以 ，n， fF(n)， ff(n)),… 是 周期 的 . 
11.36 ” 求 一 个 三 位 数 , 它 具 有 下 列 性 质 : 将 它 的 数字 按 原来 的 顺 
序 在 某 个 非 十 进 制 的 记 数 制 中 写 出 的 数 ,是 原 数 的 2 售 : 
(波兰 数学 竞赛 ,1961 年 ) 
[ 解 ] 设 非 十 进 制 的 记 数 制 为 c 进 制 ,并 设 这 个 三 位 数 在 十 进 制 
中 的 百 位 数字 .十 位 数字 及 个 位 数字 分 别 是 zx,y,z. 
由 题 意 得 2(100x + 10y + z) = XxX*C i+y "CC 十 之 . 
由 此 可 得 (200 - ce*)r+(20-c)y+z=0. 人 
于 是 问题 归结 为 求 方程 中 的 适合 下 述 条 件 的 整数 解 x ,y,x,c: 
1I<r<9, 0y9, 0<zE9, 
Cc>IrI,， cy, C2z. 
我 们 首先 证 明 , 新 记 数 制 的 底 c 只 可 能 等 于 15. 
事实 上 ,如果 0< c 志 14, 则 
(200 — c*)zx + (20 ~ c)yt+ zx 之 4zrz+6y+>z 之 4， 
中 式 不 可 能 成 立 . 
如 果 c 宇 16, 那 么 
(200 — cet)x+ (20 ~ c)y+z 
< 妇 一 $6z 二 4y 十 zx 
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< 一 50+36+9 
=— 11. 


于 是 cCc 三 15. 
将 c = 15 代入 方程 四 ,可 得 
-2Sz+Sy+xz=0. © 


如 果 整 数 x ,y 和 >z 满足 方程 @, 由 于 - 25x 和 5y 都 是 5 的 倍数 ， 
则 > 也 应 是 5 的 倍数 .因而 z = 0 或 z = 5. 

若 x = 0, 则 方程 @ 可 得 

— Sr+i+y=0, 

因此 只 能 有 r=1,y= 5. 

这 时 十 进 制 的 三 位 数 为 150, 在 15 进 制 下 (150)1s = 15*+5.15= 
300 = 2 . 150. 符合 题目 要 求 . 

若 zx = 5, 则 方程 @ 可 得 

一 SSz+y+l=0. 
于 是 当 工 3 时 ， 
-Sr+y+1l<-15+9+1=-5<0. 

所 以 只 能 是 x < 之 3, 即 x = 1 或 x = 2. 

当 x= 1 时 ， y= 4. 

当 x 工 二 2 时 ，y = 9. 

这 时 十 进 制 的 三 位 数 分 别 是 145 和 295. 

”在 15 进 制 下 ,(145),s = 15+4.15+5= 290 = 2.145. 
(295)1s = 2 . 1$+9 .1$+5= 590 = 2. 295. 

于 是 本 题 有 三 个 解 , 它 在 十 进 制 下 是 145,150 和 295. 

11-37 ” 设 a,b,n 都 是 自然 数 ,并 晶 a>>1，5>>1，n>1; 又 
A,-!1 和 A, 是 a 进 制 数 ,B,_| 和 B, 是 6 进 制 数 ,并 且 A,_1,A,,B,.-! 和 
B, 可 表示 为 如 下 形式 : 


AT = XT? To A, = zor," To, 

(a 进 制 写 出 ); 
Bi = TtTa2" To, By = Tri 7Z0， 

(b 进 制 写 出 ) 


此 处 x, 关 0， -1 天 10. 
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斌 证” 当 a>>5b 时 





(第 12 届 国际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 1] 由 wa 进 制 的 定义 


本 n—1 nn 一 
A,-1 Xn-10 + Tn-20 


a 


“十 二 1Q + xo, 


A, = Xa" + Xata" + + xia + ro. 


其 中 a > 1, 所 以 有 


A,_1 CQ 
A =1-— ,Al ?一 | 。。， 
n Ta + Xi-14 十 十 xia + Xo 
人 
一 工 了 工 1 
ji 十 1 ” a 十 0 十 二 ” On 十 0 a 
同 理 有 
B,. =]- tn 
B, 1 
ni 人 十 2 站 pb 十 和 十 | 要 pi + Xo 站 pr 


因为 a >65b> 1, 则 一 < 广 , 并 且 XT, 天 0,z 1 天 0, 所 以 有 


cr 
uu 他 [#3 
1 ] 1 
itil tt ait To pa? 
从 而 1 2 1 1 
Tt Tr Xo 
uu a u 
> 1 一 1 1 
Tp Top 
An_1 B, -I 
TE A < BB 
[证 2] 先 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 引 理 :对 于 任意 自然 数 n 及 a 
> 5, 有 


a"B, — 6b"A, > 0. 
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事实 上 , 当 n = 工时 , 则 zl > 0,zo > 0, 县 
caBi 一 24 = alxib + x0) —- b(xia + x0) = xola— b)>0. 
所 以 ,n = 1 时 , 引 理 成 立 . 
假设 ”= & 时 , 引 理 成 立 , 即 
a*B, — A, > 0， atB, > DAy. 
因为 a > b, 所 以 有 . 
atti B, > Dt!A,, 
attiB, — be'!A, >0. 
于 是 当 ? 二 上 上 +1 时 ,有 
at+!Bir! — be! AN 
= attl( pktl zr,,) + B,)-— petl( aktl zr,,) 十 A,) 
=at'!B, ~ b’!'A. > 0. 
因此 at*1Bir > Hr Apri. 
即 % = 上 有 + 1 时 , 引 理 成 立 . 
所 以 ,对 所 有 自然 数 n, 引 理 成 立 . 
于 是 ,由 引 理 可 得 


A (A.B,-1 和 B.A,-_1) 





-A [AB 时 br, ) i (A, a"r, ) B, | 
Ab (Br Oh) 
>0. 
， Al B,-i 
所 以 A < BB 


[证 3] 引入 辅助 函数 . 
设 f(x) = 2 ,其 中 


) 


plx) 一 Sn * x， qz) = p(Xr)+ rx: x, 
k=0 
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SE 


因而 有 pla) = Drm: a = A 


g(a) = pla) tr a = ra = A,. 





所 以 f(a) = Pe = hr 
g(a) 1 
= = A _ Bl 
因此 ,要 证 明 当 a > 5 时 ， 站 4 < -有 成 立 ,就 等 价 于 证 明 /(a) 


< 2) 成 立 . 
由 此 可 见 , 若 能 证 明 y = f(x) 是 单调 递减 函数 , 则 命题 获 证 . 
为 此 ,对 f(x) 求 导数 ,得 
CD -DD hg 
Pp + ror) plr)lp (rt)+ nr wr | 
q(x) 
Tr [zp (7) ~ np(x)] 
gq (x) 


(al 一 ma] 
g(x) 
wt St lh 一 72) — nro] 
q(x) 
由 于 x>0,，x,>0,， zx >0, n>1, kk-n<0, xz 之 0， 
do(z) > 0, 所 以 当 xz >0 时 ,有 f(x)<0. 
因此 f(xz) 是 单调 递减 函数 . 
所 以 当 a > 时 ,Fa)< f(6), 
即 < 


11.38 ”四 位 数 (zyzzt)B 称 为 B 进 制 中 的 稳定 数 , 如 果 (xyzt)p = 
(dcba)p 一 (abcd)»8, 其 中 4a 过 5 过 cc 之 a 是 由 x,y,z,t 依 递 增 顺 序 排 
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列 而 得 . 试 在 B 进 制 中 确定 所 有 的 稳定 数 . 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


[ 解 ] 如 果 c > 6. 

则 由 (dcba) yj 一 (abcd)p 及 a 这 5<<c 志 a 得 
at+B-d=i1t, 
p—-l+B-e=~ xz, 
c—-l1~-b=y, 
d—a= Xx. 

如 果 c = 5b5， 则 有 
a+B-d=1i, 


bp—-1l+B -c= z, 
c+B-1-b=y, 
CQ 一 上 一 a = 三 人 并、 

当 c = 5 时 ,信和 @ 可 得 
y=B-1, z=B-1. 


SQ A000 ©OOO 


因为 在 B 进 制 中 ,x,y,z,t 的 最 大 值 为 B 一 1, 由 售 知 ,zx,y,z,t 


中 至 少 有 两 个 达到 最 大 值 B - 1, 于 是 必 有 d= B-1,c=B-1. 
又 由 c=65 知 ，5=B-1. 


由 他) 知 r<d=c=b, 
所 以 T= a. 
再 由 (得 2a=B-2. 
由 名 得 a=+1:-B+d=B8B-1-B+B-1=B-2. 
于 是 有 2a=B-2=2B-4. 
即 B=2, a=0=1, 
这 与 (zyzt) 为 四 位 数 矛 盾 . 
于 是 必 有 C > 0b. 


(1) 如果 a = 5，c=4d， 
由 已 ， 由 可 得 过 = y+1. 


所 以 有 TC, y= 24. 

再 由 外 dd 一 a 二 文化 为 c -a = c. 于 是 
a = 0. 

由 得 c= 二 1,， 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 | 657 


下 
进 
制 
记 
数 
法 





! 十 游 





进而 由 四 ,四 得 B= 2. 
于 是 得 到 一 组 解 : 


数 (1100)， -《〈0011) = (1001 )> 
(2) 如 采 a< 人 60 或 c< d， 
这 时 c—-b+l1l 克 da. 
由 人 人 蔓 得 TT 之 y+2. 
所 以 工 天 和. 


如 果 x = 4d, 由 也 得 a = 0， 
由 名, 名 得 < 之 上 >10， 


所 以 y=a=0. 
由 @ c—-b=1. 
由 已 z= B-2. 
于 是 c=z=B-2, 
:=b=B-3. 
再 由 (D， d = 3. 
所 以 B-2=c3, 
BS. 


由 B=4 得 d=3,，c=2, 5=1，a=0. 即 
(3210)4 ~ (0123)4 


= (3021)4. 
由 B=5 得 4d4=3,，c=3, b=2, a=0, 
即 (3320)s ~ (0233); 
= (3032);. 
” 如果 = c, 由 于 = 之 纪 所 以 一 过. 


由 多, 1a, 所 以 
y=a, t= 5b. 
由 @,@,@,@ 可 解 出 


_ 38 4B _ _ 2B _B 
C= 5， = 5 l, b=", aa 上 
因此 , 当 5 1 8B 时 ,可 得 到 需要 的 解 . 
如 果 之 = 二 5, 则 y=a, z=d, t=rc. 


由 ,了 得 Cc 二 ai+b+i+1l,d=at+b. 
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此 时 4 < cc 与 d 宇 c 矛 盾 . 


于 是 B 进 制 中 的 稳定 数 为 
(1001),, (3021)4, (3032);, 
3B 8B 4B 2B 
(二 5s-! ss-1 全 ， SI1B. 


11.39 pp 是 一 个 素数 而 n 是 一 个 自然 数 ,证 明 下 列 命题 (了 ) 和 命 
题 ( 正 ) 是 等 价 的 : 

命题 ( 工 ) : 设 有 一 个 二 项 式 系数 失 ，& = 0,1,…,n, 可 被 pp 除 
尽 . 

命题 (用 ) ;能 表示 为 n = p'g - 1, 其 中 ;,o 是 整数 ,而 ; 宇 0， 
0O<g<p. 

(卢森堡 等 五 国 国际 数学 竞赛 ,1980 年 ) 

注 卢森堡 等 五 国 是 指 比 利 时 、 英 国 、 卢 森 堡 、 荷 兰 和 前 南斯拉夫 . 

[证 ] 者 命题 ( 工 ) 不 成 立 , 则 存在 一 个 上 ,0 委 & 委 2, 使 C 能 被 
户 除 尽 . 

| 

由 于 0 = Fn 

则 G 中 素数 p 的 方 次 数 为 


(|-[3)) 


由 于 [x + y] 实 [x]+[y], 则 当 p 可 以 除 尽 C 时 , 必 存 在 一 个 








使 得 
| 
又 因为 [z]+ [y]+1> [x+y] 
wa [打转 和 
因此 ,对 这 个 i, 必 有 | 地]|- | 亏 |- [| = 1 
妈 aa 0 
现在 我 们 将 数 n，， 7 -上 都 按 志 进 制 展 开 , 即 
n = Dp 
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= (nn 1170)5， 


其 中 0 过 nt 硅 p-1， k=0,1,…,r—1, 1 过 np-l. 
再 注意 到 ”0 世上 1， 0 委 7 一 & 委 1， 


此 可 以 有 


对 这 六 


一 (7317 0)p, 
n—k= (7 nn 0),-. 
当 i 这 + 轩 ， 
hn _ - 
-Ga 


户 
[| = GT 
| |- (7 
因此 , 当 ;和 受 -时 ,人 @ 式 成 为 
(有 (二 (rn,+l. 


© 
这 显然 是 指 在 进行 p 进 制 加 法 


i = me 

时 ,从 第 (i - 1) 位 进 到 第 i 位 一 个 1, 因 此 @@ 就 相当 于 
(1n;_1* no)p, = (ni 0) + (n,n 0),. 

当 i 守 r+1 时 ,因为 
n k 7 一 大 

=， [#0 LF -0 
故 @ 式 显然 不 成 立 . 
于 是 若 ) = (TD) 1 二 由 二 户 - |, 则 存在 某 一 1 


; ,并 且 存 在 数 (n 270) 及 (ni-1…n 0)。, 使 得 
(1 no), = (ni-1°**n 0)p + (ni 0)p: G) 
由 于 nt， ni， 上 上 0,1,…,i 一 1 在 0,1,…,p 一 1 内 变动 , 则 有 

OA +t (Wren), . 
(pl) po1)),+((p—1).…(p -1)), 


1 位 











0) 十 (nn nin 0) 


:位 
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=(1(p -Dp -1)(p -2)), 
i 一 1 位 和 
因此 ,只 要 mm 3,… ,rn0 不 都 是 p 一 1, 则 人 @ 式 总 可 以 成 立 . 
此 外 , 当 在 p 进 制 下 是 一 位 数 时 ,r = 0, 则 不 存在 满足 1 i 专 
r 二 0 的 i, 从 而 曲 式 当然 不 可 能 成 立 . 
于 是 n 在 p 进 制 下 至 少 是 一 个 两 位 数 ,并 且 
n(n(p -1)…(p— 1)), 
其 中 宇 1, 1 三 nn, 夺 pp-1. z 
与 n= pg-l1，s 富 0，0<g<p 邓 盾 , 于 是 命题 ( 卫 ) 不 成 立 . 
反之 ,也 可 证 明 , 若 命题 ( 工 ) 不 成 立 , 把 n 表 为 p 进 制 数 ,进而 可 得 
QO 式 成 立 ,于 是 存在 0 委 & 近 ,使 请 1 Ce , 即 命题 ( 工 ) 不 成 立 . 
于 是 ,命题 (  ) 和 命题 ( 工 ) 等 价 . 


11.40 设 自 然 数 n 为 17 的 倍数 , 且 在 二 进 制 写法 中 恰 有 三 个 数 
码 为 1. 证 明 n 的 二 进 制 写 法 中 至 少 有 六 个 数码 为 0, 且 车 恰 有 7 个 数码 


为 0, 则 是 偶数 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 ] 因为 的 二 进 制 写法 中 恰 有 三 个 数码 是 1 ,其 余 都 是 0, 所 
以 它 可 以 表 为 

n = 2 + 2 + 2™. 
其 中 上 ,7 ,m 为 非 负 整数 ,有 是 < i <nm. 

如 果 的 二 进 制 写法 中 0 的 个 数 小 于 6, 则 mm 过 7. 

当 ; = 0,1,2,3,4,5,6,7 时 ,2’ 被 17 除 的 余数 依次 为 1 ,2,4,8， 
-1, 一 2, 一 4, 一 8. 可 以 验证 ,其 中 任意 三 个 数 之 和 均 不 能 被 17 整除 ， 
从 而 n = 2* + 2 + 2” 不 能 被 17 整除 ,与 题 设 予 盾 . 

因此 ,在 ”的 二 进 制 中 至 少 有 6 个 0 

如 果 n 的 二 进 制 写法 中 恰 有 7 个 0, 则 和 产 = 9. 

如 果 ?2 为 奇数 , 则 2 的 二 进 制 表示 中 最 末 一 位 是 1, 从 而 上 = 0. 由 
于 

2 +27 =2 +2 = 513=3 (mod17). 
则 为 使 ”是 17 的 倍数 ,应 有 
2! 三 - 3 (mod 17 ) . 
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但 是 , 当 /1 € 11,2,…,81 时 
2: 闫 一 3 (mod 17). 
出 现 矛 盾 . 
因此 ”为 偶数 .这 样 的 偶数 确实 存在 ,比如 
n 一 21+20+2? = 578 = (1001000010),. 
11.41 ”对 每 一 个 正 整 数 ”, 若 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 为 偶 
数 , 则 令 a =0, 否 则 令 a, = 1. 证 明 不 存在 正 整数 k 入 ,使 得 
Ag+j = Apt mtj™ QR+2m+j ,0< /入 7 一 1. 
(第 53 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 由 题 设 的 规定 易 得 
a2n = dyad7n+t+1=1~ a =1l- a,. 
假设 存在 正 整数 有 和 mz 满足 条 件 , 并 假定 mx 是 使 得 条 件 成 立 的 
最 小 值 . 
如 果 m 是 奇数 ,不 妨 设 w = av= wsau=0 


(a =1 的 情形 可 以 同样 处 理 ). 


因为 不 论 & 还 是 上 + m 是 偶数 ， 
QAg+i—=apgtm+tl™ Qkt2m+1™= 1. 
再 因为 ,不 论 上 +1 还 是 上 + m+1 是 偶数 ,都 有 
dp+2™ Aktm+2™ Gg+2m+2 = 0. 
由 此 下 去 ,ak ,aerlyag+2 "Qhtm-1 
在 0 与 1 之 间 是 交替 的 . 
于 是 ,因为 m -1 是 偶数 ,有 
Qk+ ml Qt+2m-1™ Qk+t+3m-1=0, 
但 是 ,因为 不 论 上 + m 一 1 还 是 上 &+2m -1 是 偶数 ,都 有 ai; ,= 
ar+2m 斌 1. 推 出 矛盾 . 
如 果 mm 是 偶数 ,取出 项 GA+T ij 二 CAk+nti 一 Ga2n+iO<sS 委 和 一 全 
的 所 有 下 标 , 并 利用 x 为 偶数 时 ,ar = as ,可 以 得 到 


[生生 [的 
0 二 1 二 . 
这 与 瘦 的 最 小 性 矛盾 . 因此 ,不 存在 符合 条 件 的 和 mi. 
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11.42 “对 于 整数 + 之 1, 设 p(z) 是 不 整除 zx 的 最 小 素数 ,g (xz) 
是 所 有 小 于 p(x) 的 素数 之 积 .特别 地 p(1) =2, 若 有 茶 个 x, 使 p(x) 
=2, 则 定义 g(x)=1. . 

序列 xo ,x ,X23，… 由 下 式 定 义 : 

xo=1, 
rnp (xn) 
q(xn) 
其 中 2 之 0, 试 求 所 有 使 x,, = 1995 的 整数 x. 
(第 36 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
[证 ] 显然 ,由 p(xz) 与 g(x) 的 定义 可 导出 ,对 任何 x ,g(x ) 都 整 


二 站 + 一 


除 zx ,于 是 第 
kt 
Tnt1 or) PT) _ 
即 对 任何 n ,x, :都 是 正 整 数 . 记 
另外 ,用 数学 归纳 法 容易 证 明 , 对 所 有 n ,x 都 设 有 平方 因子 . 法 


因而 ,可 依据 是 否 被 某 个 素数 整除 对 z 确定 惟一 的 一 个 编码 . 具 
体 做 法 如 下 : 

设 po=2,pi1=3,p2=5,… 是 按 递增 顺序 排列 的 全 部 素数 的 序列 . 

设 +>1 是 任 一 个 无 平方 因子 的 数 .并 设 p,, 是 整除 z 的 最 大 素 





数 . 

用 p; 除 x , 若 p; 能 整除 x 时 , 取 编 码 Si= 1, 否 则 取 编 码 Si =0, 则 
Z 的 编码 为 (1,S,, .1,S,-;,…,S1,So) 

定义 f(z)=2 

者 z 的 编码 最 后 一 位 是 0, 则 xz 是 奇数 ,p(x)=2,g(x)=1,f(x) 
=2x ,了 f(z) 的 编码 除了 最 后 一 位 的 0 被 1 替代 外 ,其 余 的 与 zx 的 编码 
相同 ,如 果 z 的 编码 的 最 后 若干 位 为 011…1, 则 f(z) 的 编码 的 最 后 若 
于 位 为 100…0, 如 果 将 编码 遍历 全 部 二 进 制 数 , 则 f(z ) 的 编码 可 由 x 
的 编码 加 1 得 到 . 

由 x1 二 2 以 及 当 n 之 2 时 ,zi= f(x,),x, 的 编码 可 直接 等 于 
的 二 进 制 表示 . 

因此 , 当 x, = 1995=3.5:7.19 时 ,存在 的 惟一 的 nn, 由 x, 的 编号 
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10001110( 从 右 向 左 的 编号 是 由 211995,311995,511995,711995,11f 
1995 ,13 人 995,1711995 ,19|1995 而 得 ). 

由 (10001110); =〈142)0. 

所 以 ,n=142 是 使 x, = 1995 的 整数 ”. 

11.43 ”对 于 任何 正 整 数 ,f(&) 表 示 和 集合 ik+1,k+2,… ,2k| 
内 在 二 进 制 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 的 个 数 . 

(1) 求 证 对 于 每 个 正 整数 mm ,至少 存 在 一 个 正 整 数 上 ,使 得 AR) = 


3 出 泣 


(2) 确 定 所 有 正 整数 mm, 对 每 一 个 mm , 恰 存 在 一 个 ,满足 f(k)= 

ni, 
(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 用 S 表示 正 整 数 集合 内 在 二 进 制 表 示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 
素 组 成 的 集合 . 
、 f(k), 当 2k+1&S; 

首先 证 明 fk+ 1)= FE)+1， 当 28+1ES. v 

由 于 f(k+1) 是 集合 lk+2,k+3,…,2k 二 1,2k+21 内 在 二 进 制 
表示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 的 集合 , f() 是 集合 |k+1,k+2,k+3， 
…;,2&} 内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 于 的 所 有 元 素 的 集合 .在 二 进 制 表 
示 下 ,在 有 +1 的 后 面 添加 一 个 零 , 恰 为 20&+1) 在 二 进 制 表示 下 的 数 ， 
于 是 &A+1 与 2(&+1) 或 者 同属 于 S ,或 者 同 不 属于 S, 因 此 公式 得 
证 . 

(1) 显 然 f(1)=0,f(2)=0. 

当 &=20sD2sEN) 时 ,23) 表 示 集 合 122+1) 2 十 22 
内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 的 所 有 元 素 的 个 数 . 

在 二 进 制 下 ,2 +1=10…01,2:*!=100…0. 


:一 上 个 0 x+ 1 个 0 

考虑 所 有 形 如 1※※…※ 的 s+1 位 数 , 取 2 个 1 放 人 这 ;个 ※ 中 
的 任 两 个 ※ 的 位 置 ,其 余 ※ 的 位 置 全 放 人 0, 就 得 到 集合 {2 + 1,…， 
2'* "| 内 在 二 进 制 表示 下 恰 有 3 个 1 的 一 个 元 素 ,于 是 有 /(2*)= C?= 
1 
Fs(s — 1). 

由 出 可 知 f() 无 上 界 , 又 从 了 (1)=0,f(&) 无 上 界 及 @ 式 可 知 , 当 
k 取 遇 所 有 正 整 数 时 , 扎 &) 取 遍 所 有 非 负 整数 . 
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于 是 ,对 每 个 mE N ,至 少 存在 一 个 &E ,满足 AR) = m. 
(2) 由 于 对 每 一 个 适当 的 mm , 怡 存在 一 个 ,满足 f(k)= rm, 则 由 
O 式 可 知 : 
fl(k+1)= ff(k)+1=m+1, © 
fl(k—-1)=f(k)-1=m-1, (3) 
于 是 2k+1€S,2(k-1)+1€S. 
设 在 二 进 制 下 有 三 2 十 有 25 225 “十 … 十 -42 二 
其 中 有 ,ks,… ,ksE 10,11,SEN. 则 
2k—1=2 t+k 2 + kh:2 1+ +k .12 +k,*2—1, 
2&+T1=2571+RI 2 二 R 2 + hk 1'2 +k..2+1. 
由 于 在 二 进 制 下 ,2k+1 恰 有 3 个 1, 则 在 &,k,,…,k, 中 只 能 有 
一 个 1 ,其 余 为 0. 于 是 
2&+1=25+1+2:+1 
其 中 上 委 S, 上 EN. 由 此 解 得 &=2+2 1. 出 
进而 有 2 -1=271+2 一 1 
=251+20 +2071+ 十 2+1. 
由 于 在 二 进 制 下 ,2& 一 1 也 恰 有 三 个 1, 则 只 能 有 :=2, 从 而 由 @ 
起 
k=2:+2, 即 有 +1=2+2+1, 且 2k=2:+!+22. 
在 二 进 制 下 ,&+1=10…011,22=10…0100， 
:一 2 个 0 Y 2 个 0 
在 上 +1 与 2& 之 间 的 正 整数 为 
(但 这 里 要 排除 10…0, 10…01,10…010 这 三 个 数 ), 还 有 s+2 位 数 
10…01 ,10…010,10…011,10…0100. 
因此 f(g)=f(2'+2)= C2+1= 方 ss 一 D+1. 
从 而 f(&)= m 恰 有 惟一 解 时 , 必 有 
m= 方 s(s-D) +1 (s>2). 
当 m= 方 s(s -1)+1 时 ,(s2), 取 & 上 =2:+2, 由 于 
2(2:+2)—1=2:+!1+2+1, 
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2(2; +2)+1=2+1+2+1, 
它们 在 二 进 制 下 恰 有 3 个 1, 由 Q 式 得 
f(2:+2-—1)= f(2:+2)-—1, 
f(2:+2+1)= f(2:+2)+1. 
从 而 ,f(8)= 方 s(s- 1) + 1(《s 之 2) 有 惟一 解 &=2*+2. 
11:44 ” 设 a0o,al,a;,… 是 非 负 整数 的 递增 数列 ,使 得 每 个 非 负 整 
数 可 以 惟一 地 表 成 a; + 2a; + 4a4 的 形式 ,这 里 i ,j,k 不 一 定 不 同 . 确 
定 a jg98. 


中 


(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 显然 co=0,ali=1, 如 果 已 有 符合 条 件 的 非 负 整数 ao ,ai，…a，， 
且 a+1 是 第 一 个 不 能 表 成 w +2ai + 4a4 的 数 (i,j,kE10,1,…,n1)， 
则 a+1 被 a0,a1,…,a, 惟一 确定 ,所 以 数 到 |a, | 如 果 存 在 , 则 只 有 惟 
一 一 种 . 
把 每 一 自然 数 n 用 二 进 制 表 示 为 
n=d"2*+d,_1°2* 1+ +dj:2+ dp, 
”考虑 数列 
qs = de"8t + de 1°8 lt + di8+ do. 山 
其 中 4d;(i=0,1,…,k&)E10,1|,kENU101. 
由 于 每 一 个 非 负 整数 x 都 可 以 惟一 地 表 成 八进制 : 
m=c,"8 +ce,_ 18 lt+.+c18+ co, 
其 中 c;€10,1,…,71 ,0<<i 坟 s,sE NU 101. 
而 每 个 c;€ 10,1,…,7| 都 可 以 惟一 地 表示 成 


c= 4d;+2d;+4di,disd;, di € 10,1| © 
的 形式 ,所 以 ,nm 可 以 表示 成 
m=a;t+2a;+4daxs 3) 


的 形式 ,其 中 a; ,aj;,as 具有 外 的 形式 ,并 且 a ,ai ,ax 由 @ 惟 一 确定 . 
为 一 方面 ,如 果 有 @@ 式 ,其 中 a; ,aj,as 具有 中 的 形式 ,那么 由 八 进 
制 的 惟一 性 ,它们 的 系数 由 名 惟一 确定 ,从 而 m 的 这 种 表示 是 惟一 的 . 
因此 ,QD 就 是 所 求 的 数列 . 
由 于 1998=2” +22 二 23 二 2 二 24 十 23 十 22 十 ?1， 
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所 以 ajggs=8" +8 +83+8 +8 +8 +8 +8. 

11.45 ”给 定 正 整 数 ” ,已 知 用 克 数 都 是 正 整数 的 太 块 夸 码 和 一 
台 天 平 可 以 称 出 质量 为 1,2,3,… ,nn 克 的 所 有 物品 . 

(1) 求 上 & 的 最 小 值 f(n). 

(2) 当 且 仪 当 n 取 什 么 值 时 ,上 述 f(n ) 块 硅 码 的 组 成 方式 是 惟一 
确定 的 ?并 证 明 你 的 结论 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 

[ 解 ] (1) 设 这 k 块 夸 码 的 质量 数 分 别 为 人 2 , 且 1 和 ai 委 a2 
委 和 过 CaEZ 1 生生 4. 


因为 天 平 两 端 都 可 以 放 硅 码 , 故 可 称 质量 为 2 xia;, zx; € {-1,0， 


1}. 

坷 利用 这 块 夸 码 可 以 称 出 质量 为 1,2,3,…,n 的 物品 , 则 在 上 
述 表 示 中 一 定 含有 1,2,…,” ,由 对 称 性 易 知 ,上 述 表示 中 也 一 定 含有 
一 1, 一 2,…, 一 n 及 0, 即 


[Srail rE {L011 2 1,0,1,.nl 
记 |A | 为 有 限 集 合 A 中 元 素 的 个 数 , 则 
[{=—n ,2,—1,0,1,…n||=2n+1, 


0 
2n +1<|! Djrai | x € {- 1,0,1| (< 34. 
i=| 





由 此 解 得 。 nn 地 


ml __ 
设 一 一 (>1, mE Z), 








<n< 
则 k 之 mm. 
且 &=mr 时 ,可 取 al=1,a;=3,… ,a =3”-1. 
由 数 的 三 进 制 表示 可 知 , 对 任意 0 志 p 志 3” 一 1， 


都 有 p= 3 ,y € 10,1,21, 1 过 过户 . 
则 -一 二 一 | = > 3 i > ,37 一 人 > (y _ 1)3-1, 
11 1 1 


令 立 =y-1 出 se 0,1| 
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由 深 


因此 ,对 一 切 


{ = 23 i x,€ 


:一 





由 于 2” 委 


A 的 最 小 和 倡 f( n)=n ,其 中 n 满足 


3 — 1 
2 » 


(2) 首 先 证 明 , 当 
当 > <n< 


2 
种 砖 码 的 组 成 方式 ， 


下 面 证 明 ,1,3,…: 


若 1</< 


{! 


则 := S37 
:=| 


,31 
石 27 


2 < /+ 


由 (1) 可 知 ,/ + 


二 二 < 一, 去 -的 整数 /， 都 有 
€ |—1,0,1}. 
1 故 对 一 一切 - 六 所/ 委 7 的 整数 / 有 


3 — [一 ,去 





天 于 于 1 时 ,7(m) 块 夸 码 的 组 成 方式 不 惟一 


3 一 一 4 时 ,由 (1) 可 知 ,1,3,…,3”1,3” 就 是 一 


,3 1 ,3 一 1 也 是 一 种 方式 . 
;由 (1) 可 知 


一 > Tri3 ,x 和 | 一 1 ,0,1T|， 
i=1 


i!+0 * (3” 一 1),x E 1 一 1,0,1}, 


m+l _ 
< /过 nn < 二 一, 则 


3 一 1 3m+1 -1 





2 2 
六 十 | 


1 Se To 
1 一 1 


1= 上 


易 知 zi = 1, 否则 1 过 >3-4-1 = :二 上- 1, 与 /的 假设 


/ > 一 了 矛盾 , 则 
1 


所 以 ， 当 刀 天 3 
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= 2 73 +1.(3”—1). 


1 时， f(n) 块 砖 码 的 组 成 方式 不 惟一 . 
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下 面 再 证 明 ; 当 n= 汪汪 时 ， fln)=m 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟 
一 的 ,这 ni 块 夸 码 为 1,3,，…,37 !. 
若 对 每 个 -二 </S 本 ,都 有 /1 = Da E 1- 1,0,1|. 


pe oo lo + 了 | 
1] 
上 式 中 ,左边 集合 中 至 多 有 3” 个 元 素 , 而 右边 集合 中 恰 有 3” 个 
元 素 , 故 必 有 
[Bra tw € 1 1,0,1|= |0, +1,., + 1|. 


从 而 对 每 个 1, 一 并 3 i 3 -都 可 以 从 一 地 表示 为 / = 
Sar € {i—1,0,11. 
i=] 

因而 < dd; 一 2 


i Hl Hi 3m 1 
则 (a 十 1)a; = > ia 十 > ai 一 > 十 7 
二 i=!| 1=1 1 一 


rx;i+1, 则 yy € 10,1,2!. 





~ 
1 


令 yy 
由 上 可 知 ,对 每 个 0 志 / 声 3”-1, 都 可 以 惟一 地 表示 为 /= > yoi 
:=1 


y; € 10,1,21. 特 别 地 , 易 知 1 寺 al < asy<…… < an 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 a,=3' 1(1 志 1 区 ). 


当 ;=1 时 ,由 于 > ya 中 的 最 小 正 整 数 是 a1, 故 w = 1 

假设 当 1 志 i 志 pp 时 ， a;=3' 1. 

由 于 > yai =- 六)y3 -0w E 10,1,2| 就 是 数 的 三 进 制 表示 , 因 
而 它们 恰好 等 于 0,1 2 ,3 1. 

所 以 ,api 应 是 除 上 述 表 示 外 ,在 > )yai ,yw € 10,1,2| 中 的 最 小 
数 ,因此 ww = 3/ 和 
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由 数学 归纳 法 可 知 ,a =3'!,(1<i<<m). 
由 以 上 可 知 , 当 且 仅 当 n= 二 时, 上述 /(z) 块 硅 码 的 组 成 广 
汉 | 。 式 是 殿 一 确定 的 . / 
郑 
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第 十 二 章 不 定 方 程 


12.1 有 堆 成 一 堆 的 100 个 小 夸 码 ,总 量 为 S00 克 , 已 知 只 有 1 
克 、10 克 和 50 克 三 种 硅 码 ,在 这 堆 硅 码 中 ,每 一 种 硅 码 各 有 多 少 ? 
(第 9 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 1 克 ,10 克 和 350 克 硅 码 分 别 有 z 个 ,> 个 和 z 个 ,由 题目 
条 件 得 方程 组 
x+y+z = 100, 
r+ 10y+ SO0z = S00. 


消去 x 得 9y + 49z = 400, 
9({y+ 5z) = 4(100 — z). 
由 此 可 得 41y+5z. 
设 y+ 5z = 4t:, 1€ Z, 则 
100 一 z = 91, 
z= 100 — 917,， 


y= 4:1— Sz = 49 — S00. 
由 >y 立 1，zx 福 1 可 得 


301 
10 < 49 奈奈 11. 


于 是 1=11,， z=1, y=39, x = 60. 

所 以 在 这 堆 硅 码 中 ,1 克 的 60 个 ,10 克 的 39 个 ,50 克 的 1 个 . 

12.2 “” 今 有 两 小 堆 小 石头 ,如 果 从 第 一 堆 中 取出 100 块 放 进 第 二 
堆 , 那 么 第 二 堆 比 第 一 堆 多 一 倍 , 相 反 , 如 果 从 第 二 堆 中 取出 一 些 放 进 
第 一 堆 ,那么 第 一 堆 比 第 二 堆 多 $ 倍 , 问 第 一 堆 中 可 能 的 最 少 石头 块 数 
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等 于 多 少 ? 并 在 这 种 情况 下 求 出 第 二 堆 的 石头 块 数 . 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 第 一 堆 有 x 块 石 头 ,第 二 堆 有 y 块 石头 ,第 二 堆放 到 第 
一 堆 ~ 块 石头 .由 题 意 
2(x - 100) = y+ 100, 
xX+z= 6(y— xz). 


OQ) 
由 
由 人 得 y = 2x - 300, 
代 人 办 得 1lx — 7z = 1800, 
4r+7(x— 2z) = 1800. (3) 
因为 4 1 4+，411800, 则 
417(7x— z). 


又 因为 (4,7) = 1, 则 
41x— 之. 

令 zr-z=4:，t1:E€EN, 则 
4x + 28t = 1800, 


r+7t = 430. 
于 是 x =~7t+450, 
{y= 2 -30 2 i + 600， 
z= Tx-—-4t=—1lrt + 450. 


因为 x,y,z EN, 则 

—7t+450>0, 

|- 14t + 600 > 0， 

— 1lt+450>0. 
考虑 到 上 是 整数 , 则 

i 过. 40. . 
当 1 取 最 大 容许 值 40 时 ,由 x = 一 7: + 450 得 x 取 最 小 值 170, 此 

时 y= 40, z= 10. 


经 检验 x = 170, 
y = 40， 


z 二 10., 
为 所 求 之 解 . 
12.3 ”有 24 个 面积 为 S 的 全 等 小 矩形 ,把 所 有 这 些小 矩形 拼 成 一 
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个 与 小 矩形 相似 的 大 矩形 , 问 小 矩形 的 边 长 各 是 多 少 ? 


(中 国 北 京 市 高 中 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 小 矩形 两 邻 边 分 别 为 a 和 8( 其 中 a > 6。). 
则 大 和 矩形 的 两 邻 边 长 为 V24a 和 V2456. 


再 设 大 矩形 长 边 包 含 小 抢 形 的 长 边 与 短 边 的 数目 分 别 为 zl， 
xz2(zlyZ2 为 非 负 整 数 ), 大 和 矩形 的 短 边 包 含 小 矩形 的 长 边 与 短 边 数 目 
分 别 为 wm ,yz(yi,yz 为 非 负 整数 ), 则 依 题 意 有 

: 这 + br2 = V24a, OD 
ayi + by; = V246. © 

由 和 分别 解 出 名 ,得 








a _ 7X2 
bp /Hi 
_ V24-», 
yy 
由 上 面 的 等 式 可 得 
ly2 + 24 — z2y1 = V24(r1 + y2). 3) 


方程 名 的 左边 是 整数 , 仅 当 x + y, = 0 时 ,右边 才 是 整数 .又 x 
和 六 2 古 非 负 整 数 , 则 必 有 zi = y2 = 0. 将 它们 代 人 方程 四 .@ 和 图 得 





7 一 V24 六 ， 
Yl 一 v24 过 ， 
XIVYI = 24. 


因为 a > 5, 故 有 x， > yj. 从 而 yi 只 能 取 数 值 1,2,3,4. 而 zy 相 
应 地 取 值 24,12 ,8,6. 


由 = S 和 各 = 2 可 得 出 a 和 6 的 四 组 解 : 


4 
y! 三 1 时， a = V24VS， b = V5 


4 
yi1 三 2 时 ， a = 6VS, b=/ 二 VS 
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178 13 
y1 = 3 时 ， a =A/3 了 VS， 6 = \/ 总 YS; 
| 4 17 
yi 二 4 时 ， a = A/ 本 VS， bp = 三 VS. 


12.4 ” 设 a,b 为 整数 , 间 A = I “| 的 最 小 正 整 数值 。 为 多 


少 ? 对 满足 A = c 的 各 组 正 整 数 解 (a， 0) 中 ， 要 使 4 + 上 5 为 最 小 的 值 , 问 
a,b 各 为 多 少 ? 


a 





(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] A= 364b ~ 81a 
= 9(4b — 9a). 
因为 a ,6b 是 整数 ,所 以 40 ~ 9a 也 是 整数 . 
由 于 (4,9) = 1, 所 以 存在 整数 a ,5 使 


4b—9a=1. OD 
于 是 4 的 最 小 正 整 数值 ~ = 9. 
解 方 程 Q 得 
a = 41:—1, 
b= 9:—2. 


当 上 = 1,2,3,… 时 ,上 式 给 出 所 有 正 整 数 解 . 
at+b= 13t:-3 (t= 1,2,3,.…). 
所 以 上 = 1 时 ,a +。5 的 值 最 小 ,最 小 值 为 10. 此 时 a = 3,5 = 7. 
12.5 自然 数 序列 ixz,| 按 如 下 法 则 构造 出 来 ; 
Ta, X22, Ti+ Xt 7 之 1. 
“ 现 知 序列 中 的 某 项 为 1000, 试问 ,和 数 a + 5 的 最 小 可 能 值 是 多 少 ? 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 可 以 求 出 数列 的 前 几 项 : 
T1=a, X= 6, r=a+6b, x= at+2b, 
Xs=2a+3b, re = 3a+5b, x7 一 Sa 十 8D,… 
一 般 地 有 关系 式 
Ty = ta + tb 
其 中 让 =1， t=0， =t,+bl. 
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这 一 点 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 . 
可 以 看 出 ,从 n = 4 开始 ,序列 fz,| 便 严 格 上 升 . 
所 以 ,条 汪 >n 宇 4, 且 
1000 = tat+ tb 
一 ta” 十 如 +18 ， 
则 必 有 (ea + btirt> tatirb 
= tia + terid 
> Ca- +b') 
宇 t(a +b), 
即 有 at+b>a +b. 
这 就 表明 ,为 得 到 a + 5 的 最 小 值 ,就 应 确定 ,对 怎样 的 最 大 的 ”， 
方程 
tia t+ trib = 1000 
有 正 整 数 解 ,而 且 还 需要 在 解 不 惟一 时 ,从 中 选 出 使 得 和 数 a + b 为 最 
小 的 解 来 . 
序列 iz,1 的 开头 一 些 项 为 
1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,$5,89,144,233,377,610 ,987 ,… 
显然 ,方程 610a + 98765 = 1000 以 及 其 以 后 的 相应 的 方程 都 不 可 
能 有 正 整 数 解 .因为 此 时 方程 的 左 端 对 正 整 数 a 和 都 大 于 1000. 
可 以 验证 ,方程 





377a + 6102 = 1000, 

233a + 377b = 1000， 

144a + 2332 = 1000, 
都 没有 正 整 数 解 . 

而 方程 89a + 1446b = 1000 
有 惟一 的 一 组 正 整数 解 : 

a=8, bb = 2. 

由 此 得 到 a + 6 的 最 小 值 为 10. 

12*6 ”时 钟 的 刻度 盘 ( 写 有 数字 1,2,…,11,12 的 圆 盘 ), 以 其 中 心 
为 轴 , 固 定 在 教室 的 黑板 上 ,刻度 盘 可 以 绕 轴 转 过 30" 的 整数 倍 的 任意 
角度 .起 初 ,在 黑板 上 靠近 刻度 盘 上 的 数字 旁边 的 地 方 写 上 “0” ,然后 转 
动 刻度 盘 若 干 次 ,每 次 转动 停止 后 ,都 将 刻度 盘 上 的 数 加 到 靠近 它 旁边 
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由 次 


的 黑板 上 所 写 的 数字 上 ,这 样 是 否 可 以 做 到 : 

(1) 黑板 上 所 写 的 各 数 都 是 1984? 

(2) 黑板 上 所 写 的 各 数 除了 一 个 之 外 ,其 余 所 写 的 数 都 是 1984? 

(3) 黑板 上 所 写 的 各 数 除了 两 个 之 外 ,其 余 所 写 的 数 都 是 1984? 

(第 10 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] (1) 题目 的 要 求 不 能 做 到 . 
每 次 旋转 钟 面 加 到 黑板 上 所 有 数 的 和 是 
1+2+3+…+12 = 78. 

即 经 过 一 次 旋转 ,黑板 上 的 各 数 之 和 能 被 78 整除 . 

所 以 经 过 n 次 旋转 ,黑板 上 各 数 之 和 为 787 . 

如 果 黑 板 上 12 个 位 置 的 数 都 是 1984 , 则 有 

78 = 12 . 1984. 

而 12. 1984 不 是 78 的 倍数 . 

所 以 不 可 能 使 黑板 上 的 所 有 数 都 是 1984. 

(2) 同样 不 能 做 到 . 

假设 刻度 盘 转 动 上 次 之 后 ,黑板 上 有 11 个 地 方 写 下 的 数 是 1984， 
不 失 一 般 性 ,可 以 认为 这 11 个 地 方 是 刻度 盘 在 初始 位 置 时 ,靠近 刻度 
盘 上 的 12,1,2,…,9,10 等 处 的 黑板 上 所 写 的 地 方 . 

用 zz)(j = 1,2,…,12) 表示 从 初始 位 置 算 起 ,刻度 盘 沿 逆 时 针 方 向 
转 过 30”. j 的 次 数 . 

我 们 分 析 刻 度 盘 在 初始 位 置 为 12 时 , 它 旁 边 的 黑板 上 所 写 的 数 
1984 是 怎样 得 到 的 . 

当 刻 度 盘 每 次 转 过 30 . 1 时 ,在 “12” 时 的 旁边 每 次 应 加 上 1, 这 样 


的 情况 有 zi 次 ; 

当 刻 度 盘 每 次 转 过 30" . 2 时 ,在 “12” 时 的 旁边 每 次 应 加 上 2 ,这 样 
的 情况 有 x, 次 . 

如 此 等 等 . 

当 刻 度 盘 每 次 转 过 30" . 12 时 ,在 12” 时 的 旁边 每 次 应 加 上 12, 这 
样 的 情况 有 X12 次 . 

因此 ,在 "12” 时 旁边 上 的 黑板 上 的 1984, 有 

1984 = zj + 27x2+ 3r3+ + 127rp. 


对 初始 位 置 为 其 他 数 时 , 也 可 做 同样 的 分 析 . 于 是 非 负 整数 zi， 
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xl 必须 满足 如 下 的 11 个 方程 组 成 的 一 次 方程 组 : 
zi+2zr+3zi+…+1lzi+1l2zr = 1984, QD 
2Xx1 十 3z， + 473+ :+12zr+ x = 1984，. © 
3T1 + 4r2+ Sr3+ + ri + 2x12 = 1984, (3 
10x1 + 11z + 12x3+*"* + Bril + 9x1 = 1984, 0 
117zi; + 12x2 + x3+ + Oxi + 10x1, = 1984. 0 


-中 , 罗 一 也 ,…,D-0 得 





TI1+ X22+ XT3+ TIt+ "+ xiot+ ru- lix = 0, ® 
TI+ rt TI x4t+ "+ rn- llxrt+ x2 = 0, (3 
oo. 第 
十 
Xit+ Xx2— llxrat+ rxat+ + xint+ x + x12 = 0. 地 不 二 
4 定 
由 多,@ 得 入 
Xi 一 二 12， 程 





类 似 地 ,可 得 
.3 一 4 一 AS 一 ”二 YI 一 12， 
在 方程 组 中 将 方程 -名 中 的 xz(j = 4,5,…,12) 用 z3 代 换 得 
1 二 2r = 1984 — 73x;, 
2zli+3r = 1984 — 73x;, 
10zi + 1lz = 1984 — S72x3, 
llxi + 12x; = 1984 — 9373. 
由 此 可 得 
XI = 797x;— 1984, 
72 = 1984 — T7177x3. 
因为 zi 与 za 均 为 非 负 整数 , 则 有 
79x3 — 1984 之 0， 
1984 一 77x; 衬 0. 








从 而 有 
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这 未 水 


即 23.1… 3 E25.8…. 
显然 ,满足 此 不 等 式 的 整数 x; 不 存在 ， 
所 以 题 设 要 求 的 情况 不 存在 . 
(3) 我 们 可 以 证 明 :; 在 初始 位 置 时 ,刻度 盘 的 "12 时 ，1 时 ，2 
时 ”,“3 时 ”,…,“9 时 ”旁边 的 黑板 上 所 写 的 数 是 1984 是 可 能 的 . 
如 (2) 我 们 得 到 10 个 方程 的 方程 组 : 
XI1t+2x2+ 3x3 + lliri + 12x1 = 1984, OD 
27T1 + 3r2+4x3t+ + 12rit + xi2 = 1984, © 
3T1+ 4r + Sr3+ + Xi + 2r1; = 1984, 地 
10rl + ilxs+ 12xs3+ :+ Br + 9x12 = 1984. 0 
同 (2) 一 样 可 得 到 用 参数 x; ,x4 表达 zl 和 zy: 的 表达 式 : 
TI = 78x4 + x3 — 1984, 
2 二 1984 — 73x4 一 2273. 
因为 zz 之 0, 则 
75x4 + 273 委 . 1984. 
又 因为 x; 之 0, 则 
1984 


74S 7I5 ~ 26.4, 


邑 74 挟 26. 

不 难 验证 :zi =44， rz = 34， TXT3=0, x4= Xs= rxe= "= 
X12 = 26 满足 上 述 的 方程 组 . 

因此 , 稻 设 要 求 的 第 (3) 种 情况 是 可 能 的 . 

12.7 ”六 个 盒子 中 ,每 个 僵 子 中 有 一 些 球 . 设 nn < m 为 一 已 知 的 
自然 数 .施行 下 面 的 运算 :从 这 些 盒子 中 到 n 个 ,在 取 定 的 盒子 中 各 放 
人 一 个 球 ,证 明 

(1) 如 果 (ni,n) = 1, 则 可 施行 有 限 次 运算 ,使 所 有 的 盒子 中 含 相 
等 的 球 . 

(2) 如 果 (Gm ,7 ) 关 1, 则 这 些 盒子 中 的 球 数 , 存 在 着 一 种 初始 的 分 
布 ,使 得 不 可 能 经 过 上 面 的 运算 (任意 多 次 ) 达到 全 相等 . 

(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
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[证 ] (1) 由 于 (m,n) = 1, 则 存在 自然 数 x,v 使 得 
un—-uvum=1, . 

即 un = vm+l1= vm-1)+(v+1). 

这 就 是 说 , 拿 出 的 ”个 盒子 ,在 每 个 盒子 里 各 放 人 u 个 球 ,相当 于 
mm 一 1 个 盒子 放 入 vv 个 球 , 一 个 盒子 放 入 v+1 个 球 ,这 就 相当 于 只 有 一 
个 盒子 增加 一 个 球 ,而 其 他 盒子 的 球 数 不 动 ,因此 重复 这 一 过 程 多 次 ， 
就 可 以 使 所 有 盒子 中 的 球 数 相等 . 

(2) 看 (m,n)=d>1. 

如 果 开 始 时 球 的 总 数 为 m + 1 个 , 则 上 次 后 , 球 的 总 数 为 +1 
+ kn 个 . 

我 们 证 明 w1 + 1 + kn 不 是 mm 的 倍数 . 

设 m= pd，n = gd, 则 

m+l+kn=padt+kad+!]l 


=d(p+kg)+1. 
从 而 dtm+l1+ kn. 
又 d|m, 
所 以 m tm+1l+kn. 
由 于 n+1+ kn 不 是 的 倍数 ,所 以 不 可 能 使 m 个 盒子 中 的 球 数 


都 相等 . 

12.8 ” 波 尔 达 维 亚 是 一 个 奇特 的 国家 , 它 的 货币 单位 是 布尔 巴 
基 , 可 是 钱币 只 有 两 种 :金币 与 银币 .每 一 金币 等 于 7 布尔 巴 基 ,每 一 银 
币 等 于 nm 布尔 巴 基 ,m 和 都 是 自然 数 .用 金币 和 银币 可 以 组 成 10000 
布尔 巴 基 ,1875 布尔 巴 基 ,3072 布尔 巴 基 等 等 . 实际 上 , 波 尔 达 维 亚 的 
货币 体系 并 没有 粗 看 上 去 那样 奇特 . 

(1) 证 明 只 要 保证 有 钱 可 找 , 就 能 购买 任何 价值 为 整数 布尔 巴 基 
的 货物 . 

(2) 证 明 任何 超过 (zz - 2) 布尔 巴 基 的 货款 均 可 支付 ,而 不 需要 
找 钱 . 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[证 ] (1) 因 为” (10000,1875,3072) = 1， 

所 以 (n,n)= 1. 

于 是 ,存在 正 整 数 a,8 满足 
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定 
方 
程 





il 十 溃 





an— Bm = 1. 
从 而 (ka)n — (kB)m = k. 
因此 ,要 支付 k 布尔 巴 基 , 只 要 付出 ka 个 金币 , 找 回 &B 个 银币 即 可 . 
(2) 若 坟 > mn 一 2, 即 上 之 mn 一 1, 则 在 区 间 [ Bm ,paz ] 中 含有 
kan — kBnm +1=k+l 守 mn 
个 连续 整数 ,因此 其 中 必 有 一 个 为 mn 的 倍数 . 设 此 数 为 tmn. 
则 za 一 &B 与 ka - tm 均 非 负 , 而 
(tn — kB)m + (ka — tm)n = kan ~ kBm = k. 
于 是 用 tm - 好 个 银币 ,pa -tm 个 金币 即 可 支付 《布尔 巴 基 ,无 需 
找 钱 . 

12.9 ” 设 a,b,c 是 整数 ,求证 存在 整数 P191,71; p22，92,72 满足 

CC 一 QIr2 一 227， 

b= rip2 一 7r2 访 ， 

C= pig2— P291 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] (1) 车 a,6b,c 中 至 少 有 一 个 为 0, 不 妨 设 c = 0, 取 
pi= p22=-6, qr=g4=a, r=1, r;=2. 
则 满足 题 设 的 等 式 . 
(2) 若 a,6b,c 均 不 为 0. 
设 (a ,5) = r, 则 存在 整数 zx,y 和 使 


AR+ w= rr. 


He 吵 冰 


A . b 
令 Pili= cr, d= Cy, P27 ， 
a 二 一 ”二 
d2 一 +- ， 六 | r,s 7 2 0. 
则 qir2 ~ qari = ey * 0+ Er=a, 
b 
rip2 -rp =-r(-™)-0.cr= 6, 
加 a DO ar + by 
Pig2 Pq rt Ye: 7 一 “， 


12.10 ”证 明 对 任意 的 整数 a 和 8 ,方程 组 
T+y+2z+2t= 40, 
2t7—-2y+zx—-1t=b. 
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有 整数 解 . 


( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1926 年 ) 
[证 ] (1) 首先 我 们 证 明 , 如 果 a = 1，65 = 0, 那 么 方程 组 
XTX+ y+2z+2t=1, D 


27 -2y+>z 一 上 =(0. 
至 少 有 一 组 整数 解 . 
事实 上 ， 
n=1, y=0, z=-1,， :=1 
就 是 方程 组 @ 的 一 组 解 . 
(2) 如 果 a = 0，5 = 1, 那 么 方程 组 
T+y+2z+2t=0, 
27—2y+z—-+=1, © 
也 至 少 有 一 组 整数 解 . 
事实 上 ， 
=-—-1, y=-1, z=1, :=0 
就 是 方程 组 @ 的 一 组 解 . 
(3) 如 有 果 方 程 组 中 的 任 一 组 解 为 (x ,yi,xzi,t1), 方 程 组 @ 的 任 
一 组 解 为 (x;,y;,z;,t2) ,那么 


T= arl+i+ br, 





> = ayi + by;, 
之 二 Qzl + bz,, 


t = aftl + bt,. 


满足 原来 的 方程 组 

7X+y+2z+2t = a, 

27—2ytz—-t=5b. © 
对 于 方程 组 中 和 @ 的 特 解 


(zlyylyzlt) = (1,0, ~ 1,1), 
(zzyy zi) 一 (一 1 一 1 1,0). 
则 r=a-b, y=-b, z=~a+b, t = a 是 方程 组 (3 
的 整数 解 . 
于 是 ,对 于 任意 的 整数 a 和 65, 原来 的 方程 组 至 少 有 一 组 整数 解 . 
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12.11 “将 一 个 自然 数 乘 以 2 加 上 工 ,然后 把 得 到 的 数 再 乘 以 2 并 
加 上 1 ,以 此 类 推 ,直到 这 种 运算 重复 进行 100 次 时 止 .最 后 得 到 的 数 能 
被 1980 整除 吗 ?能 被 1981 整除 吗 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] (1) 由 于 每 一 步 运 算 之 后 ,总 得 到 一 个 奇数 ,因此 最 后 得 到 
的 奇数 不 能 被 偶数 1980 整除 . 

(2) 我 们 证 明 , 按 题目 中 的 运算 重复 100 次 之 后 得 到 的 数 有 可 能 被 
1981 整除 . 

设 第 一 个 自然 数 为 zx 一 1. 

第 一 步 运算 后 得 到 数 2(z -1)+1=2z-=-1. 

第 二 步 运 算 后 得 到 数 2(2x -1)+1=227rz 一 1. 

若 第 & 步 运 算 后 得 到 数 2*zr - 1, 则 第 & + 上 步 运算 得 到 的 数 为 

2(2tt -1)+1= 24+7r 一 |， 

因此 ,第 100 步 运算 之 后 得 到 的 数 为 20r 一 1 

由 于 (2”,1981) = 1, 则 不 定 方程 

2197—198ly= 1 
一 定 有 整数 解 (xo, yo), 并 且 它 的 一 般 解 为 
r= xoTft 1981t, 
y= yo + 207. :EtZ. 
可 以 选择 适当 的 整数 10 ,使 
+= xo+1981t0 >0, 
y= yo+2%71, >0. 
对 于 这 样 的 x ,y, 则 有 
2107 —1= 1981y. 
即 最 后 得 到 的 数 21%x -1 是 1981 的 倍数 . 
12.12 设 信 x+) = 3x+2. 证 明 存 在 正 整 数 , 使 得 Aio0(m ) 能 


被 1988 整除 . (六 (z) 表示 f(f(… f(x)…))). 


Kk 个 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 f(x) = 3zx+2 得 
f(r)+1 = 3(x + 1), 
从 而 ,对 于 给 定 的 ,有 


Sw 本 站 
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FNCzr)+1= 3 f(x) + 1], 
n=0,1,2,.…. 
于 是 ,数列 | (x) + 11 是 以 3 为 公 比 的 等 比 数列 ,因而 
fOr)+1= (r+1), n= 0,1,2,.. 
这 样 ,要 证 明 存在 正 整 数 ,使 得 FI (ym ) 能 被 1988 整除 ,等 价 
于 要 证 方程 
31%0(x+1)—1= 1988y， 


即 300(z+1)=-1988y= 1 中 
有 整数 解 , 且 x 为 正 整数 . 
因为 (3100 ,1988) = 1, 
所 以 方程 @ 必 有 整数 解 . 第 
设 (zo,yo) 是 方程 的 一 组 特 解 , 则 @ 的 所 有 整数 解 可 表示 为 1 
一 不 靖 
zz = xo + 1988z, 定 
y= Yo 十 31007. 和 


其 中 1 为 任意 整数 . 

取 足 够 大 的 1 ,使 由 上 式 给 出 的 z,y 均 为 正 整 数 .此 时 令 jx = >， 
则 (mm) 能 被 1988 整除 . 

12-13 ”者 nn 是 正 整数 ,X, 表示 所 有 nn 元 非 负 整数 有 序 组 (x , x,， 
…, 芭 , ) 的 集合 ,其 中 (x ,x2,… ,xz, ) 满足 方 程 zl + za 十 十 了 三光， 
而 Y 表示 所 及 元 非 负 整数 有 序 组 (yy , y;,…, yy ) 的 集合 ,其 中 (yl， 
y2，"…,Y,) 满足 方程 yl + yy 十 … 十 y= 2n. 若 对 于 1 所 i 之 n, 有 x 
志 yy, 则 称 XX, 中 的 n 元 组 与 Y, 中 的 元 组 是 相 容 的 .证 明 不 同 的 (但 不 
必 是 不 相交 的 ) 相 容 对 的 总 数 是 一 个 完全 平方 数 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 

[证 ] 考虑 X, 中 一 组 特殊 的 (x1 ,x2,… ,x; ). 

假定 它 与 六 中 的 (yi,y;,,…,y,) 是 相 容 的 . 

对 于 1 夺 7 芝 nn, 令 z= yy-x 守 0. 

因为 Z| 十 之 2 十 十 之 ， 

= (y+ yt et) (rt rt + x,) 





一 好， 


所 以 (zlyzz，…，,z) 属 于 X. 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 ] 683 





反之 ,对 于 XX, 中 任何 的 (zg1,z2,…,z,), 令 y= 二 Xt+z 守 x (1 


1 n),， 
数 因为 yt1t y+ + yy, 
一 (zi 十 ga 十 十 局 二 (zi 二 2 二 二) 
= 2n,， 


所 以 (yl1,y2，…,y) 属于 Y ,从 而 与 (zz xz) 是 相 容 的 . 

记 | X, | 表示 集合 ,X, 中 元 有 序 组 的 个 数 . 

由 以 上 可 知 ,Y, 中 确 有 | X, | 个 元 组 与 (x1,x;,…,X,) 是 相 容 
的 . 

所 以 相 容 的 对 数 总 数 为 | X, 1* ,是 平方 数 . 

12.14 ”证 明 方 程 + - y+ > = 1 有 无 穷 多 组 满足 如 下 条 件 的 正 整 
数 解 :其 中 x,y,z 两 两 不 同 , 而 且 它 们 中 任何 两 数 的 乘积 都 可 被 第 三 
个 数 整除 . 

(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 x,y,z 是 方程 x+ - y+ z= 1 的 满足 条 件 的 一 组 正 整 数 


解 . 
为 满足 x ,y,z 中 任 两 个 的 乘积 都 能 被 第 三 个 整除 , 则 有 
T= mn, y= nk, z= mk. 
其 中 m,n 和 都 是 自然 数 . 
则 已 知 方程 为 


n(m—k)=1- mk, 
n(k—-m)= mek-l1. 
令 上 一 m = 1, 就 可 得 到 无 穷 多 组 解 
r=m(m +m— 1), 
， = (m+1)(m :+m  — 1), 
z= mm(m + 1). 
其 中 m1 为 任意 目 然 数 . 
12.15 ” 求 方 程 z+ + 4ys = 2(z+ + 4u1) QD 
的 整数 解 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1965 年 ) 
[证 1] 显然 ,方程 @ 有 和 解 


T=y=z=u=0. 
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我 们 证 明 这 是 方程 中 的 惟一 一 组 整数 解 . 
为 此 ,需要 下 面 的 引 理 : 
如 果 &1,k，,…,k, 是 互 异 的 非 负 整数 ,而 x1 ,r+，,… ,x 是 不 能 被 
目 然 数 c 整除 的 整数 ,那么 
cx 十 27 十 … 十 Cn 关 0. © 
事实 上 , 若 设 | = min 11, 有,…,k,| , 则 有 
ci 十 ca 十 十 Cr 
= C(x 十 C2 xy 十 … 十 co 
因为 当 i 关 1 时 ,k; 一 上 >>0, 因 而 C2 tx 十 … 十 cr lr, 能 被 。 
整除 ,而 zi 由 已 知 不 能 被 c 整除 ,于 是 zc za 二 co ix 
天 0. 
又 因为 o: 夭 0, 于 是 
ctx + cz 十 … 十 Ca, 天 0. 
下 面 证 明 问 题 本 喘 . 
设 Xx,y,z,u 是 方程 的 一 组 整数 解 . 
则 存在 非 负 整数 ,i ,m,n 适合 
T=2r, y=2y, z= 2 u = 22. 
其 中 Tl V1 1 Ul 是 奇数 或 零 . 
把 这 些 式 子 代入 方程 中 可 得 
24kr4 2412 — 242+1z4 ~ 24nt34 = 0. G) 
然而 ,由 4， 4 +2，4m + 1， 4n + 3 是 互 异 的 非 负 整数 , 若 
zlyylyzl 和 ul 都 是 奇数 , 则 它们 不 能 被 2 整除 ,由 引 理 就 有 
24r 十 24442y — 2424+1z1 ~ 2424384 天 0. 
G) 和 直子 盾 . 
因此 只 能 有 TI= y= zz!= ul=0, 
印 X= y=z=wu=0. 
[证 2] 设 x,y,z,u 是 方程 @ 的 一 组 整数 解 . 
则 易 知 ,xz 为 偶数 , 设 x = 2x1!， zl 为 整数 , 则 有 
16zx{ + 4y: = 2(z + 4u’), 


8ri+2yt = x4 + 4ut. 
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因而 z 是 偶数 , 设 z = 2z!， zl 为 整数 , 则 有 
8r1 + 2y* = 16zf + 4u”, 
4.x1 十 说 一 821 于 224. 
因而 y 是 偶数 , 设 y = 2y ， J 是 整数 , 则 有 
4z1+16 寻 = 8z4 + 2u4, 
2z1+8W 三 4z1 十 2 
因而 x 是 偶数 , 设 xn = 2u1， ui 是 整数 , 则 有 
2r1 + By! = 4zt + 16u1, 
X14 十 4y1 = 2(z1 + 4u1). 
重复 上 面 的 讨论 可 得 ,x ,yi ,zi,uil 都 是 偶数 ,于 是 又 可 设 
zl 一 or Y=2y, ZI = 227, Ul = 2u. 
这 样 经 过 上 步 ,车 x,y,z,u 都 不 等 于 0, 则 有 
Tbk Ye ™ Zk Up =— 2, 但 是 
24+4.24 2(24 + 4.24). 
所 以 必 有 T= y=z=wu=0. 
12.16 ” 求 不 定 方程 zf + x 和 +…+ x 和 4 = 1599 的 一 切 (如 果 有 的 
话 ) 非 负 整数 解 (x ,Zi4) ,不计 排列 顺序 . 
(第 8 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 1] 由 于 6 = 1296,74 = 2401, 所 以 
6 < 1599 < 74. 
于 是 0ri6 (7i= 1,2,.…,14). 
设 诸 x; 中 取 值 为 & 的 有 yi 个 (k = 0,1,2,…,6), 则 原 方程 化 为 


0 yo + 1 ys + 24y, + 3 yy + 44y4 + S54ys + 64y6 = 1599, 


3 





ytyt+yt+ yt y+ yst+ y= 14. 
妈 yi + 1l6y2 + 8ly3 十 236 + 625ys + 1296y¢ = 1599, 
Yt yt yt yi yat+ yst+ ye = 14. 
我 们 注意 到 1599 是 3 的 倍数 ,而 不 是 34 的 倍数 ,81 和 1296 都 是 34 
的 倍数 ,并 且 14 = 1，24 = 16，44= 256， 54 = 625 均 被 3 除 余 1， 
于 是 ,yi + y2 + ys + ys 是 3 的 倍数 , 即 
y+y+y4+ys= 3 或 6 或 9 或 12， 





相应 地 
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y+y3+ ye 二 11 或 8 或 5 或 2. 
于 是 我 们 得 到 关于 y; 的 四 个 线性 方程 组 : 
yi1+ 16y> + 81ly;3 + 256y4 + 625ys + 1296y6 = 1599, 
es = 3， 
yt+y3+ ye = 11. 
| + 10y + 8ly3 + 250y4 + 625ys + 1296y6 = 1599, 
(1) 


| 


y1I+Ty+34+T = 0， 

y+y3+ y= 8. 

y1+ 10y + 81y3 + 256y4 + 625ys + 1296y6 = 1599, 
ml + y+ ys+ ys = 9, 

yo+ y3+ ye = 5. 

yi1t+ ioyz + 81y3 + 256y4 + 625ys + 1296y6 = 1599, 
ol + y+ y4+ ys = 12, 

y+ y3+ ye = 2. z 
下 面 我 们 设法 求 方程 组 ( 了) - (WY) 的 非 负 整 数 解 . 
先 求 方 程 组 ( 工 ) 的 解 . 


S17 27 80 203 432 
ys 十 EA 十 5 十 ss 十 5 36， 


_532 27 85, 208 _ 432 
.2 一 S 3 S 了 34 S 75 S -6， 





y= 1 y3— ye-: 
这 里 wm,y4,ys,y6 可 自由 取 值 ,但 是 我 们 注意 到 ,由 ( 工 ) 的 一 个 方 
程 及 非 负 整数 解 的 约束 ,有 ye < 2， ys < 3, 从 而 (y6,ys,y4) 所 可 能 
取 的 值 为 
(0,0,0), (0,0,1), (0,0,2)， (0,0,3), (0,0,4), 
(0,0,5), (0,0,6), (0,1,0), (0,1,1), (0,1,2), 
(0,1,3), (0,2,0), (0,2,1), (1,0,0), (1,0,1), 
把 这 些 取 值 代 人 上 面 的 方程 组 ,不 论 y; 取 何 非 负 整数 值 ,都 不 能 
使 wy ,yo 是 非 负 整数 ,所 以 方程 组 (了 ) 没有 非 负 整 数 解 . 
同 理 ,方程 给 ( 开 ),( 开 ),(CF ) 也 没有 非 负 整数 解 . 
因此 原 方程 没有 非 负 整数 解 . 
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[ 解 2] 和 若 x 为 偶数 , 则 
4 尘 0 (mod 16). 


车 x 为 奇数 , 则 
7x4 = ( mod 16). 
我 们 设 a 二 对 + 芋 +…+ (mod16), 且 0 之 a <16, 则 0 志 
a 之 14, 而 


1599 = 1600 -1 二 15 (mod 16), 
故 方程 zi + x 二 … + x 和 4 = 1599 没有 整数 解 . 

12.17 ”对 于 每 个 正 整数 ,以 S(n) 表示 满足 如 下 条 件 的 最 大 
整数 :对 于 每 个 正 整 数 上 委 S(n)，nn* 都 可 以 表 为 个 正 整数 的 
平方 之 和 . 

(1) 证 明 对 于 每 个 实 4, 都 有 S(n) 志 nn? -14; 

(2) 试 找 出 一 个 正 整 数 ,使 得 S(n) = nn 一 14; 

(3) 证 明 存 在 无 限 多 个 正 整 数 ”, 使 得 

S(n)= nx*~14. 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 ] (1) 假设 命 题 不 成 立 , 即 对 某 个 % 宇 4, 有 S(n) > n’*-14， 
即 存 在 有 = nw* 一 13 个 正 整数 





使 得 n* = ai 十 a3 二 十 ak. 
所 以 CT1+c+ +ez 一 到 十 13. 
于 是 有 > (oa -1 = 13. 


= 1 
由 于 a; 为 正 整数 ,所 以 由 上 式 可 知 , 必 有 

0 和 胺 or -1 过 13. 
从 而 a; = 1,2,3, 即 

ar -1 € 10,3,8}. 
设 在 af 一 1，a35 一 1，…，az-1 中 有 a 个 0，5 个 3，c 个 

8, 于 是 就 有 
30+ 8c = 13. 

要 使 这 个 不 定 方程 有 非 负 整数 解 ,c 只 能 为 0 或 1. 当 c = 0 时 ,34 
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= 13, 当 c = 工时 ,32 = 5, 此 时 均 不 存在 整数 解 b. 
因此 上 述 假设 不 成 立 , 所 以 对 一 切 正 整数 ”之 4, 都 有 
S(n) 达 1n*— 14. 
(2) 我 们 证 明 , 对 n = 13 可 以 成 立 等 式 S(n) = n? 一 14. 
首先 证 明 : 每 一 个 大 于 13 的 正 整 数 / 都 可 以 表示 为 3s + 81 的 形 
式 , 其 中 s 和 + 为 非 负 整 数 . 
事实 上 , 若 !/ = 3s0, 则 7 = 3so+8. 0; 
若 ! 上 =3s+1, 则 学 535， = 3(sj -5)+8.2; 
若 1 = 二 3553+2, 则 sp 之 4， 1 = 3(s; 一 2)+8.1. 
于 是 可 以 对 满足 s+ 1 过 上 之 n* 一 14 的 &, 取 ;,i 使 
3s+8t= nk. 
敬 s +t 帮 上 , 则 有 等 式 
+ 
(上 …: 一 站 个 TM :i 
Ek—-s—-t+4s+9t 
二 38 十 8 十 天 


一- 712 


即 n? 可 以 表 为 个 平方 数 之 和 
当 A 之 十 妈 时 , 则 





要 党 ( 妇 一 要 达 
此 时 每 个 2 都 可 表 为 
[Tj+1, [二 |+2， nn ~15, nmn*—14 


个 平方 数 之 和 . 

令 1 一 13, 由 于 [十]+ 1 = | |i = 43, 所 以 13 可 以 表 为 
43,44,… ,155 个 平方 数 之 和 . z 

因此 我 们 只 要 证 明 13* 能 表示 为 ] ,2,… ,42 个 平方 数 之 和 即 可 .由 
于 

1 13 = 12+5 = 12+41+3 =8+8+5+4 
=8 二 8 二 4 二 人 竺 十 37. : 
因为 8 = 4 + 人 +4+ 人 ,4 =2+2+2+22, 
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22 =12+1 + + 1 
即 8 可 表 为 4 个 4 之 和 ,4* 可 表 为 4 个 2 之 和 ,2* 可 表 为 4 个 二 之 和 ， 
所 以 对 于 n = 中 +8+ 5 十 4 可 表 为 4,7,10,…,43 个 平方 数 之 和 . 

对 于 nn 二 8+ 二 村 十 全 二 了 又 可 表 为 5,8,11,…,44 个 平方 数 
之 和 . 

下 面 讨 论 = 122 + 42 + 3 了. 

因为 12* 可 表 为 4 个 之 和 ,6 可 表 为 4 个 之 和 ,4* 可 表 为 4 个 
2 之 和 ,22 可 表 为 4 个 二 之 和 ,所 以 n? = 122+4 人 + 和 可 表 为 3,6， 
9,… ,33 个 平方 数 之 和 . 

又 因为 六 二 入 十 生计, 了 2 十 22 十 1 

17 个 

所 以 六 又 可 表 为 18+2.9=36,18+2.12 = 42 个 平方 数 之 和 ， 
再 由 4 可 表 为 4 个 关 之 和 , 则 六 也 可 表 为 35+3 = 39 个 平方 数 之 和 . 

因此 六 可 以 表 为 1,2,3,…,42,43,44 个 平方 数 之 和 . 

由 以 上 于 = 13* 可 表 为 1,2,…,155 个 平方 数 之 和 .n = 13 满足 要 


并 


求 . 
(3) 我 们 证 明 ”如果 S(n) = n? 一 14, 则 S(2n) = (2n)? 一 14， 
其 中 守之 13. 
首先 对 任何 正 整 数 1 志 上 过 n* -14, 都 存在 k 个 正 整数 a ,a,,…， 
ax ,使 得 
1 = af a3 +… 十 as. 


因此 (2n)° = (2a1)* + (2a3)* + oo + (24)7. 
可 见 , 对 于 这 样 的 &， (2n)* 都 能 表示 成 & 个 平方 数 之 和 . 由 此 ， 
由 (2n)* = 72 十 72 十 用 2 十 2 可 知 , 对 1 之 有 过 4(n2 一 14)， (27) 都 
能 表示 为 & 个 平方 数 之 和 . 
对 于 任何 正 整数 4(n? - 14) 受 & 委 4112 一 14， 
因为 2 之 13, 则 有 
4k 之 16(n* ~ 14) = 422+2(622 - 112) > (2n)2, 


由 (2) 的 证 明 可 知 ,对 于 之 了 (2)?， (22) 可 以 表示 为 & 个 平方 数 
之 和 . 
综 上 所 述 ,对 于 nn 宇 13, 只 要 有 S(n)= ?2 一 14, 则 必 有 S(2n) = 
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(2n)? 一 14, 由 (2) 已 存在 nw = 13, 使 S(13) = 13* - 14, 所 以 存在 无 限 
多 个 正 整 数 ,使 得 S(n) = n* 一 14. 
12.18 ”方程 (x - a)(x -8)-1=0 有 两 个 整数 根 , 求 a. 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] ” 设 方程 的 两 个 整数 根 为 xz) ,2, 则 
(zz 一 alzr-8)-1 = (rr- ri)(r— rr). 
令 = 8, 则 上 式 化 为 
(8— x1)(8— rz) =—1. 
所 以 XI 三 7，Xx3= 9 或 x| = 9，x = 7. 
因而 有 (x -a(x -8)-1= (x-7)(r -9). 
再 令 x = 9, 则 上 式 化 为 
(9—~a)—-1=0. 
于 是 a 二 8. 
12.19 ” 试 求 出 所 有 这 样 的 自然 数 p 和 4g ,使 得 方程 x? pgr + p 
+ g = 0 的 两 个 根 都 是 整数 . 
(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 】 设 rz 是 已 知 方程 的 两 个 整数 根 . 
由 韦 达 定理 知 


{1 下 3 


不 
定 
方 
程 





Ti+ Xx) = pa, 
TIX2= p+g. 
由 于 p 和 g 是 目 然 数 ,因此 整数 x| 和 x, 也 都 是 自然 数 ,由 上 两 式 
可 得 
ZIZ2 一 rr2 = p+g~ pg, 

从 而 得 . z 
(zi Dr-1)+(p-1)(g—-1)=2. (D 
式 仅 在 这 样 三 种 情况 下 成 立 : 
第 一 种 情况 :GD 的 左边 第 一 项 为 0, 第 二 项 为 2, 此 时 有 


p—-1=1, p—-1=2, 
Wi 或 人 
可 得 (p,qg) = (2,3) 或 (3,2). 


对 应 的 方程 为 rz -6r+5=0, 
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can 


该 方程 具有 整数 根 XI =5, zx2=1. 
第 二 种 情况 :Q 的 左边 两 项 均 为 1, 此 时 有 


p~-l1=1, 
dg 一 上 = 工 . 
可 得 (p,q) = (2,2). 


对 应 的 方程 为 x —4r+4=0. 
该 方程 具有 (二 重 ) 整数 根 rz = zz = 2. 

第 三 种 情况 :@ 的 左边 第 一 项 为 2, 第 二 项 为 0, 此 时 有 

pP~-~1= 0 或 g-1=0. 
由 此 知 zx1 = 3， yx， = 2. 从 而 

Xit 7x2 = 5, XIir> = 6. 
于 是 可 得 p = 1 时 ,g = 5，g = 1 时 ,p = 5. 
即 得 (p;g) = (1,5) 或 (5,1). 
对 应 的 方程 为 

Xx’*-~5r+6=0. : 
由 以 上 ,所 求 的 自然 数 p,q 有 五 组 : 
p=2, |p=3, |p=-2, |p=1, |p=5, 
3 > I I 2 
12.20 求 满足 方程 Xi+2ry+3y -2r+yt 1 = 0 的 所 有 有 
序 整数 对 (xz, y). 
(中 国 北京 市 高 二 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 】 把 已 知 方程 化 为 关于 z 的 二 次 方程 
x +2(y— 1)r+(3y+y+1) = 0. 
若 方程 有 整数 解 , 则 其 必要 条 件 是 
A=4l(y-1)-(3y + y+1)]=0, 


由 此 解 得 -F<y<0. 
由 于 y 是 整数 , 则 y= 0,—1. 
当 y= 0 时 ， Xx-2rtr+1=0, 
工 二 1. 
当 y = 一 1 时 ， 


7*~4r+3=0, 
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T= 1,x= 3. 
所 以 ,满足 已 知 方程 的 所 有 有 序 整 数 对 为 
(zy) = (1,0),(1, — 1),(3, — 1). 

12.21 已 知 方程 r+br+c=0 及 zx?+ cr+b = 0 分 别 各 有 
两 个 整数 根 zl,z， 和 ri,zr2>, 且 xz >0，x xz > 0. 

(1) 求 证 rz < 0， rz <0，z 志 0，xz <0i 

(2) 求 证 上 -1 委 c 委 0+1; 

(3) 求 5,c 所 有 可 能 的 值 . 

“(中国 初中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] (1) 假如 人 1 > 0, 则 由 X17X2 > 0 可 得 xXx» > 0， 


对 于 已 知 两 个 方程 用 韦 达 定理 得 第 
TI1+X 2 =- 6 =- Ix. + 
若 Xx1 >0，xz2>>0, 则 z+ x2 >0, 从 而 zz2<0 与 已 和 罗 
知 矛盾 ， 广 
于 是 X11<0, x2<0. 
同 理 可 证 ri1<0, rs<0. 





(2) 由 韦 达 定理 及 zx! < 0，x，<0 得 
c—-(b—-1)=c-b+l 
=XiXz2+ Xi+ x +!1 
=(x1i+1)(x2+1) 守 0. 
所 以 b—-1l1lc. 
再 由 x < 0，xz-<0 得 
b+l-c=x1xr +1+xrI+r,; 
=(r1+1)(r;+1) 守 0. 
所 以 cb+t+l1. 
于 是 b-l<cb+l. 
(3) 由 (2) 可 知 c 只 有 三 种 可 能 :c =5+1，c=65b 和 c=b-1. 
当 c = b+ 1 时 ,由 韦 达 定理 有 
ZiZ2 = XI~ XxX ,+1, 
从 而 (xit+1)(x +1)= 2. 
由 于 zf 和 zz 都 是 负 整 数 , 故 
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zlI+1 = 一 1， Z1 十 1 三 一 2， 


Xx;+1=-2,， xz2+1=—1. 
由 此 算出 b=5, c=6. 
关 经 检验 ,2 = 5，c = 6 符合 题 意 . 
当 c = 6b 时 ,有 
T1272 一 一 YL 一 之 2 
从 而 (zl+l)(Czz+1l) = 工 
由 此 得 21 = 72 三 一 之 . 
由 此 算出 b=c=4. 
经 检验 ,5 = 4，c = 4 符合 题 意 . 
当 c = 5-1 时 ,有 
TY 一 = 一 1 一 37， 
从 而 (zi +1l)(Cz2+1l) = 2. 
由 此 算出 b=6, c=5. 


经 检验 b&b 6，c = 5 符合 题 意 . 
综合 以 上 ,b,c 所 有 可 能 的 值 有 三 组 : 














b= 5, b= 4， b= 6, 
c= 0， c 二 4， c 二 5. 
十 
12.22 ” 求 方程 一 > 一 ; = 汪 的 所 有 整数 解 ， 
一 二 


(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 1j 由 原 方程 得 








T(x+ y) = 3(z2 - ry+ y). QO 
设 rxzt+y=p，Xx-y=9, 则 
_ptrg  _p-g pp-g 
zy 7 2- 本 
代 人 中 式 可 得 
28p = 3(p? + 3d2). © 


于 是 p 宇 0, 且 p 是 3 的 倍数 . 
设 p = 3k(kE 2 ), 代 人 加 得 

28k = 3(3k* + g’). ©) 
于 是 & 之 0, 且 有 & 是 3 的 倍数 . 
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设 & = 3m(n cE 2Z-), 代 人 图 得 
28m = 27mm2 + g”, 
m(28 — 27m) = gq 守 0. 
于 是 ”28 -27m > 0, 得 


28 
0 m< 7 


即 = 0 或 1. 
当 光 = 0 时 ,k= 0，p=0，g=0, 于 是 x+ = y=0， 
但 x = 0，y = 0 不 满足 方程 . 
当 mm = 1 时 ,k= 3，p = 9，g = 二 1, 从 而 方程 有 两 组 解 


二 9， 并 三 才 ， 








第 

y 三 4， y= 5. 十 

[ 解 2] ”已 知 方程 可 化 为 下 二 
3z2 -3zy+3y -7zr-7y= 10， 广 
3z2 - (3y+7)z+3 闪 -7y = 0. 各 


这 是 关于 x 的 二 次 方程 ,其 有 整数 解 的 必要 条 件 是 
4A=(3y+7) -12(3 交 -7y) 之 0， 
27y* ~ 126y - 49 委 0， 
21 -3 ,<4 + 


于 是 满足 此 不 等 式 的 整数 y 只 有 

y= 0,1,2,3,4,5. 
经 验算 :y = 0,1,2,3 时 ,xz 均 不 是 整数 . 
所 求 的 整数 解 为 


T= 9, x = 4， 








yy 三 4， y= 5. 
12.23 ” 试 求 方程 x+ y = Xx 一 yy 十 的 整数 解 . 
(第 7 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
[ 解 1] 已 知 方程 可 化 为 
Xx*- (yt+1l)r+y—-y=0. 
震 方 程 有 整数 解 , 则 其 判别 式 
A=(y+1) -4(y-y) 宕 0, 
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-48 ,6+48, 


8 浅水 


1- 守 3<y<1+343 


3 
由 于 > 是 整数 , 则 y = 0,1,2. 
当 y = 0 时 ,已 知 方程 化 为 


一 区 
解 得 7 二 0 或 x = 1; 
当 y = 1 时 ,已 知 方 程 化 为 
zx? -2x = 0, 
解 得 X= 0 或 x = 2; 
当 y = 2 时 ,已 知 方程 化 为 
1-3r+2=0, 
解 得 X=1 或 x = 2. 


于 是 求 得 六 组 整数 解 : 
(zy) = (0,0),(1,0),(0,1),(2,1),(1,2),(2,2). 
[ 解 21 已 知 方程 可 化 为 
(rz—-1)+(y-1)+(r-y)=2 


的 形式 . 
于 是 可 得 下 面 的 方程 组 : 
(z-1) =1， Tri=1，fz-1 ”=0， 
fo- 1)* = 1， le- 1) = 0， ic- 1)* = 1， 
(+ ~ y)* = 0， (x —- y)}=1, (rxr—- y)}=1. 
由 以 上 可 解 得 


(x,y) = (0,0),(1,0),(0,1),(2,1),(1,2),(2,2). 
12.24 ”证 明 对 于 每 个 实数 N ,方程 
XI + Ti+ XI+ TI = TXT3 + THT2T4 + TITIT4 + TITITA 
有 一 解 ri,zz,zs,z4 都 是 大 于 AN 的 整数 ， 
(第 39 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 显然 ,(x1,zx2,x3,7X4) = 《1,1,1,1) 是 方程 的 一 组 解 . 
固定 ziyzyz3), 则 原 式 化 为 
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xz3 (Tira + TTI + ToT3) Ts + Tf + 9+ 1I -zirzi = 0. 
这 是 一 个 关于 zs 的 二 次 方程 . 
大 x4 是 方程 的 一 个 解 , 则 由 韦 达 定理 
7 4 二 XIZ2 二 TIZ3 十 273 一 4) 

在 x4 关 x4 时 ,x'4 是 方程 的 男 一 个 解 . 

于 是 当 (x| ,x ,x3 ,74) 二 (1,1,1,1) 时 ， 

x4=1+1+1-1=2, 

即 (1,1,1,2) 是 方程 的 一 组 解 . 

由 对 称 性 (1,1,2,1) 也 是 方程 的 解 ， 

进而 (1,1,2,1.1+1.2+1.2-1) = (1,1,2,4) 是 方程 的 解 . 

于 是 (1,1,4,2) 是 方程 的 解 ,下 一 个 解 是 (1,1,4,7), 再 由 对 称 性 
得 到 解 (1,1,7,4), 如 此 下 去 , 即 可 得 到 符合 题目 要 求 的 解 . 

12.25 ”证 明 对 于 每 个 实数 Ro, 方 程 zx? + x3 + x3 = x1x2x3 必 有 
一 组 解 zx} ,x; ,x;, 它 们 都 是 大 于 Ro 的 整数 . 

(第 1 届 中 国 浙江 省 数学 夏令 营 ,1989 年 ) 
[证 ] 显然 xz， = zx， = x3 = 3 是 方程 


si:; 


不 
定 
方 
程 





并 十 3 十 了 = 112w3 OD 
的 一 组 解 . 
把 中 看 成 关于 xs 的 二 次 方程 
xz — (rr)r3+ rf + rf = 0. © 
设 @ 的 解 为 x3， x 名, 则 由 韦 达 定理 
r3+ Xx! = Xl1X2, 
并 名) = x1X2 一 Xa. 


因为 zi = 3 是 方程 @ 的 一 个 解 , 则 
XY = rr 一 工 3 =3.3-3=67.7; 
也 是 方程 @ 的 解 , 且 x§! 是 整数 ,> 名 > Xx3. 
, 同 理 可 证 , ri, zz 的 另 一 解 zf , x3 都 满足 
ri > Xl 
zx) > X2. 


于 是 我 们 有 
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zf J. zh 二 zh = zDD rh 四 
从 中 到 可 以 看 作 一 次 递 推 ,于 是 经 过 有 限 次 弟 推 必 能 得 到 一 
组 解 (xf”,x$ ,x"”) ,它们 都 是 整数 , 且 每 一 个 都 大 于 预先 指定 的 实 
数 Ro. 
12.26 ” 求 正 整数 ri,zrz,，……zzo, 其 中 至 少 有 一 个 大 于 1988 ,使 得 
XT + Xx 二 "十 XX 和 二 29zlz…z2o 成立. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 1] 设 (x1 ,x2,*… ,X29) 是 方程 


Xi+ X35+ + rhy = 297x1x2°*" 29 WW 
的 一 组 整数 解 . 
令 Xf+ Xi+ 十 9 一 9， 
297172…Z28 = p. 
则 方程 D 化 为 


9 + x = pr2g, 
即 X50 一 przo 十 gq = 0. © 
于 是 ,由 名 ,xw 与 p - z2o 是 方程 
1t*—pt+gqg=0 
的 两 个 根 . 
这 就 表明 , 如 果 (x1,x2,…,x2) 是 方程 的 一 组 整数 解 ,那么 
(x1 ;X22 ,X28;29T1T2… XT28 一 X29) 也 是 方程 @ 的 一 组 整数 解 . 
显然 ,(1,1,…,1) 是 中 的 一 组 解 ,由 上 面 的 结论 可 知 (1,1,…,1， 
29. 1 1111 = (1,1,…,1,28) 是 @ 的 另 一 组 解 . 
由 对 称 性 ,(1,1,…,1,28,1) 也 是 @ 的 一 组 解 .进而 
一 
(1,1,.%,1,28,29 . 28 .17 —1) 
= (1,1,.…,1,28,811) 
是 中 的 一 组 解 . 
再 由 对 称 性 ,(1,1,…,1,811,28) 是 Q 的 一 组 解 ,从 而 
(1,1,…,1,811,29.811 .127 — 28) 
= (1 ,1,…,1,811,23491 ) 
也 是 9 的 一 组 解 . 
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于 是 , (1,1,…,1,811,23491) 就 是 符合 题目 要 求 的 一 组 解 . 同时 
由 以 上 方法 可 以 得 出 无 穷 多 组 符合 题目 要 求 的 整数 解 
[ 解 2] 设 (zlyza，… 29) 是 方程 
Xi+ XI+ + xo = 297 X29 OD 
的 一 组 整数 解 . 
为 了 使 其 中 一 个 大 于 1988 ,考虑 给 zi 一 个 增 量 h. 
为 此 设 xz = xit+h，h>0. 
并 设 TX 1 2 ,X29 仍 满足 方程 中 , 则 
(x1+h) + r+ + ro = 29(x1 + h)r2r2. © 


忆 - 也 得 


2zr1h + h* = 29hr2r3'** ry9. 第 

由 及 闫 0 得 i 
h = 297273 T2799 一 2 工 1， G3) 定 
由 (x1,x2,… ,29) = (1,1,…,1) 是 方程 @ 的 解 可 得 


h 二 27 ， Ea 28. 
显然 (28,1,1,…,1) 为 方程 @ 的 解 . 
由 于 @ 式 对 于 任何 x; 都 适合 , 则 还 有 


h =29x 1x3T4°"* X29 一 275 


=812—2 
=810. 

于 是 x ,= x +h = 811l. 

再 令 h = 297 72329 一 2 
= 29. 811 - 2: 28 
= 23463. 

则 rx!| = 28 + 23463 = 23491. 


于 是 (23491,811,1,1,…,1) 为 方程 @ 的 一 组 解 . 这 组 解 符合 题目 
的 要 求 . 
12.27 “” 设 有 理 数 rz,y 满足 方程 z> + 六 = 2x*y. 证 明 1 一 zy 是 
有 理 数 的 平方 . 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] x=0，y = 0 显然 是 已 知 方程 的 解 . 
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人 


此 时 ,1 - zy = 1 是 有 理 数 的 平方 . 
若 xy 了 关 0, 将 已 知 方程 两 边 平方 得 


ZI+2z y+ yt = 4r4y, 


即 10 一 27 + y= 4riy (1 — ry). 


于 是 上 一 zy = Axi yt 
5 5y2 
1— xy = ( 本 全 . 
12.28 ” 试 找 出 如 下 方程 x* - 51y* = 1 的 一 组 正 整 数 解 . 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 化 为 
r=S5ly + 
=49y + 1l4y+11+2y — 14y 
二 (7y+ 1)* +2y(y — 7). 
于 是 y>-7=0, 即 > = 7 时 ,上 式 右 边 为 平方 数 , 此 时 ,x = 50. 
邑 x = 50，y = 7 是 已 知 方程 的 一 组 正 整 数 解 . 
12.29 “” 求 满足 以 下 条 件 的 正 整数 对 (zy): 
(ixzs 委 yi 
(2) Vx + Vy = V1992. 
(澳大利亚 数学 通讯 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 因为 V1992 = 2 V498, 
所 以 ” (x,y) = (498,498) 显然 是 方程 的 一 组 正 整数 解 . 
若 (z,y) 是 方程 的 一 组 正 整数 解 , 则 由 条 件 


Ty 
有 : TX 三 498， 
但 由 vz+vy= vi992 
有 y = 1992 + x -2 V1992x, 
可 知 2 V1992x = 4 V498x 是 整数 ,因为 
498 = 2 .3.83 
无 平方 因子 ,所 以 zx 之 498. 
于 是 只 能 有 . x = 498. 


即 方程 只 有 惟一 一 组 正 整 数 解 (498 ,498). 
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12.30 ”证 明 对 于 任何 正 整数 a, 方程 x* - y* = ai 总 有 整数 解 . 
(第 14 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1954 年 ) 
[证 ] 由 (x+ y)(x 一 y)= a a, 可 令 


XxX+y= a’, 





并 一 人 二 CQ 


0 二 
ed 2 | 
解 得 ) 


Qa 
>” ” 2 


由 于 a? 与 a 具有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 x 和 y 都 是 整数 . 

于 是 ,对 任 一 正 整数 a ,方程 总 有 一 整数 解 . 

12.31 ”如 图 ,一 个 圆 的 直径 AB 的 长 度 是 一 个 十 进 制 的 两 位 整 
数 , 把 两 个 数字 颠倒 一 下 ,就 是 与 直径 AB 垂直 的 弦 CD 的 长 度 ,从 交点 
H 到 圆心 O 的 距离 是 一 个 正 的 有 理 数 , 求 AB 的 长 度 . 

(第 1 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 设 AB = 10z+y, 其 中 xx,y 为 0,1,2,3,…,9 中 的 数 , 且 江 

去 0. 则 


it 于 浴 


不 
定 
方 
程 





CD = 10y + Xx. 
由 勾 股 定理 ， 
OF’ = OC -CH 
_ (D+Y) - (tz) 
9 


= 11(z — y’). 


由 于 OH 是 有 理 数 ,而 2 = (过) , 则 11(z2 一) 必须 为 完全 平 
方 数 . 
设 11(z 一 y)= m?. 
因为 11 是 素数 , 则 mz 是 11 的 倍数 ， 
再 设 mr = 11k, 则 . 
Xx —y = (xX+ y)(r—- y)= 11k. 
显然 有 T+y 宇 一 y， 
0< x+y 扫 18， 
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尖 志 次 


0<zx-y 夺 8. 
所 以 只 能 有 
过 十 = 了 |， 
rx- y=1. 
解 得 x = 6，y = 5, 即 AB = 65. 
12.32 ” 求 方 程 yw -- x; = 91 的 整数 解 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1949 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 可 化 为 
(y— zx)(y + xy + 7x) = 13.7. 
因为 对 一 切 非 零 实数 zx 和 y， 
y+xyt+x >0. 


所 以 3 >> 工 . 

又 因为 13 和 7 是 素数 ,所 以 已 知 方程 有 如 下 几 种 情形 : 
人 和 
y+xy+xr =1 y+ ry+ x = 91. 

机 y 一代 二 13， 人 


y +xy+x =7. y+rxryt+ x = 13. 
方程 组 工 和 下 无 实数 解 ,进而 无 整数 解 . 
解 方程 组 下 和 下 共 得 四 组 解 为 

> 本 | Hi 

y= 06, 二 一 9， y= 4, y = 3. 

12.33 “证明 方程 z + 113 = y; 没有 正 整数 解 . 

(第 4 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1972 年 ) 
[证 ] 已 知 方程 可 化 为 
113 =y3— x3 
=(y— x)(y + ry + x ). 


因为 11 是 素数 ,所 以 有 








1 yy 一 工 =11， 
y+xy+x = 113. i 
用 y-—- x = 11”, y—x = 11, 

| y+xy+x: = 11. | y+xy+x =1. 
对 于 方程 组 工 . 
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把 y = x +1 代 入 第 二 个 方程 

(r+1)+xrx(r+i+1)+ x = 113. 

3xz2 + 3x = 1330. 
由 于 1330 不 能 被 3 整除 ,所 以 方程 组 上 没有 整数 解 . 
对 于 方程 组 [[ ,人 ,TN. 
由 于 y > 11, 所 以 有 
yt+ry+rx >1.. 
因而 方程 组 了 , 夺 , 玉 没有 正 整数 解 . 
于 是 已 知 方程 没有 正 整 数 解 . 
12.34  ” 求 出 所 有 满足 ;; - ss。 = 1989 的 平方 数 s,s，. 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 sj =a:，s;= 6， a>b>0, 则 
(a+b)(a ~ 6) = 1989 = 3 .13.17. 





atb= 77， 
于 征 a—b=n. 
其 中 mn = 1989, 并 月 > 也. 
由 上 述 方程 组 得 





人 
mn 
b= 7 


令 (m,n) = (1989,1), (663,3), (221,9), 
(153,13), (117,17), (S51,39). 
(a,b) = (995,994), (333,330), {115,106), 
(83,70), (67,50), (45,6). 
($1,52) = (995°,9942), (3332 ,3302) ，《〈115S2 ,1062 ) ， 
(83 ,702)， (672,$02)，〈4S2 ,62) . 


12.35 ”满足 22+(z+1) = mi+ (m+1) 的 整数 对 (7 ,nn) 共 


有 多 少 组 ? 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 原 式 可 化 为 


n+ (nt+1) -2n(n+1) +2n(nt+1). 
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bi ds 


1 十 省 





9 党 次 


= mt4 m+) 2m m+1) +2m (m+ 1)°, 
1+2n(n+1)= [mm+1)] +2m (m+ 1), 
1 +2n(n+1) = (m+1) +2m (m+ 1), 
1+2n(nt+1)= 4m:+4m+1l+2m(m+ 1), 
n(n+1)= mm+ llm(m+1)+2]. 
令 m(m + 1) = 上, 则 原 式 化 为 
n(n+1)= k(k+2), 
上 式 只 有 在 左 、 右 两 边 同时 为 0 时 才 成 立 , 即 = 0 或 n = 一 1， 
= 0 或 & = 一 2, 进 而 求 得 = 0 或 wp = 一 1. 
所 以 符合 方程 的 整数 对 只 有 四 组 : 
(m,n) = (0,0),(0, -1),(-1,0),(-1, =- 1). 
12.36 ” 求 满足 方程 : 
”2a = 36 Q) 
的 一 切 正 整数 对 (ae ,5). 
(第 10 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[| 解 ] 设 (x,y) 是 满足 方程 四 的 正 整数 对 , 则 
2z = 3y,. 
因为 2 和 3 互 素 ,所 以 x 是 3 的 倍数 . 
设 x = 3xi, 则 有 
2. 37x1 = 3y’, 


2 .3xz1T = y. 
从 而 y 是 2. 3 = 6 的 倍数 . 
设 y= 6y1, 则 有 
6zf = 6 i, 
2 = 6°yi. 


于 是 zi 又 是 6 的 倍数 . 
设 zl = 6x2, 则 有 
6*°7x3 = 6°y}, 
从 而 好 = 由 = < 
于 是 c 既是 完全 平方 数 ， 又 是 完全 立方 数 因而 c 是 6 次 方 数 . 
设 c = ds, 于 是 
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X22 二 ds, y1 一 d’. 
zj 一 6r = 6d’, y= 6y1 = 6d’, 
x =3zrl = 18a’. 
因此 ,所 求 的 数 对 为 
(a,b) = (18d’ ,6d’) 
其 中 4 是 任何 正 整 数 . 
12.37 ”在 平面 直角 坐标 系 x 一 o 一 y 中 ,我 们 把 横 坐 标 为 目 然 数 ， 
纵 坐 标 为 完全 平方 数 (自然 数 的 平方 ) 的 点 都 染 成 红 点 ， 试 将 
函数 ，= (x 一 36)(x -~ 144) - 1991 的 图 形 所 通过 的 “ 红 点 ”都 确定 出 
来 . 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ]】 设 y= mr，m EN, 则 
(x — 36)(x — 144) — 1991 = m’, 
x2 — 180x + 3193 = mo’, 
(x — 90)* — 4907 = mr*. 
令 z-90 = 上 &, 则 
k* — m’* = 4907 = 7.: 701, 
故 (k+m)(k—-m) = 7.701. 
由 于 7 和 701 都 是 素数 , 且 
Em 人 <k+i+m.- 
则 只 可 能 得 到 下 面 四 个 方程 组 . 








k—-m=1, k-m=7, 
上 & + 7 = 4907. LL. kt+m = 701. 
k—-m =— 4907, k—-m = 701, 
人 十 了 二 一 | N. E+m=~—7. 








解 方 程 组 下 和 可 得 x 是 负 整 数 ,不 合 题 目 要 求 . 
解 方程 组 工 , 于 得 
&=2454， k = 354， 
天 = 2433 . 或 1 = 347 . 
由 此 得 x = 2544 或 x = 444 ,相应 的 y = 6017209 ,或 > = 120409. 
所 以 y= (x 一 36)(x - 144) - 1991 的 图 像 只 通过 红 点 (2544， 
6017209), (444,120409). 
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12.38 zy 是 满足 方程 六 +3z2 = 30zx + 517 的 整数 . 求 


3zx*y 的 值 . 
(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
【 解 ] 由 y+ 3r2y = 30z2 + 517 
得 y +3ry — 307r:— 10 = 507, 


(y ~ 10)(3x*+1)=3.169= 3.13. 
由 于 z,y 是 整数 ,所 以 
六 -10=1,3,13,39,169,507， 
y = 11,13,23,49,179,517. 
其 中 只 有 49 为 完全 平方 数 ,所 以 
y =49, y -10= 39. 
从 而 3z2+1 = 13, 
Xx" 二 4. 


于 是 3r’y =3.4.49= S88. 


12.39 设 N 为 自然 数 集 , 对 aE€E N,， bEN, 求 出 方程 


X20+y 二 x 的 所 有 自然 数 解 (x ,y). 
(澳大利亚 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 方程 可 得 
y =x tb 
=x(y ~ x). Q) 
因此 ,x 是 y 的 约 数 , 令 y = zz ,其 中 zE N. 
将 y= xx 代 人 中 得 
Zz = XH 
= (xr 一 1). ©O 
因此 ,x? 是 z 的 约 数 , 令 > = zu ,其 中 wx EN. 
将 z = xz 姑 代 人 四 得 


2 
1 一 ro ur 1 ， 
2 
1 = T+e -ob _ 
因此 ,wu 是 1 的 约 数 ， 
所 以 u 三 1]. 
并 有 是 + 一 2， 
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从 而 x = 2， 
ab+6b*-b=1, 
于 是 a = 1, = 1. 
由 此 得 出 y= xzezou = 4. 


因而 原 方程 仅 对 a = 5 = 1 时 有 自然 数 解 


12.40 


T=2, y=4. 
求 出 方程 a“ + 5b* = n! 的 所 有 解 , 这 里 a ,65,n 为 正 整数 ， 


并 且 满足 a bb, n<14. 


[ 解 ] 


当 %n = 2 时 ,a? + 5b? = 2, 可 得 解 
当 nn 实 3 时 ,由 于 31721, 可 得 


由 于 a 和 ”都 不 能 被 3 整除 时 ,a 和 br 均 为 3k + 1 型 的 数 ,从 而 


(第 19 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
当 n = 1 时 ,方程 显然 无 解 . 


a=1, b=1, n=2. 


i 


31a:+ ob. 


豆 当 小 党 


a” + 6* 为 3k + 2 型 的 数 , 因 而 a? + 65? 不 能 被 3 整除. 

又 由 于 a 和 6 只 有 一 个 能 被 3 整除 时 ,a? + 如 为 3 + 1 型 的 数 , 同 
样 不 能 被 3 整除 . 

因此 ,a 和 6 同时 能 被 3 整除 ,从 而 有 


9 ac- 二 D2. 


于 是 n! 能 被 9 整除 ,此 时 及 6. 
当 nn > 6 时 , 则 由 于 71n!, 有 


Tla*+b?. 


注意 到 ,7 ta 时 , 则 a? 为 7k + 1，7k&k+ 2 或 7k + 4 型 的 一 种 ,于 
是 当 7+¢a 且 7 全 时 ,a?+ 必 为 TR+1， Tk+2，,， Tk+3, 7Tk+4, 


Tk + 5S, 


7k + 6 型 的 一 种 ,而 不 能 被 7 整除 . 


于 是 ,车 71 a + 5 成立, 必须 


因而 有 


7la 且 7156. 
49 | a+ 6b?. 


此 时 有 49 1 n1, 这 样 就 必须 有 n 宇 14, 与 题 设 矛盾 . 
因此 , 当 7 达 nn < 14 时 ,方程 无 正 整 数 解 . 
当 %w= 6 时， a?*+b=6!l=21.32.5. 
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设 a = 3u，5 = 3wv, 则 有 

u +w = 2 .5. 
由 此 可 兄 ,u 和 w 同 为 偶数 . 
设 w = 2p，w = 2g, 则 有 

p? 十 aq” 一: 2 *。 5. 
同样 ,p 和 g 同 为 偶数 . 
设 p = 27+，4 = 2y, 则 

Xx + y” = 5. 
由 wa 和 得 zx 系 y, 于 是 
工 二 1，y = 2. 
进而 可 得 a = 12, b= 24. 
于 是 方程 只 有 两 组 正 整 数 解 
(a,b,n) = (1,1,2) 和 (12,24,6). 
12.4]  ” 求 方程 nn1+1 = (m! 一 1》 的 正 整 数 解 . 
: (前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,mm = 1，m = 2 时 ,已 知 方程 没有 正 整数 解 . 


即 有 mm -之 3. 
已 知 方程 可 改写 为 / 
nl = mil(m! ~ 2). . (DD 
于 是 n>>m. 由 @ 可 得 
n(n -1)F-.[.(m+1)= mt—?2. 0 
由 于 3 1 7 和. 则 
3+1m! 一 2. 


从 而 怨 式 的 左 端 不 会 多 于 两 个 因子 ,否则 , 若 有 3 个 因子 ,连续 3 
个 目 然 数 的 乘积 可 被 3 整除 . 
所 以 n 一 m= 二 1 或 n 一 m = 2. 
当 n 一 二 1 时 ,n= m+1, 有 
m+l= ml!-—2, 
ml = nm +3, 
即 m=3，n 三 4. 
当 力 一 1 二 2 时 ,n = m+ 2, 有 
(m+2)(m+1)= ml! —2, 
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n= mt+l)(m+2)+2Q4m(nm — 1). 
于 是 m 夺 4. 
但 p= 4，n = 6 时 ， 
6l1+1= 721 关 (4!~ 1) = 237. 
而 区 =3，n= 二 4 时 
z 4!1+1=25= (3! -1). 
所 以 已 知 方程 只 有 一 组 正 整 数 解 mw = 3， nn 一 4. 
12.42 求 满足 方程 w! = x! + y! + xz! 的 所 有 正 整 数 ww ,zyyyzx 
(第 15 居 加 拿 大 教学 竞赛， 1983 年 ) 
[ 解 1] 不 妨 设 忆 >r 之 y 宇 zz. 
显然 有 ww 宇 x + 1, 从 而 有 
(r+1l)lwl = I++ 二 3z1， 
Bh (rx+1)!<< 3r!, 
这 二 过 3， 
x 挟 - 2. 
(1) 奋 zx=2，y=2，>zx=2. 则 
wl! =21+2!1+2!=6= 31, 
所 以 w = 3. 
(2) 针 x+ =2，y=2，xz=1, 则 
wl = 2!+2!+1!=5. 
由 于 5 不 等 于 任何 一 个 正 整数 的 阶乘 ,所 以 此 时 无 解 . 
同 理 可 证 x+ =2，y=1，z=1 时 ,zx=1，y=1，z=1 了 时， 
方程 均 无 解 . | 
所 以 只 有 惟一 一 组 解 
T=2, y=2, z=2, w= 3. 
[ 解 2] 不 妨 设 忆 >xr 宇 y 宇 zx. 
若 y > z, 则 用 z! 除 方程 两 边 ,得 
zz 一 上 (zz 十) 
= x(x—1)(z+1)+ yy—1).…(z+1)+1. 
由 于 z + 1 > 1 能 整除 上 式 等 式 的 左边 ,而 不 能 整除 等 式 的 右边 ， 
所 以 等 式 显然 不 成 立 . 
因此 ,必须 YY》 三 之 . 
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若 z >y=z, 则 用 y! = z! 除 方程 两 边 ,得 
ww — 1) (z+ 1)= r(x -1)…(z+1)+2., 
则 z + 1 应 是 2 的 约 数 ,从 而 应 有 z+1 = 2. 
进一步 再 约 去 z+1= 2 得 
ww m1)3 = rr 1)..3+1. 
此 时 显然 不 能 成 立 , 所 以 必 有 


3 让 深 


即 wl! = 3zl 

所 以 w= 3,， X=y=z= 

12.43 试 求 出 满足 下 述 等 式 x = = y 1 2y+13 的 所 有 整数 对 
(zx,y). 


(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 化 为 
rz- (y+1) = 12, 
(x+y+1)(r-y-1)= 12. 
因为 r+ y+1 与 x - y1 有 相同 的 奇偶 性 ,而 12 是 偶数 , 则 有 


T+ y+1]=2, 十 ?十 1] 三 日 














Try 一 1=0， T—y—1= 2, 

x+y+1l1=~2, T+y+1=-6, 

-+~y—-1=~56, rr-y~-1=-2. 
由 以 上 可 得 四 组 整数 解 : 


(x,y) = (4,— 3),(4,1),(— 4,1),(— 4, — 3). 
”12.44 ” 求 方程 x” 一 y= Xxy + 61 的 自然 数 解 x ,y. 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 方程 可 知 ,车 x ,y 是 方程 的 自然 数 解 , 则 必 有 x > 


设 1+=ytd，,，d 宇 1,， dE€EN. 
则 已 知 方程 化 为 
3dy +3d2y+ d= y+dy+61, 
(3d — 1)y + dl(3d— 1)y+d’? = 61. 
于 是 dd < 61, 即 4 = 1,2,3. 
(1) 车 d = 1, 则 方程 化 为 








2 这 +2y- 60 = 0. 
y1 = 二 5， y2 二 一 6( 舍 去 ). 

于 是 方程 有 上 自然数 解 + = 6， y = 5. 
(2) 硅 d = 2, 则 方程 化 为 

Sy +10y—53=0. 
此 方程 没有 整数 解 y, 因 而 原 方 程 也 无 自然 数 解 . 
(3) 若 4 = 3, 则 方程 化 为 

8y* +24y— 34=0. 
此 方程 也 没有 整数 解 y, 因 而 原 方程 也 无 自然 数 解 . 
于 是 ,已 知 方程 只 有 惟一 一 组 自然 数 解 : 

z= 6, 

y = 5. 
12.45 ”将 两 个 整数 的 和 、 差 积 及 商 相 加 得 450, 求 这 两 个 数 . 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1946 年 ) 

[ 解 ] 设 这 两 个 整数 分 别 为 x 和 y. 则 


T+y+t(r-y) + xy + = 450. OQ) 


由 于 x 和 y 是 整数 , 则 z+ y, 福 一 y,xy 都 是 整数 ,从 而 由 @,y 是 





中 式 可 化 为 


~ + 2x+ zy = 450, 
yl + 2y+ yy) = 450, 
守 (1 + y)2 = 450. 四 
由 于 450 = 1 .2 .3 .人 5 


则 > 只 能 为 2,18,50,450. 

于 是 可 由 全 求 得 zx 和 >y 的 值 为 

(z,y) = (28,14),(- 32, - 16),(72,4),(- 108, — 6)， 
(100,2),(- 200, - 4),(— 900, - 2). 

因此 本 题 共 有 七 组 解 . 
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12.46 al,a2,…,a2, 是 27 个 互 不 相等 的 整数 ,如 果 方 程 
(x ~ a)(r— a(x ~ a) + (- 1)” 1(n!1)* = 0 有 一 个 整数 
解 r ,求证 


深 机 水 


C&1 十 CQ2 十 "… 十 CQ2r 
”一 271 
(第 2 届 中 国 东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[证 ] ”由 题 设 可 知 
(r -ar 一 az (Cr 一 an) = (~ 1)"(n!1)’. 
rr 一 ai，r-a，…，r-an 是 27 个 互 不 相等 的 整数 ,对 上 式 
双方 取 绝 对 值 ,得 
ralllr--a | r— a, j= (n!). 
我 们 可 以 看 出: ir 一 alf,|ir-al, 1r 一 ay，| 是 2n 个 正 
整数 ,而 且 其 中 至 多 有 两 个 数 相等 . 
若 不 然 , 设 
Ilr-al=|lr-al=lr~al，1i1 关 7 关卡. 
那么 ,r 必 小 于 a;， a; 和 a 中 的 两 个 ,或 者 7 必 大 于 a;， a;， 4 
中 的 两 个 .不 妨 设 > > a;，r > aj. 这 时 有 


rr 一 0 一 ril=ir-gl= 一 0 
于 是 w = ai 与 已 知 矛 秆 . 
由 此 可 知 ,为 使 
| 六 一 QI rr 一 ar 一 ao 一 1 1. 2. 2…7，71， 
必须 旧 只 须 在 1r--all, 1ir--as1i 1r--a 1 中 ,正好 有 二 个 1， 
二 个 2，…， 二 个 . 
如 果 有 1 7 一 a;1=17 一 a;1, 也 只 能 是 
r—a;=~—(r— a), 
否则 ,将 有 a = a 
因此 有 
(r—-a)t+t+(r~a)t++(r-an)= 0, 
= Aa G2 
27 : 
12.47 ”证 明 在 三 个 连续 的 自然 数 中 ,最 大 的 数 的 立方 不 可 能 等 
于 其 他 两 个 数 的 立方 和 . 
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(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1909 年 ) 
[证 ] 设 2-1，72，72+1 是 三 个 连续 的 自然 数 ,如 果 最 大 数 
的 立方 等 于 其 他 两 个 数 的 立方 和 ,那么 
(nt+1)=n +(n-1), 
即 713+372+372+1= 3+73 3812+37 一 1 
2 = n(n -6). 
上 式 左 边 的 数 仅 当 n > 6 时 ,n*(n -6) > 0, 而 当 n >6 时 ， 
n(n—6) 关 2. 
于 是 ,最 大 的 数 的 立方 不 可 能 等 于 其 他 两 个 数 的 立方 和 . 
12.48 求 方程 
4x3 +4r y— 15ry - 18y’ — 12x*+ 6ry+36y +5r—-1l0y=0 
的 所 有 正 整 数 解 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 】 已 知 方程 可 化 为 
4z +4z2y 一 1S$zy — 18y — 12z2 二 6xry + 36y + Sx — 10y 
= (rt -2y)(4x + 12xy+ 9y* ~ 12x — 1l8y+5) 
= (x ~2y)(2x + 3y— 5)(2x+ + 3y— 1) 





= 0. 
则 zz-2y=0 或 2z+3y-5=0 或 2z+3y-1=0. 
方程 rx—-2y=0 
的 正 整 数 解 为 (z，y) = (2y，y)，yEN. 
方程 2r7+3y—5=0 
仅 有 一 组 正 整数 解 (rz，Jy) =(1，1). 
方程 27+3y—-1=0 
没有 正 整 数 解 . 


于 是 ,已 知 方程 的 全 部 正 整数 解 为 
{x,y)) = ,DIU li(2y,y),y ENI 
12.49 ” 求 方程 2* + 3 = z? 的 所 有 整数 解 (z,y,z). 
(前 联邦 德国 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 (x,y,z) 是 方程 
27 二 37 = x? (QD) 
的 一 组 整数 解 . 
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给 杰 注 


假定 x 或 y 是 负数 , 则 
z 0 < 长 者 0< 了 于 
此 时 ,27 + 3Y 必定 不 是 整数 ,而 z* 是 整数 ,出 现 矛 盾 ,于 是 
z 之 0，y 二 0. 
此 时 zx 天 0. 
此 外 , 若 (x,y,z) 是 方程 四 的 一 组 解 , 则 (zx,y, - z) 也 是 @ 的 一 
组 解 ,反之 亦 然 . 
所 以 , 求 方程 中 的 所 有 整数 解 ,只 要 求 出 使 得 x > 0 的 整数 解 即 
可 . 
(1) 当 x= 0 时 ,由 中 有 
1 + 3 = z*. 
3> = (z— 1)(z+1). 
因为 3 是 素数 , 则 
之 一 上 = 了 3 了， 
z+1]= 3. 
其 中 xz 上 <，!L+3= yy 
由 于 3 一 3 = 2, 
3:(3” -1)= 2. 
因为 2 是 素数 ,所 以 3 关 2, 从 而 3 = 1, 即 上 =0, 再 由 3:-1=2 
得 s = 1. 
于 是 y=1, z=2. 
(2) 当 y= 0 时 ,由 俯 有 
27 = (zx—-1)(z+1). 


、 之 一 1 三 2， 
所 以 有 
之 十 1 三 2 tft<s, t+s=x. 
消去 z 得 2 一 2 二 2， 
21(2 :一 1 = 2. 
同样 有 t=1, s=2. 
此 时 TXT 二 3，zZ 二 3. 


(3) 当 xz 和 y 都 是 正 整数 时 ， 
我 们 首先 证 明 ;x 和 yy 同 为 偶数 . 
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假定 x 是 奇数 , 设 + = 2p + 1,p 为 非 负 整数 ,由 中 有 
22p+1 + 37 一 z?， 
2(3+ 1)?+3> = z?. 
由 于 (3+1)?* 三 1 ( mod 3), 
则 2(3+1)2+3* 三 2 (mod3). 
然而 , 形 如 3k + 2 的 数 不 是 完全 平方 数 ,所 以 2(3 + 1)? + 3» 不 是 
平方 数 ,而 z* 是 平方 数 ,这 是 不 可 能 的 . 
所 以 工 是 偶数 ,并且 设 x = 22. 
假定 y 是 奇数 , 设 y = 2g + 1, 其 中 9 是 非 负 整数 ,由 人 @ 有 
42+3(8+1)94 = xz“ 
由 于 (8+1)’ 二 1 (mod4)， 
则 4? + 3(8+1)* 二 3 (mod4). 
然而 , 形 如 4& + 3 的 数 不 是 完全 平方 数 ,所 以 4* + 3(8 + 1)" 不 是 
平方 数 ,而 >* 是 平方 数 ,这 是 不 可 能 的 . 
所 以 y 是 偶数 ,并 且 设 y = 29g. 


此 时 方程 中 化 为 
226 十 324 一 二， () 
3°7 = (z 一 22)(z 十 22)， 
过 一 2 = 35， 
从 而 有 z+27=3:, 1t<s, t+s=2g. 
即 2 和 = 3: ~ 37 = 3'(3 7 — 1). 
于 是 上 = 0, 从 而 z= 2?+1. 
为 一 方面 


222 = (z — 39)(z + 39), 
22P = (1 + 27 — 37)(1 + 2? + 31). 


于 是 可 设 
1 + 2 — 3 = 2*, 
1+27+3 = 2". 
其 中 0 过 ww < v， 且 x+mm= 2p. 
两 式 相 减 得 
2” —2" = 2"(27" 1)= 2.34. 
所 以 2* = 1 或 2. 
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SE 机 党 


当 2* = 工时 ,有 


1+22 -39 = 1， 
22 = 39. 
这 是 不 可 能 的 . 
所 以 2* =2,， w= ,县 
27 = 39 十 1 


如 果 p 是 奇数 , 则 p = 2& + 1, 上 上 式 的 两 边 
左边 = 2 二 2.4=2.(3+1)* 三 2 { mod 3), 
右边 = 34+1 寺 1] (mod 3)， 
这 不 可 能 ,所 以 p 是 偶数 . 
设 p = 25, 则 有 
(22) = 34 + 1, 
39 = (2 — 1)(2* + 1). 
从 而 22-1=1, b=1, p=2, y=1. 
所 以 T=4, y= 2, z=5. 
综合 以 上 ,方程 的 所 有 整数 解 共 六 组 : 
(0,1,2),(3,0,3),(4,2,5), 
(0,1, — 2),(3,0, ~ 3),(4,2, — 5). 


12.50 ” 设 是 素数 ,证 明 数列 | 开 二 + 内 | 中 没有 两 项 之 比 为 
p’ (ll1, lL,n €EN). 


(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 假设 数列 中 有 两 项 之 比 为 p*', 即 


(r+l 
2 
则 本 题 等 价 于 不 定 方程 
Trt+1)= piy(y+1) 
无 正 整 数 解 . 
设 w = 此, 则 不 定 方程 化 为 

x+ = k*y* + ky, OD 

中 (ky— rx)(ky+ xr) = rr~ ky. 
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如 果 ky - 工 辫 0, 则 必 有 


rr— ky 之 0, 
从 而 (ky ~ x)+ (zx —- ky) 0, 
ky(1 — &k) 守 0. 
然而 k > 1， yy 之 1, 出 现 蔬 盾 . 因此 必 有 
ky—zr+< 0. 


于 是 可 令 x = ky+a(la 守 1), 代 入 中 得 
(ky+a)*+ (ky+a)= ky + ky, 
ata+1)= ky(k — 2a— 1). © 
由 于 (a，a+1)=1， 上 k= pl 及 p 是 素数 , 则 由 名 必 有 
kla 或 klat+l. 
因此 a 之 上 . 
然而 此 时 @ 式 右边 有 -2a -1<0, 出 现 矛 盾 . 
所 以 不 定 方程 D 无 正 整数 解 . 即 数列 | + | 中 没有 两 项 之 
比 为 p*'， p 是 素数 . 
12.51 为 正 整 数 ,素数 p > 3, 求 出 3(n +1) 组 满足 方程 zyz = 
p"(r+yt+z) 的 正 整数 zy yz( 这 些 组 不 仅仅 是 排列 次 序 不 同 ). 
(第 27 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 xz,y,z 中 素 因 数 p 的 容 指 数 分 别 为 a,B8,7Y, 且 a 宇 B 宇 
7Y, 则 由 








ry = pp"(r+y+ xz) 由 
两 边 约 去 pY 得 
mp = p(w ty + zp "). 
于 是 有 
sp lp(lap +yp +zp ’). 
由 于 xp 7 没有 约 数 p, 所 以 
zp lp +yp’ ”+zp ’. 
于 是 过 | 并 十 光 
设 x+y= mz, 则 由 中式 得 
z zy 三 pp"(m+1). 
“(DD) 取 m= 1, 妈 xy = 2p”. 
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呈 直流 


这 时 可 得 出 wx + 1 组 解 : 


X= 2p, 
| 一 Br， 


z=2p+p"', 71=0,1,2,…,n. 


(2) 取 m= 2, 芭 
Ty = 3p”. 
这 时 又 得 出 n + 1 组 解 : 
r= 3p, 
y= fp 
之 二 方 (3 + p71), j= 0,1,2,,n. 


当 为 奇数 时 ,(1) 和 (2) 的 解 互 不 相同 ， 
当 为 偶数 时 ,i = 各 ，j = 妃 时 ,第 (1) 组 解 为 x = 2pf，y 
= p22,z = 3p2 ,第 (2) 组 解 为 x = 3p?， y p32, z = 2p2 ,因此 


第 (1),(2) 两 组 有 一 组 公共 的 解 (2p2 ,p2 ,3p?), 只 是 zx,y,z 的 顺序 
不 同 . 

所 以 ,(1),(2) 两 组 共有 2n + 1 组 不 同 的 解 . 

(3) 取 m= 大 + p”* 可 得 n + 1 组 解 : 


t=, 
y= pr” 十 p”* 十 pt, 


z 二 p" +1, k= 0,1,2,,n. 
其 中 & = nn 时 ,与 (1) 中 i = 0 时 的 解 相 同 ,其 余 均 不 相同 . 
这 样 ,实际 得 到 了 n 组 解 . 
由 (1),(2),(3) 共 得 到 了 3n + 1 组 不 同 的 解 . 
"十 | 


(4) 取 m= 人 , 令 





三 1， 
1 天 HH 

y= 7p (p” + 3), 
p" + 2. 


二 


(5) 取 nm = pp, 邻 
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+ 二 pp， 

z=p"!l!+p"* +1. 
这 两 组 解 是 与 上 述 3n + 1 组 解 不 同 的 解 . 
于 是 得 到 了 3(n + 1) 组 解 . 


12.52 ”假设 p 是 大 于 2 的 素数 ， 证 明 必 可 以 而 且 仅 有 一 种 办 法 


表示 成 了 = = 一 十 一 vy 的 形式 ， 这 里 x ,y 是 不 同 的 正 整 数 . 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1931 年 ) 
[证 1] 关系 式 


_1， 
工 
去 掉 分 母 可 化 为 
2ry = p(x + y). D 
因为 @@ 式 的 右边 是 大 于 2 的 素数 p 的 倍数 , 则 2.xy 也 是 p 的 倍数 . 
又 (p,2) = 1, 则 xz 和 y 中 至 少 有 一 个 是 p 的 倍数 ,不 妨 设 z 是 p 的 


倍数 , 记 x = px .这 时 中 式 就 可 化 为 


(2x -1)y= Ar © 
由 于 (2x -1,z) = 1, 则 由 
2 |(2r -1)y, 
可 得 x |y. 
设 y= zxz, 则 由 人 @ 式 得 
(27 — 1)z= p. 


又 由 户 是 素数 , 则 有 
27 -1=1, 或 |27 -1=p, 











z= p, 之 二 1]. 
从 而 有 
六 + 
| 2 
+ 三 1， + 
1 或 + = 从 ) 
yA p+l 
y 一 2 
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1 十 党 





因为 x 关 >, 所 以 仅 有 z = 全 二， y= 之 二 是 符合 是 意 的 


数 | 惟一 的 解 . 
论 [证 2] ”将 已 知 关 系 式 去 分 母 得 
# 2.zy = pr + py. 
则 有 
4zy -2pr — 2py+ p* = p’, 
(2x - p)(2y— p)= p’. 
因为 x 和 y 不 相等 , 则 
27— pA2y -pb, 
又 由 访 是 素数 , 则 只 能 有 





2+—- p= p’, 
2y—- p=1. 
_ p{(p+1) 
”2 
解 得 
p+l1 
y= 7 
从 而 仅 有 惟一 的 一 种 表示 方法 ,使 
2 1 1 
二 = 一 十 一 . 
p Xx y 
12.53 ”考察 方程 二 + = 必 的 解 (x,y) ,其 中 之 ,y 和 为 自 
然 数 ,p > 1. 证 明 当 p 为 素数 时 ,该 方程 有 3 组 解 ; 当 p 为 合 数 时 ,该 方 


程 的 解 的 组 数 大 于 3. 
( 注 : 当 ea 天 0 时 ,将 (ec,b) 与 (5,a) 算 作 不 同 的 解 . ) 
(第 36 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 已 知 方程 可 化 为 
TvAr -pv = 0， 


即 (xr—- p(y- pp)= pr*. 
当 jp 为 素数 时 ,可 得 到 三 个 方程 组 
rr~p= 1, -p= p,， r-p=p’, 
y~-p=p, ly-p=p, ly-p=1. 











即 得 到 (x ,y) = (p+1,p+p),(2p,2p),(p +p,pt1). 
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即 只 有 三 组 解 . 
当 pp 为 合 数 时 ,可 以 得 到 多 于 三 个 方程 组 ,因此 方程 的 解 的 组 数 大 


12.54 ”是 不 是 存在 这 样 的 奇 自然 数 训 ,1 ,ni ,使 得 方程 


551 一 友 + 了 + 
成 立 
(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 存在 .例如 

(1)k = 2183, = 24013， 7 = 395123， 

(2)k = 2123, / = 34933， xm = 384263， 

(3)k = 2353, 1/ = 13937, m = 181181, 

(4)k = 3077, /= 5973, m = 101541. 不 
事实 上 , 若 已 知 方程 成 立 , 则 


klm = 1991(AL + lm + km), 

kim = 11 : 181(k/ + Im + km). 
显然 ,k,l,m 中 至 少 有 一 个 是 11 的 倍数 ,一 个 是 181 的 倍数. 
从 而 可 设 





k=t, [= 1il:, m= 181t. 


这 样 就 有 
ll 181:* = 11.: 181(11t* + 1991:* + 181z°) 
= 11. 181 : 2183277. 
所 以 t = 2183. 
于 是 得 到 第 (1) 组 解 . 
. 又 如 设 &= 11t,， /= 18lt, m= 11.181z. 
这 样 就 得 到 第 (2) 组 解 . 


12.55 。 求 方程 = + + = 3 的 整数 解 
(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 我 们 先 求 出 已 知 方程 的 正 整 数 解 :( ro,yoyzo)， 
因为 若 (xo, yo, z0) 是 方程 的 一 组 目 然 数 解 ， 那么 《x0， Vo 
- z0),(- x0,Y0, 一 20),( 一 .x0, 一 x0,z0) 也 是 方程 的 整数 解 . 
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由 深 


则 


已 知 方程 可 化 为 


Xiy + x + yz = 3rw, 
6zy = 2x y+ 27 2 + 2y* x 
= (ry tx) +t (ry + yz) + (xz2z2 + yz?) 
> 27 yz + 2ry z+ 2xyz” 
= 2x7y (T+ y+ 2). 
于 是 有 
T+ y+ 全 3. 
若 x,y,z 是 正 整 数 , 则 只 能 有 
T= y=.z=1. 
于 是 已 知 方程 有 四 组 解 : 
(111) (1 -1 一 1 一 1 一 1 一 1 一 1) 
12.56 ”方程 /x + Vy = v1968 有 多 少 组 整数 解 (z,y)? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 1] ， 已 知 方程 可 化 为 
Vr = V1968 - Yy, 


方程 两 边 平 方 得 


x = y+1968 -8 V1I23y. 
于 是 数 123y 必须 是 完全 平方 数 , 设 
123v* = y, vEZ. 
同 理 123x2 =:x, uE€Z. 
由 此 可 得 原 方程 为 
| lt+lv!i!= 4. 
该 方程 的 非 负 整数 解 为 
(0,4),(1,3),(2,2),(3,1),(4,0). 
于 是 可 得 到 整数 解 (x,y) 为 
(0,1968),(123,1107), (492,492),(1107,123),(1968,0). 
[ 解 2] 已 知 方程 可 化 为 
Vr +Vy = V1968 = 4 V123 = 0+4 v123 
= V123 + 3 V123 = 2 V123 + 2 V123 
=3 V123 + V123 = 4 V123+0. 
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相应 的 (zx,y) 为 (0,1968),(123,1107), (492,492),(1107， 123)， 
(1968， 0). 


12.57 ”对 正 整数 , 令 S， 3 V (2k - 1)? + a? 的 最 小 值 ,其 


中 a1,as,… a, 为 正 实数 ， 其 和 为 17， 存在 惟一 的 n, 使 S, 也 是 整 
数 . 求 n. 
(第 9 届 美国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 把 每 一 项 i = v (2k - 1)* + 都 看 作为 是 一 个 直角 三 
角形 的 斜 边 ,其 两 直角 边 边 长 为 2k - 1 和 au. 

把 这 些 直 角 三 :角形 放 在 一 一 起 形成 一 个 梯子 , 记 A ,B 分 别 为 其 始点 
和 终点 . 

从 A 到 B 的 距离 为 


(Sa) + [DD = 

而 > ` 是 从 A 到 BB 沿 射 边 走 的 长 度 ,所 以 
k=1 

bp 之 V17+n4, 

k=1 





V17+n4. 





且 可 选取 a 使 等 号 成 立 . 
故 S,， = V172 + 24. 
当 S, 为 整数 时 ,我 们 求 
Sr = 172 + 14 
的 正 整数 解 . 


17* = S2 — n= (S,— n°)(S, +72)， 
因为 17 是 素数 ,所 以 
S,— n=1, 
S,+ n= 172. 
解 得 S, = 145, nn = 12. 
12.58 ” 求 使 前 ”个 自然 数 (” > 1) 的 平方 平均 数 是 一 个 整数 的 
最 小 正 整数 ”. 
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2 2 。， 。 2 
注 :个 数 a1,42,…+a, 的 平方 平均 数 是 \/ 一生 一 一 2， 
(第 15 届 美国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


| 7 2 ,2 2 
[ 解 ] 设 、/: t+ ~ Tm € 2, 则 


1]24+22+ .+n2 2 
站 y 


(n+ 1)(2n+ 1) 
6 


(n+ 1)(2n+1)= 6m°. 
因为 6z 为 偶数 ,22 + 1 为 奇数 ,所 以 + 1 是 偶数 ,从 而 w 是 奇 


se 未 次 





一 1 ， 


设 n= 6p+3 或 n= 6p-1 或 n= 6p+1. 
(1) 当 m= 6p+3 时 , 则 
(6p +4)(12p +7) = 6m°, 
72p* + 90p + 28 = 6n1°. 
由 于 6172,，6190，6 128. 
所 以 此 时 无 解 . 
(2) 当 n = 6p 一 1 时 , 则 
6p(12p - 1) = 6m’, 
a m= p(12p - 1). 
由 于 Pp 和 12p 一 1 互 质 , 则 为 使 上 式 成 立 ,p 和 12p -1 必须 都 是 完 
全 平方 数 . 
设 p= ss, 12p—1= 1°. 
消去 pp 得 
f= 12s -1=4(3s -1)+3. 
因为 一 个 平方 数 被 4 除 只 能 余 0 或 1, 所 以 上 式 不 可 能 成 立 . 
此 时 亦 无 解 . 
(3) 当 = 6p+ 1 时 , 则 
(6p +2)(12p + 3) = 6m°, 
即 7 一 (3p+1)(45+1). 
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由 于 3p+ 1 和 4p+1 互 质 , 则 3p + 1 与 45+ 1 必须 都 是 完全 平 
方 数 . 


设 3pt+1=u, 4p+1= v. 
消去 pp 得 4u” 一 3 二 
显然 ,uw = v = 1 是 其 中 的 一 组 解 ,但 此 时 
p=0, n=1 
. 与 n > 1 矛盾 . 


由 44 一 3w* = 1 可知,v 必 为 奇数 . 
设 v = 2g + 1, 则 方程 化 为 
u -3g(g+1)-1=0. 
由 于 g(q + 1) 为 偶数 ,可 知 zx 也 为 奇数 . 
设 u = 2; + 1, 则 上 面 的 方程 化 为 
4;(j + 1)= 3g(g + 1). 
显然 ,方程 左边 为 8 的 倍数 ,为 使 方程 右边 为 8 的 倍数 ,又 使 n 最 
小 ,可 设 g+1= 8. 
此 时 ， g=7,;=6,;7+1=7. 
于 是 有 w=2j+1=13,，v=2g+1= 15, 
u =3p+1= 169, p= 56. 
从 而 n= 6p+!1 = 337. 
12.59 ”在 全 ABC 中 ,AB=c,BC =a 和 CA = 4b, 其 中 a,b,c 是 
正 整数 , 且 ~A = 2( 人 人 B -人 C). 求 出 所 有 这 样 的 三 元 数组 (a ,6 ,ec). 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 人 BAC 的 平分 线 与 BC 交 于 DD, 则 


1 十 洲 


不 
定 
方 
程 





ADB = 方 和 A + AC. 


= 人 LB. 
所 以 人 ABD 为 等 腰 三 角形 . 
从 4 引 AE | BD 于 E, 则 BE = DE. 
设 BE = DE = x, 则 
CD = a 一 27. 
由 勾 股 定理 
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e 未 由 





AF? = 4C2 - CE2 = AB’ - 有 





即 bb- (a~-r) = ec 7, 
c2 十 a _ 0 个 
2a 
又 因为 AD 平分 人 BAC, 所 以 有 
b _e 
Q& 一 27r 27 
位 三 
即 ”2(b+ ec) 人 


从 中 ,@ 中 消去 z 得 
bo = (6b — c)(b+e). 
车 mx 和 是 互 素 的 正 整数 , 且 满 足 





a 了 斑 
bie n 
\ pc a? mn 
所 以 b (b+ce) nn’ 
此 时 有 1 < 女 天 
从 而 有 cc 二 bp: 2 ， 
j=b. m(2n 一 m) 
因为 (7 ,7) 一 1， 
所 以 ,对 于 某 个 正 整 数 &, 必 有 
b = kn’. 
从 而 c= kn(n—- m)(n+m), 
a = km(2n? ~ m?).. 
都 是 正 整数 . 
于 是 下 式 给 出 所 有 的 解 : 


(a,b,c) = (km(2n? — m2), kn?, kn(n? — n°)), 
其 中 上 ,m,n 都 是 正 整 数 , 且 ?> mm 及 (m,n)=1. 
12:60 ”一 个 直角 三 角形 的 边 长 都 是 正 整 数 , 它 的 一 条 直角 边 比 
斜 边 小 1575, 男 一 条 直角 边 小 于 1991, 求 这 个 直角 三 角形 斜 边 的 长 . 
“(中国 北 京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 直 角 边 长 为 a,6b, 斜 边 长 为 c,a,b 和 c 为 正 整数 .由 题 意 
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2+82 = cc 
1 = 13735, 
a < 1991. 
a =c* -b= (cb)(c+5b) 
=1575(c + 5) 
=32 .5 .7(c+56). 
所 以 3.5.71a, 
即 105 1 a， 
设 a = 105k， 上 为 正 整数 , 则 由 
105k < 1991, k< 18.9. 
义 a>c—-b= 1575, 105k > 1575, & > 15. 


于 是 k = 16,17,18. 
由 cc 一 5 = 1575 是 奇数 , 则 c 和 2 的 奇偶 性 不 同 ,从 而 c + 5 是 奇 
数 , 于 是 a 是 奇数 . 
再 由 a = 105k 是 奇数 知 ， AR = 17. 
即 a = 105. 17 = 1785. 
c +5 = 2023, 
于 征 c—b = 1575. 
解 得 斜 边 c = 1799. 





12.61 ”有 一 群 儿 童 ,他 们 的 年 龄 之 和 是 50 岁 .其 中 最 大 的 13 岁 ， 
有 一 个 是 10 岁 ,除去 10 岁 的 儿童 之 外 ,其 余 儿 童 的 年 龄 恰好 组 成 一 个 
等 差 级 数 . 问 有 几 个 儿童 ,每 个 儿童 几 岁 ? 

(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1956 年 ) 

[ 解 ] ”把 最 大 儿童 的 年 龄 记 作 a, 即 a = 13. 

设 除去 10 岁 的 那个 儿童 外 ,还 有 5 +1 个 儿童 ,并 设 他 们 年 龄 的 公 
差 为 d, 则 这 5 + 1 个 儿童 的 年 龄 为 

a, a—d, a—-2d, '*…, a— bd, 

并 且 他 们 年 龄 之 和 为 50 - 10 = 40, 于 是 

at(a-d)+.…+(a- bd) = 40, 

(+ Ta- L214d = 40， 


(b+ 1)(2a - bd) = 80. 
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Ee 


于 是 b+ 1 能 整除 80. 


也 2a—- bd=at+t{a- bd) > 13， 
因此 pr1< 办 

又 2a — bd < 2a = 26, 
从 而 又 有 b+1>%, 

80 80 

即 IE < Ot1 < 

则 5 + 1 只 能 是 4,5 和 6, 又 因为 6 不 是 80 的 约 数 ,所 以 5+ 1 可 能 
等 于 4 或 5. 

当 5+1= 4 时 ， b = 3. 

(b +1)(2a - bd) = 4(26 - 34d) = 80. 
所 以 d = 2. 


从 而 a-d=1l, a-2d=9, a-3d=7. 
所 以 一 共有 4+ 1 = 5 个 儿童 ,他 们 的 年 龄 分 别 是 13,11,10,9,7. 
当 b+1= 5 时 ，65 = 4. 
(b+1)(2a - bd) = 5(26 ~ 4d) = 80， 
得 d = 2.5 不 是 整数 . 
所 以 6。+ 1 = 5 不 可 能 . 
于 是 只 有 惟一 一 组 解 . 
12.62 有 一 长 、. 宽 .高 分 别 为 正 整 数 ,nn,r(m 过 志 +) 的 长 方 
体 , 表 面 涂 上 红色 后 切 成 棱 长 为 1 的 正方 体 ,已 知 不 带 红 色 的 正方 体 个 
数 与 两 面 带 红色 的 正方 体 个 数 之 和 , 减 去 一 面 带 红色 的 正方 体 个 数 得 
1985, 求 m,n,r 的 值 . 
(中 国 初 中 数学 联赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] (1). 设 mm > 2. 
依 题 意 ,不 带 红 色 的 正方 体 个 数 为 
ko = (mm —2)(n — 2)(r - 2); 
一 面 带 红色 的 正方 体 个 数 为 
kl = 2(m— 2)(n 2)+2(m -2)(r -2)+2(n - 2)(r — 2); 
两 面 带 红色 的 正方 体 个 数 为 
k; = 4{(m — 2)+4(n 一 2)+4(r — 2). 
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于 是 ,由 题 意 有 

ko + k2 — k! = 1985, 

印 Cm -22)(r-2)+4[(m 一 2)+( 一 2)+(r 一 2 
-2[(m -2)(n -2)+(m— 2)(r ~ 2) + (n—2)(r -2)) 


= 1985. 

经 整理 可 得 

[or-2)-2[ -2) -2][(r ~2) -2]= 1985 -8= 1977, 
即 (mm — 4)(n -4)(r 一 4) = 1977. 

鉴于 1977 = 1 .3 .659 


一 1.1.1977 
= (—1).(—1). 1977， 


m4=1, nm—4=1, n—4=—1, 
n—4= 3, n-4=1, n-4=-—1, 
r—4= 659， rr—4= 1977， r—4= 1977. 


因此 可 得 


m 三 9， mm 一， nt 三 3， 
i 一 7， n 二 》， n 二 3， 
r 二 663， r 二 1981 ， r = 1981 . 


(2). 设 m= 1, 当 nn = 1 时 无 解 ,所 以 ?之 2 
依 题 意 ,不 带 红 色 的 正方 形 个 数 为 ko = 0; 
一 面 带 红 色 的 正方 形 个 数 为 Ri = 0; 


则 有 











两 面 带 红 色 的 正方 形 个 数 为 
k; = (n ~ 2)(r -2). 
于 是 由 ko + k; — k1 = 1985, 
得 k, = 1985. 

即 (n -2)(r 一 2) = 1985 = 5.397 = 1. 1985. 
n—2= 3, 1 一 2=1， 
r—-2= 397, lr—2= 1985. 

因此 可 得 
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去 澳 


nm 三 1， nm = 1, 
1 一 7， n 二 3， 
rr 二 399, r = 1987. 


(3). 再 设 mw = 2, 则 ko = 0. 
于 是 有 &2 一 Ri = 1985. 
由 于 Ri 和 均 为 偶数 ,上 式 不 可 能 成 立 . 
综合 (1) ,(2),(3) ,符合 题 意 的 m,n,r 有 五 组 : 
11 一 9，M1 三 7，7ri = 603; 
1981 ; 
3 一 3，13 二 3，7r3 二 1981; 
m4=1],， na=7, ra4 = 399; 
ms=1, ns=3, rs = 1987. 
12.63 ”能 同时 表示 成 连续 9 个 整数 之 和 ,连续 10 个 整数 之 和 以 
及 连续 11 个 整数 之 和 的 最 小 正 整数 是 多 少 ? 
(第 11 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 
[ 解 j 设 a 能 表示 成 连续 9 个 ,10 个 和 11 个 整数 之 和 , 则 
+(+1)+…+(I+S8)=9l+36， 
a mt+(mt+l)+ + (pm +9)= 10m + 45, 
a=n+{nt+1)++ (n+10)= lln+55, 
其 中 ,nn EN. 则 


i 


ni 一 9 ， 好 2 一 3 ， Li 


{i 


a 


91 + 36 = lln + 55, 
: 10m + 45 = lln + 55. 
所 以 91 = 1ln+19, 10m = lln + 10. 
2nt+l1 
5 ， 





J = n+2+ 
Lm = n+1+ 相 . 
2n+1 尘 0 (mod9)，. 
nn 三 0 {( mod 10). 
满足 上 式 的 最 小 的 n = 40. 
所 以 a 的 最 小 值 为 
40 + 41 +……+50 = 495. 


于 是 
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12.64 ”甲乙 二 人 同时 解 根 式 方程 Vx + ae + Vx+ 6 一 7. 抄 题 
时 , 甲 错 抄 成 : Vx 一 a + Vx + 5 = 7, 结 果 解 得 其 一 根 为 12. 乙 错 抄 
成 Vx+a + Vx+ dqd = 7, 结 果 解 得 其 一 根 为 13. 

已 知 二 人 除 抄 错 题 之 外 , 解 题 过 程 都 是 正确 的 ,又 a,p,a 部 是 整 
数 . 试 求 a ,2 之 值 . . 

” 《中 国 广州 .重庆 洛阳、 福州 .武汉 初中 数学 竞赛 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 条 件 可 得 

1 + VI2+6 =7, 

V1l3+a+ Vili3+d=7. 

z {2 =7- V+6, 


Se 


即 
Vl3+a=7- V13+d. 
由 中 得 12-a=7+12+0 一 14V12+0， 不 二 
at+b+7= 14v12+5. 和 
和 


上 式 中 左 端 为 整数 ,因而 右 端 亦 为 整数 ,于 是 v12 + 6 为 有 理 数 ， 
由 于 5 为 整数 ,所 以 12 + 2 为 完全 平方 数 , 亦 即 V12 + 8 为 整数 . 

同 理 可 证 V13 + 4 也 为 整数 . 

设 p=7- V12+656，9 = 二 7 V13+4, 则 由 题 设 ,p 和 9 均 为 
非 负 整数 ,由 WD, 消去 a 得 

p* + 9 = 25. 
解 得 (p,q) = (0,5),(3,4),(4,3),(5,0). 
相应 的 a,5 有 
(a,58) = (12,37),(3,4),(- 4, ~ 3),(— 13, — 8). 
12.65 有 和 多少 个 整数 的 有 序 四 数组 (a ,5 ,c,d) 满足 : 
0O<a<b<e<d<500,a+d=6+c 和 be -ad = 93. 
(第 11 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 由 a+d=6+c 及 0<a<b<c<d 可 知 ,存在 6 € 
N ,使 得 
b=a+$6, 人 
c=d-56. (人 
将 ,@ 代 入 bc -ad = 93 得 

(a+6)(d — 6)— ad = 93. 
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ladq—-a-6)=1.93=3.3. 


由 此 可 得 到 四 个 方程 组 : 
数 8=1,，. ~ 18 = 3， 
1 Ea 
6 = 93, 18 = 31， 
站 Ns 


由 ,区 及 方程 组 ] 得 


p=a+!1, 
| 
d= c+l1= 94+a4a. 
因为 a + 94 < 500, 
所 以 0 < a < 406. 
于 是 有 405 组 (a,b,c,a). 
由 由, 包 及 方程 组 下 得 


b=a+t3, 
| 
d=c+3=a+34. 
所 以 a + 34 < S00, 
: 0 < a < 466. 
于 是 有 465 组 (a,b,c,ad). 
由 员 ,的 及 方程 组 亚 得 
b= Ga+93， 
| = 4 十 1， 
d=&a+94. 
不 满足 a<b<c<dad. : . 
由 D,Q3 及 方程 组 KW 得 
p= a+t3l, 
| = & + 31, 
d = a + 062. 
不 满足 a<b<c<d. 
因此 共有 405 + 465 = 870 组 (a,b,c,d). 
12.66 ”在 区 间 1 志 10 中 ,使 得 方程 = x 有 非 负 整 数 解 
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Xx,y, 且 x 关 的 整数 n 共有 多 少 个 
(中 国 上 海 市 高 三 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 N(xw) 表示 整数 xY 的 个 数 .者 
1< 10°. 
由 于 ”21 = 524288 < 108， 24 > 10?, 则 由 容 斥 原理 得 
Nm) = NOz)+NOz)+NOr)+NOz +NOzD)+NOzc ) 
+ NOzD) + NOz0) - NOz6) - NOzl) — NOCzI4) 


— N(xri) 
由 于 大 于 1 且 不 大 于 106 的 平方 数 有 103 一 1 个 ,所 以 
N(x’*) = 999. 
大 于 1 且 不 大 于 104 的 平方 数 有 10* 一 1 个 , 即 N(x3) = 99 个 . 
因为 155 = 819375 < 10%, 


所 以 大 于 1 不 大 于 10 的 5 次 方 数 有 15 一 1 个 , 即 N(x5) = 14. 
以 此 类 推 可 得 ,1 < x 过 10s 时 
N(m) = 999 + 99+14+6+2+1+1-9-2-1-1 


二 1110 个 . : 
又 n = 1 时 有 非 负 整数 解 + >1 且 y = 0. 
于 是 满足 题 意 的 整数 n 有 1111 个 . 


12.67 ” 试 求 方程 2x4 + 1 = vy 的 一 切 整数 解 . 
(中 国 国家 集训 队 选 氢 试题 ,1993 年 ) 
[ 解 ] (1) 当 y = 0 时 ,方程 无 整数 解 . 
(2) 当 x = 0 时 ,y =+1, 因 此 方程 有 解 
+=0，y=1. 和 =0， y =~ . 
(3) 耕 (zo,y) 是 方程 的 解 , 则 (zo, 十 yo) 以 及 (- zo, + yo) 也 是 
方程 的 解 ,因此 只 需 考 虑 方程 的 自然 数 解 . 
我 们 证 明 方 程 





2x+1 = y, ( 
无 自然 数 解 . 
者 中 有 自然 数 解 (z,y), 则 > 是 奇数 , 设 = 2z + 1, 于 是 @ 化 为 
X14 = 2z(z + 1). 
因此 x 为 偶数 , 记 作 x = 2u. 从 而 有 


Bu = z(z + 1). 
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各 世 六 


由 (>z,z+1T) = 可 有 


z 二 8 了 ， 
1 (wv,tw) = 1. 
Uo = nu. 
z = v4, 
1 + 1 = 8 ， (v,w)=1. 
Vy 三 以 
对 于 情形 下 ,有 方程 
8w = vt+1. 
由 于 v1 三 0,1] (mod 8), 
8w’ =0 (mod8). 
于 是 情形 [无 解 . 
对 于 情形 工 , 有 
wi! = 8vi+1. 
从 而 w 是 奇数 , 设 忆 = 2g+1, 则 
(2g + 1) = 8vi+1, 
vi =2g1 + 4g3 + 3g + 
=g(g +1)(2g* +2g+1). 


显然 (g,g+ 1,2g +2g+1) 二 1， 
4 
da, 
所 以 应 
折 以 应 有 y+1=8 
即 PP-at=1. 


此 方程 无 自然 数 解 ,于 是 @ 无 自然 数 解 . 

综合 (1), (2), (3), 已 知 方程 的 所 有 整数 解 (x,y) = (0,1)， 
(0, — 1). 

12.68 ” 求 方程 (a* + 5b)(a + b) = (a ~ 5b)? 的 所 有 非 零 整 
数 解 a ,上 5. 

(第 16 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 我们 分 情况 进行 讨论 . 

(1) 当 a = 5 时 ,有 (az+a)(a+a) = 0， 

解 得 a=-1l 或 a = 0， 
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a = 0, 

. 或 b = 0.( 舍 去 ). 
(2) 当 a = 0 时 ,有 03 = 0 

当 5 关 0 时 ,b = 1 ,因此 有 解 











a = 0, 
b=1. 
(3) 当 = 0 时 ,同样 有 解 | 


(4) 当 a 关 5, 且 a 和 6 都 不 为 0 时 . 
我 们 首先 证 明 a 和 65 异 号 . 
若 a,b 都 大 于 0, 由 对 称 性 及 a ,6b 是 整数 ,不 妨 设 a > 6b 之 1. 
由 原 方程 得 
a <(a+t+b)(b +t+a)= (a 6b) < ea” 
出 现 巴 盾 . 
若 a,b 都 小 于 0, 不 妨 设 5 < a 委 - 1. 
于 是 2 + a 之 1, 由 原 方程 a? + 0 之 1. 从 而 
br+a 人 人 (a+b)(b +a)= (a—- 6), 
a a -2ab. 
则 28 + 1 之 a， 
(bp—-a)+b+l1 宇 0. 
而 由 2 < a 过 -1 得 
bp-~-a<0, b+1l1< 0, 
(bp—-a)+b+1<0. 
出 现 巴 盾 . 
于 是 a 和 4 异 号 . 
不 妨 设 a >0,，46b<0. 
用 -5 代替 4 得 
(a — b)(a+6b)= (a+6)°. 中 
这 样 ,中 中 的 字母 ,2 均 为 正 整 数 . 
设 (a,6) =ad, 记 aa=aid,o = bq, 则 
(ai,61)= 1. 
把 ec, 代入 中 可 化 为 
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It 于 淳 


强 沪 他 





e 这 水 


(da? — bi)(dbf + ai) = (al + 6b1). 2 
aibi(d?aibl ~ 3) + at(day — 1) = bf(dbl + 1). 
因为 (al,61) = 1, 则 必 有 
pillaal—-i, ailabl+l1. 
下 面 再 分 几 种 情况 讨论 : 
人 站 车 da1 一 1 = 0, 即 dal = 1 = 4a, 代入 原 方程 得 bp = 0; 由 对 称 
性 还 有 a = 0，4& = 1. 而 这 两 组 解 在 (2) 和 (3) 中 已 经 得 出 . 
(让 车 dal 一 1 = 1, 即 daj = 2 = 4a, 代入 原 方程 得 5 = 一 1; 由 对 
称 性 还 有 a = 1， 4 = 2. 因 而 又 得 到 两 组 解 : 
a = 2,， a 三 一 1,， 
bp=-1. b= 2. 
(iii) 硅 dal 一 1 衬 2, 即 da, = a 之 3, 则 
(daf = bi)(db? + al)—- (art+ 6b) 
= datbi +t daf ~ (al + 61)* ~ dbi? -ap 
由 b11dal -1 得 6b1 之 dai -1,dail 之 6b1+1, 于 是 
diafb?f + da? — (at + 61)* — db? — al 
(b+ 1)dabt + af(dal — 1) - bf — dbi — 3ad 
= dalbi + dayb? ~ dbt + at(dal ~ 1) — 67 — 3a1bi 
= dbi(al ~ 1) + bi(dal ~- 1) + ai(dal = 1)— 3a1bi 
= dbi(al ~— 1) + (dal ~ 1)(af + 好) — 3a10i 
之 2(af 二 b1) -3abi+ dbi(al! — 1) 
之 ab + dbi(a: — 1) 




















> 0. 
然而 由 多 式 
(daf — bi)(dbt +t al)—- (a1+61)* = 0. 
出 现 巴 盾 . 
即 da 一 1 衬 2 时 无 解 . 
于 是 原 方程 只 有 五 组 解 : 
a = 0, Q 三 工 ， a = 一 1， a = 2, a 三 一 1， 
b=1, b= 0, b=~—1, b=—1, b=2. 





12.69 “证明 如 果 xz + y 为 素数 , 则 对 奇数 ,方程 x*+ y= 地 不 
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可 能 有 整数 解 . 





(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
{证 ] ”由 于 是 奇数 , 则 
r+yi7rx +y = 2, 


又 因为 x + y 是 素数 ， 


于 是 T+yl|z. 

从 而 有 ZZ 宇 XT+y. 

即 2 (r+y)" > r+y. 
于 是 z” 二 Xx" 十 y' 不 成 立 . 


12.70 ” 试 求 方程 x” 一 x3 一 x*+1= y” 的 整数 解 . 
(前 苏联 教委 的 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 已 郑 方程 可 化 为 
rx (rr 一 1) 一 (2 一 1) 一 y, 
(x -D(x -1)= yy, 


(zr—-1) (rti)(rr+xr+1)= y. Q) 
当 x= 0 时 ， y 二 1，y= 土 1. 
当 工 = 圭 1 时 ， y= 0. 


设 z,y 是 方程 的 整数 解 , 目 x 关 - 1,0,1. 


(r+1)(x*+x+1)= (—). 


”因为 -了 是 整数 , 则 (x + 1) (xz? + z + 1) 应 是 完全 平方 数 .由 于 


rz +x+i1i=x(rt+1)+1, 


可 知 x+1 与 x*+x+1 没 有 大 于 1 的 公约 数 , 即 z+1 与 x?+x 


+ 1 互 素 . 


所 以 ,T+1 与 x*+ x + 1 都 是 完全 平方 数 . 

从 而 7+1 守 0, 又 zx 关 1, 一 1,0, 所 以 xz 宇 2. 

因此 就 有 x < trtil<(r+1), 

而 xz?+x+1 在 x 和 (x+1)? 之 间 , 即 在 两 个 相 邻 平方 数 之 间 , 不 


可 能 是 平方 数 . 


这 个 矛盾 表明 ,方程 没有 过 天- 1,0,1 的 整数 解 . 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 737 








于 是 ,方程 仅 有 四 组 整数 解 : 
(xr,y) = (0,1),(0, — 1),(1,0),(— 1,0). 
12:71 求 自然 数 mm 和 和 nn, 使 得 mr 二 (wn)” = 1984. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] ”由 于 55 = 3125 > 1984， 
所 以 m” < 和， < 全， 
1 < 4， 于 所 4. 
当 n = 4 时 ， 
(mn)” = (4m)* = 256n1. 
当 w = 2 时 ,有 
256m1 > 256 . 16 > 1984. 
所 以 车 n = 4, 只 能 m = 1, 但 此 时 
1 + (1 . 4)’ # 1984. 
所 以 Mi 4，7 扫 3. 
又 了 忌 4，7 必 3 时 ， 
1 + (nm)”" < 4 +12 = 1984. 
因而 只 有 m = 4,n = 3. 此 时 
m+ (mn)” = 4+12 = 1984. 
所 以 方程 有 惟一 一 组 自然 数 解 py = 4， nn = 3. 
12-72 “有 四 个 不 相等 的 正 整数 ,它们 的 和 等 于 最 大 数 乘 以 最 小 
数 的 积 加 上 其 余 两 数 的 积 . 求 这 四 个 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 
[ 解 ] 设 正 整数 x,y,z,u, 旦 
i 人 rr<y<z<u, 
由 题 意 得 不 定 方程 
TX+y+z+i+u= rut ye. 人 
因为 xz 之 1, 所 以 


T+y+z+u= r+ 之 Ut+ ye, 


由 此 得 T+y+2z 字 如 . © 
又 并 十 yzZ 愉 3z， (3) 

从 而 由 名 ,加 得 3z > Wz， 

即 li<y<3. 
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于 是 y 三 2， 
从 而 只 能 有 T= 1. 
把 zx=1，y=2 代 人 外 得 
1+2+z+u= 2 二 2xz， 
> 二 3. 
于 是 本 题 的 解 为 - 
T= 二 1]，y=2，z=3，&w 是 大 于 3 的 任何 整数 . 
12.73 ”假设 x,y,z 是 三 个 不 同 的 自然 数 . 按 上 升 的 次 序 排列 , 且 
它们 的 倒数 之 和 仍然 是 自然 数 , 求 这 三 个 目 然 数 zx,y,z. 
《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1918 年 ) 





[ 解 ] 设 这 三 个 自然 数 的 倒数 和 为 a, 有 全 z< y< z, 则 有 
1 1 1 
r yz 不 
由 于 x,y,z 为 自然 数 , 且 互 不 相等 , 则 有 证 
lL 1 1 1 l,l 各 
Ttyt2<T+t2F +1774 
有 a < 2. 


又 由 a 是 自然 数 , 则 a = | 
于 是 已 知 方程 化 为 二 + 上 + 二 一 1 


又 因为 
LTEliilili ll 1l_.3 
T x y 之 x x 7 X 
就 得 到 1 =1<3. 
X T 
妈 1<xr< 3, 
从 而 必 有 工 二 2. 
已 知 方程 又 化 为 
1 1 1 
2+ ,+ =1 
1 1 1 
y zx 2. 
又 出 1 llcll_2 
> JJ 之 » yy VY 
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il 下 3 





则 y < 人 < yi? 
霜 即 2< y< 4. 
论 从 而 必 有 y= 3. 
者 再 由 已 知 方程 可 得 z = 6. 


于 是 本 题 有 惟一 解 :(z,y,z) = (2,3,6). 


12:74 设 a,b 是 正 整 数 , 当 4“+ 如 被 a + 4b 除 时 , 商 为 9g, 余数 


为 7, 求 所 有 数 对 (a ,5), 使 o + r = 1977. 


(第 19 届 国际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


[ 解 ] 由 r 宇 0 及 gr+r = 1977 知 
gq’ 志 1977, gvV1977 = 44.4…. 


(44,41), (43,128), (42,213),…… 


因为 .+ 上 = (ae+p)o+r，0< 巡 rr<w+D， 





以 及 0 二 亿 关 本 (at 
,2 2 
所 以 4 之 方 (a +6) > 证 
2 2 
E+ _r 1 
由 于 4 a+b at+6”> 27 |， 


则 gqg 和 过 43 时 ,rv 宇 128, 从 而 
广 r -1 之 63 > 43 之 gq 


所 以 5g 和 43 时 不 可 能 . 

即 (g,r) 只 能 取 值 (44 ,41). 

于 是 a + 6b = 44(a + b) + 41, 
(a ~ 22)? + (6b -22) = 1009. 

设 z+=1a-22|1，y=165 一 221, 则 








Xx + y = 1009. 
解 得 + 二 28， T= 15, 
y = 13, y = 28. 
从 而 可 得 
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a! = 50， a2 = 30， 
b! = 37， b» = 7， 
即 所 求 数 对 (ae ,5) 只 有 四 组 : 
(50,37),(50,7),(37,50),(7,50). 
] Pz 十 ] ] 1988 
12*75 求 方程 (1+ 十 ) = (+ 二 的 整数 解 x. 
(第 22 属 全 苏 数学 奥 林 匹 殉 ,1988 年 ) 
[ 解 ] (1) 车 wn > 0, 则 已 知 方程 化 为 
(m+ 1)™t! 1989%8 


mt! ~ 19881988 


由 于 (rm,wm +1) = 1， (1988,1989) = 1, 则 此 方程 的 两 边 都 是 既 


ds, 二 37 ， 
ba = 30,， 


aa 三 7， 
ba = 30. 

















约 分 数 ,于 是 其 分 母 相等 . -| 
m"!! = 1988'9%8. 不 二 
如 果 mm 宇 1988, 则 xm”?*! > 19881988 ， 定 
如 果 0< mx < 1988， 则 pz < 19881933. 和 
因此 方程 没有 正 整 数 解 . 
(2) 若 思 必 0， 


当 m = -1 时 ,方程 不 成 立 . 
如 果 pi 过 -14 设 nn =-m+1), 则 n>0， 和 r=-(n+1). 
已 知 方程 化 为 





(n+ 1)” 1989l98s 
n” 1988D83 
于 是 n= 1988， 7 = 1989. 
12.76 ”证 明 如 果 上 自然 数 xz,y,z 满足 方程 Y?” + y' = xz” ,那么 min 
(rx,y) 之 ni. 





(波兰 数学 竞赛 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 自然 数 xz,y,z,n 适合 方程 


XxX" + 二 OQ) 
不 失 一 般 性 ,我 们 设 x 受 y. 
因为 2 = T+y>y, 
所 以 zx 之 ?了 十 1. 
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用 村 潍 


将 此 不 等 式 两 边 2 次 方 得 

了 之 (y 十 1)” 一 y 十 CE 十 .… 十 1] >y + ny ! 全 
由 人 a, 加 可 得 x” 守 ny". 
但 因 zy, 所 以 


x 之 ny ! 之 nT 


n—i 


即 人 之 妨 . 
于 是 min (xXx,y)= XxX 守 1. 
12*77 证 明 方 程 --; 十 总 + = 1 没有 正 整 数 解 . 
z (基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 设 x,y 是 满足 方程 
2 + 记 + =1 0 
的 正 整 数 . 
不 失 一 般 性 , 设 x 宇 y > 0, 则 
1= 点 + 二 + 点 
Xx” XYy y 
< 十 + 六 
于 是 y 3,， 0<y 志 3. 
从 而 可 得 y = 1, 这 时 已 知 方程 @ 化 为 
2 + 二 = 0. 
| 本 
此 式 显 然 不 能 成 立 . 
因此 原 方程 没有 正 整 数 解 . 


12.78 。 求 满足 方程 + -+ 二 = 全 的 正 整数 xz,y 和 <. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 设 x+ 达 y 达 xz, 则 


3 141, 1 4、L 
人 2 y z S 2 
从 而 5< 4z 委 15， 
2 入 所 3. 
如 果 x = 2, 则 
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4 三 y 硅 6. 


15 < 7y 30, 
3 三 yy 三 4. 
把 y = 3，y = 4 代入 方程 ,此 时 z 不 是 整数 . 
因此 ,已 知 方程 仅 有 上 面 的 两 组 解 . 


12.79 ”证 明 不 存在 这 样 的 整数 rz,y,z, 可 使 等 式 刀 + 关 = 六 在 


条 件 > >0，0< rz<，0<yv<R 之 下 成 立 , 其 中 上 是 自然 数 . 
(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 不 失 一般 性 , 设 过 和 y. 则 有 
雁 + 冰 = 欢 委 2 交 = 水 + 六 
又 0 过 y 过 上 , 则 上 式 继续 有 
AyEH+thy!l< (y+1), 
从 而 (yt+1l), zZ<y+l1. 
这 样 就 有 y<z< y+1l. 
由 于 z 位 于 两 个 相 邻 整数 之 间 ,所 以 z 不 是 整数 . 
于 是 不 存在 符合 题目 要 求 的 整数 . 
12.80 ” 求 出 满足 方程 x* = 1+ 4y (y+ 2) 的 所 有 整数 x 和 y. 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] (1) 若 y= 0 或 y=-2, 则 xz2?=1，x =+1. 
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(2) 若 y= 一 1, 则 x* = 一 3, 无 整数 解 . 
(3) 若 y 宇 1, 则 4 办 >1>1-4y. 
(2y’ 十 2y) =4y4 十 gy 十 4y’” 

>4y +8y +1>4y +8yw -4y+1 
=(2y + 2y — 1)°. 

于 是 有 (2y +2y- 1) < zr < (2y +2y). 

因为 x? 介 于 两 个 连续 平方 数 之 间 , 所 以 x 不 可 能 是 整数 . 

(4) 若 y 委 -3, 则 1-4y>1>41=- y(y+2)], 

(2y: +2y—-1) =4y +8y -4y+1>4y+8y+l1 
>4y + 8 -4y —8y+4 
=(2y’ + 2y — 2)’, 

即 (2y + 2y -2 < xr < (2y +2y— 1)°. 
所 以 x 不 是 整数 . 
由 (1),(2),(3),(4) 可 知 ,方程 只 有 四 组 解 : 
(zy)= (1,0),(1, — 2),(— 1,0),(—1,— 2). 
12:81 已 知 x=-2272, y= 103+10c+1I00+a，>x=1 
适合 方程 ar + by + cz = 1, 这 里 a,5,c 是 正 整 数 ,a < 6 < c. 求 》 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] ”由 已 知 
b(1000 + 100c + 1065+a)t+c -2272a-1=0. 
车 5 实 a+2, 则 c 宇 a+3, 于 是 
0 宕 (a +2)[1000+ 100(a +3)+ 10(a + 2)+al 
+ (a+3)—-2272a—1 
= 1lla? ~ 729a + 2642. 
记 4 = llla’ - 729a + 2642, 则 
4 .111 . 2642 — 729” 


MU 之 4. 111 > 0. 
于 是 出 现 0 > 0 的 了 矛盾. 
所 以 b=atl. 


设 c=a+2+t,，t 宇 0, 则 
0= (a+1)[1000+ 100(a +2+1)+1i0(a+1)+al 
+a+2+t— 2272a4 -1]， 
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即 有 1lla? + (100+ ~ 950)a + (1211 + 101:) = 0. 
若 t 实 2, 则 
0 守 llla* + (200 - 950)a + (1211 + 202) 
=1lila’ - 7S0a + 1413. 
记 vw = llla? - 750a + 1413, 则 


4.111 .1413 - 750 
2 之 4.111 > 
同样 出 现 0 > 0 的 矛盾 . 
所 以 1 = 0 或 1. 


当 ! = 二 1 时 ，6b5=a+1，c=a+3, 则 





111a2 ~ 850a + 1312 = 0. 第 
此 方程 无 整数 解 . +t 
当 1 =0 时 ， 5=a+1，c=a+2, 则 全 二 
111a? - 950a + 1211 = 0， 和 
(a ~ 7)(llla - 173) = 0， 
所 以 a=7, b=8, c= 9. 
于 是 z y = 1987. 


12.82 ” 某 人 有 一 块 长 方形 木料 ,尺寸 为 站， nr 立方 英寸 (m， 
nr 为 整数 ) .他 将 表面 漆 上 油漆 ,然后 切 成 1 立方 英寸 一 个 的 小 块 ,发 
现 恰好 有 半数 小 块 完全 没有 油漆 .求证 具有 这 种 特性 而 实质 上 和 不同 的 
木 块 的 数目 是 有 限 的 (不 必 将 它们 都 列举 出 来 ). 
(第 12 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1952 年 ) 
[证 ] ”完全 没有 油漆 的 立方 块 砌 成 矿 二 为 
(1 一 2)(n — 2)(r — 2) 
的 长 方块 ,由 题 意 有 
mar = 2 2)(n 一 2)(r 一 2). OD 
本 题 等 价 于 证 明 方程 QD 仅 有 有 限 组 整数 解 . 
方程 D 可 化 为 


设 m 夺 #4 夺 7, 则 
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9 小 演 
人 
| 
[| 
信 
oF 


即 4<m<10. 
因此 ,nm 只 能 取 几 个 可 能 的 值 . 
固定 mm ,方程 Q 化 为 : 


11 1 一 2 7 一 2 


2(m—2) nn 六 


于 是 有 (2 2) < nm 5 < 


2 < < SNan 3) < <Vi<l 


因而 ,对 于 一 个 固定 的 整数 m 和 有限 n 适合 上 面 的 不 等 式 . 

显然 ,对 于 固定 的 m 和 nn, 至 多 有 一 个 7 满足 方程 (D. 

因此 ,对 mx 过 nn 志 7, 方程 @ 的 解 是 有 限 的 ,去 掉 产科 浆 委 > 的 
约定 , 仍 为 有 限 组 解 . 

12.83 ”已 知 一 个 长 方形 盒子 ,可 用 单位 立方 体 填 满 .如 果 改 放 尽 
可 能 多 的 体积 为 两 个 单位 的 立方 体 ,而 且 使 其 与 盒子 的 棱 平 行 , 则 盒子 
的 容积 恰 被 填 满 40% ， 试 求 出 具有 此 种 性 质 的 长 方形 盒子 的 容积 
(Y2 = 1.2599.…). 











(第 18 届 国际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 设 长 方形 盒子 的 长 . 宽 、 高 分 别 为 x1 ,zx2,7T3, 且 Xl 所 研 


由 题 设 ,x;(i = 1,2,3) 都 是 正 整数 . 
因为 体积 为 2 的 立方 体 的 楼 长 为 疗 , 所 以 用 长 为 反 的 线段 去 量 r， 


只 能 量 | 治 | 次 
现 设 a = Ei i = 1,2,3. OD 
其 中 记号 [a|] 表示 不 超过 a 的 最 大 整数 . 
则 由 题 设 可 得 
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aiQ243 1 
外 ldz2z3 SS 
即 5. 











构造 函数 
p(x) = 一 (x>1) 
南 | 
于 是 本 题 相 当 于 解 方程 
P(X1)* oz) p(X3) = 和. (中 + 
下 面 计算 w(x) 当 z = 2,3,…,7,8 时 的 值 . 不 二 
_ 3 _ 4 和 
p(2) =2， og(3) = 5 ， oO(4) 3 ， 人 


p(5) = 与 ，9(6) = 与，9(7) = 吉 ， 
4 














3 
可 得 V+ 42 
上 滞 
_ zz .51+ 1 
"el 加 | 
由 于 当 z 8 时 ， ”| 革 >>6， 
则 p(z)<1.26(1+ 二 )<15= 卫 . 


由 以 上 可 知 ,函数 p(z) 的 最 大 值 为 g(2) = 2, 其 次 是 9(5) = 三 ， 
其 他 为 p(z) 志学， 
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车 zi >2, 则 更 有 xx, > 2，x3>2, 则 由 w(x) 的 最 大 值 为 2, 次 


3 
交 大 值 为 3 可 知 
3 
p(x pr) g(rs) < (3) <5, 
与 矛盾. 
于 是 zi = 2. 
此 时 2(z2) P(X3) = 3 


为 满足 这 个 等 式 只 有 三 种 可 能 : 
oz) = 2, p(xr3) = ; 


或 p(T2) = 访 ， p(X3) = > 
-3 _ 
或 P(X2) 三 ，9(z3) = 伍 
由 p(r) > 二 = 江 > 祁 
号 


所 以 不 可 能 有 g(x3) = 守 ， 
对 plzz) = 守 ， 9(z3) = 六 由 上 面 所 求 的 函数 值 可 得 zz = 5， 


Xx3 二 和. 


同样 对 g(x2) = 祖 ， p(x3) = 读 可 得 z=3，xza=5 
12.84 ”确定 (并 加 以 证 明 ) 方 程 a?+ 56*+c?= ab 和 2 所 有 的 整 
数 解 . 
(第 5 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 我们 可 以 只 考虑 非 负 整数 的 情形 . 
(1) 铬 c = 0, 则 方程 化 为 
a + b’ = ab’. 
于 是 a 是 b 的 倍数 ,2 也 是 a 的 倍数 ,因而 有 a = 4. 
这 样 有 a +a*= a4, 
解 得 a 二 0 或 a =+v2. 
由 题 设 要 求 只 能 有 a = 0, 从 而 5 = 0. 
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此 时 4 =0，2 = 0，c = 0, 经 验证 这 是 方程 的 一 组 整数 解 . 
(2) 若 c 关 0, 此 时 必 有 


a 关 0 且 5b5 关 0. 

否则 ,车 a =0, 则 有 6b*+c*=0， 
从 而 bp=0, c=0. 
同样 ,和 若 2 = 0, 也 可 得 4 =0，c=0. 


这 都 与 c 关 0 逆 盾 . . 
”下 面 对 c 分 为 奇数 和 偶数 进行 分 析 . 
(i) 如 果 ec 是 正 奇 数 , 则 a ,6 不 可 能 都 是 偶数 ,否则 若 a ,6 都 是 偶 
数 , 则 
a*+6b*+c 1 (mod4). 
而 a’b* 三 0 ( mod 4), 
这 是 不 可 能 的 . 
因而 a,b 或 同 为 奇数 ,或 一 为 奇数 一 为 偶数 . 
车 a ,2 同 为 奇数 , 则 由 a ,65,c 同 为 奇数 ,有 
a :+b*+c 二 3 (mod4)， 
而 a2b: 1 (mod4)， 
这 是 不 可 能 的 . 
若 a,b 一 为 奇数 一 为 偶数 , 则 由 a ,5,c 为 两 个 奇数 一 个 偶数 可 得 
a*+b*+c 2 (mod4). 
而 a’b* 二 0 (mod4)， 
这 也 是 不 可 能 的 . 
所 以 c 为 正 奇数 时 ,方程 没有 整数 解 . 
(ii) 如 果 c 是 正 偶数 , 则 a ,2 必定 都 是 偶数 . 
否则 , 若 <,2 同 为 奇数 , 则 由 a ,65,c 为 两 个 奇数 一 个 偶数 可 得 
a +6b+c 2 (mod4). 
而 a‘b’* 汪 1] ( mod 4), 
这 是 不 可 能 的 . 
各 a,b 一 为 奇数 ,一 为 偶数 , 则 由 a,6,c 为 两 个 偶数 一 个 奇数 可 
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得 
a +6b +c 1 (mod4), 
a*b* 二 0 (mod4)， 
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这 也 是 不 可 能 的 . 

于 是 a ,b,c 同 为 偶数 . 

设 a = 2t40, b= 2"%b0, c= 2"c0. 
其 中 aogb0, co 为 奇数 ,&,7 ,7 为 正 整 数 , 于 是 

2ab + 22m06 + 2°"08 = 2 "mad oo. 

显然 ,不 可 能 有 x = nn =, 所 以 m,n,k 中 必 有 一 个 最 小 的 .但 不 
管 哪 一 个 最 小 , 则 两 边 的 式 子 约 去 因 式 2mint24,2”,2n) 之 后 ,左边 必 有 一 
项 是 奇数 ,从 而 左边 不 是 4 的 倍数 ,而 右边 是 4 的 倍数 .这 是 不 可 能 的 . 

所 以 c 是正 偶数 时 ,方程 没有 整数 解 . 

综 上 所 证 ,方程 只 有 一 组 整数 解 :.a = = c =0. 

12.85 ”证 明 方程 x? + 2y? + 4z3 - 6xyz = 0 没有 不 全 为 零 的 
整数 解 . 


鱼 岂 站 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1948 年 ) 
[证 ] 首先 指出 , 若 (x,y,z) 是 方程 的 一 组 整数 解 , 则 对 任意 的 
整数 &， 
(kr) +2(Ry)? + 4(kz)3 — 6(kr)(Ry)(kz) = 0， 
因而 (kx ,ky,kz) 也 是 方程 的 解 . 
因此 ,只 要 证 明 方 程 
x ”+2 +4z3— 6ry=0 QD 
没有 互 素 的 整数 解 即 可 . | 
设 (z,y,z) 是 方程 中 的 整数 解 , 且 z,y,z 没有 大 于 1 的 公约 数 . 
由 中 可 知 ,z 为 偶数 . 
设 z=2zo 则 中 代为 
8rz0 + 2y + 4z3 — 12xoyz = 0， 
4r7d+ y+2z -6r0ww = 0. © 
于 是 y 是 偶数 , 设 y = 2yo, 则 @ 化 为 
470 + 8yd + 2z3 — l2xoyoz = 0, 
2zi + 4yd + 3 — Gxoyoz = 0. 
于 是 z 是 偶数 , 设 zx = 2zo. 
这 样 x = 2t0，y = 2yo， > = 2zo 是 方程 的 解 ,是 有 公约 数 2， 
与 假设 矛盾 . 
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从 而 ,已 知 方程 没有 不 同时 为 零 的 整数 解 ， 
12.86 ” 求 不 定 方 程 
Xi+ y+ zt = 2r iy +2yz: + 22 7 + 24 
的 所 有 整数 解 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 可 化 为 
、 (r+t+yt+z)(rt+y—- zz)(r—- yt+z)(r—-y— xz) = 24. 
上 式 左 边 的 四 个 因 式 的 奇偶 性 完全 相同 . 
者 四 个 因 式 全 为 奇数 , 则 乘积 为 奇数 ,不 可 能 等 于 24. 
大 四 个 因 式 全 为 偶数 , 则 乘积 为 16 的 倍数 ,而 24 不 是 16 的 倍数 . 
所 以 已 知 方程 无 整数 解 . 
12:87 ”确定 不 定 方程 
x7 +riyt+ry ty = Br +ryt+y+1) 
的 所 有 整数 解 .. 
(卢森堡 等 五 国 国际 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方 程 可 化 为 
(x +y)(r+y—-8)= 8ry+8. Gd) 
否 x 和 y 一 为 奇数 ,一 为 偶数 , 则 外 的 左边 为 奇数 ,右边 为 偶数 ,这 
是 不 可 能 的 . 
因此 x 和 y 有 相同 的 奇偶 性 . 
于 是 zx+y- 8 为 偶数 ， 
(1) 帮 Xx+y-8 之 6, 则 


2 2 
+ > 4， 





(x* 十 y) (x 二 yy 一 8) 之 6(7 十 y) 
>2(r + y)+ Bry 
> 8+ 87ry. 
此 时 人 式 不 成 立 ,方程 无 整数 解 . 
(2) 生 zxz+y-8 委 -4, 则 
(x+y (rt+y-8) RA-4(r +y) <8 < 8xry + 8. 
同样 D 式 不 成 立 , 方 程 无 整数 解 . 
(3) 若 z+y-8=4, 则 由 人 @ 得 
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( 工 一 纪 ) = 2. 
方程 无 整数 解 . 
(4) 若 z+ty-8=2, 则 由 人 得 


Xx*+ y = 4zxy+4, 





从 而 解 得 
T=8 T= 2, 
二 y = 8. 
(5) 若 z+y-8=0, 则 有 
8xy+8=10. 
”显然 无 整数 解 . 


(6) 若 zx+y-8=-2, 则 由 中式 得 


r+ y+4ry+4=0. 


从 而 有 TX+y=6, xy=— 20. 
仍 无 整数 解 . 
因此 已 知 方程 具有 两 组 整数 解 : 


(x,y) = (8,2) 或 (2,8). 
12.88 ” 求 出 所 有 的 正 整数 m,n ,使 得 (Cm + n)” = n” + 1413. 
(第 2 届 中 国 东北 三 省 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ]】 当 正 整数 mx ,nn 满足 Gm 二 nn)”*”= n”+ 1413 时 ,由 于 不 等 
式 z 
(m+ nn)” 2 mY +n”, 
所 以 必 有 mm” < 1413. 
由 于 4 = 256, 5” = 3125 > 1413, 
所 以 m < 4. 
当 m 为 偶数 时 ,者 2 是 奇数 , 则 (mm + mn)”* 是 奇数 ， mn”+ 1413 是 
偶数 ,这 不 可 能 . 
若 是 偶数 , 则 (pr + n)”* 是 偶数 ， n”+ 1413 是 奇数 也 不 可 能 . 
于 是 mm 必 为 奇数 . 
当 mx = 二 1 时 ,对 和 任何 正 整 数 nn ,不 可 能 有 
(z+ an) =n+1l= n+1413= n+ 1413. 
当 m= 3 时 , 则 由 (3+ nn) 了 = n3 + 1413 
解 得 n+3n ~ 154 = 0, 
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nn 二 11，nn = 一 14( 不 合 题 意 ). 


于 是 ,所 求 的 所 有 的 正 整 数 m,n 为 
n=3, n= 11. 


12.89 ” 试 证 边 长 为 整数 而 面积 在 数值 上 等 于 周 长 的 两 倍 的 直角 


三 角形 ,正好 有 三 个 ， 


(第 26 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1965 年 ) 
[证 ] 设 直角 三 角形 的 三 边 长 为 x ,y 和 xz, 其 中 xz 为 斜 边 的 长 , 且 


xy 和 =z 为 整数 . 
由 题 意 ,有 不 定 方程 组 


r+ 
xy = 2(z+y+z)， 


由 Q 可 得 
r= A(p’ — yg’), 
y = 24Apg, 
z = A(p’ + g’). 


其 中 (p,qg) = 1，p 关 gq( mod2),4 为 任意 自然 数 . 


将 x,y,z 的 值 代 人 四 得 


A°(p” ~ gg)pg = 2A(p*— gq +2pg + pr +g’). 


化 简 可 得 
A(p— gq)gq = 4. 
由 p 关 g( mod2) 可 得 p - g 是 奇数 ,于 是 
q 二 1,2 或 4. 


当 g = 1 时 ， p=2,， A=4,， x= 12, 
当 g =2 时 ,， p=3,，4=2, x=10, 
当 g = 4 时 ， p=5,，A4=1,，x=9，, 
因而 正好 有 三 组 解 . 


OD 
(© 
z 二 20; 
2z = 26; 
z= 41]. 


12.90 ” 求 出 所 有 边 长 为 整数 ,内 切 圆 半径 为 1 的 三 角形 . 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 


[ 解 ] ” 设 三 角形 的 三 边 满足 / 
a 社 b 宇 c,， a,b,c EN. 


世界 数学 奥林匹克 和 解 题 大 辞典 


网 当 疝 这 


11 十 洲 





又 设 p= (a + 5+ Cc), 内 切 贺 半径 x = 1. 


孝 由 面积 公式 得 
光 pr = VD aap OO， 
$$ 即 p= (p-a)(p- 8b) (pce), 


4(a+b+c)= (b+c-a)(cta-b)(at+bhb-c). 个 
由 由 的 左边 为 偶数 , 则 WW 的 右边 也 为 偶数 . 
再 由 pp+c-a，c+a-p，a+p-c 有 相同 的 奇偶 性 ,因此 一 
定 都 是 偶数 . 


令 工 =- “5 一 2， y= <， xz = 4 
则 x ,y,z 均 为 正 整数 , 且 z 迄 yy 所 >. 
由 人 中式 有 X=X+y+2. OO 
因为 Z 入 扫 >， 
所 以 X= T+yt+zR 3, 
xy 3. 
(站 帮 xy = 3, 则 xryz = 3z， 
于 是 T= y= Zz. 


然而 由 xy = 3 得 x = 1，y = 3, 出 现 了 矛盾 . 
. (2) 车 xy =2, 则 xz = 1，y =2, 代 人 加 得 
= 3. 
此 时 a=5, b=4, c=3. 
(3) 若 zy=1 则 z=1，y=1, 代 入 四 得 
2 二 之 二 zz， 
出 现 了 矛盾 . . 
于 是 只 有 惟一 一 组 解 :a = 5， b=4，c=3. 
12.91 ” 试 求 方 程 7* - 3. 2 = 1 的 所 有 自然 数 解 . 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 化 为 
5 = 2 
亦 即 TT 27 OD 
如 果 y = 1, 则 x = 1 ,从 而 得 到 方程 的 第 一 组 自然 数 解 (zx,y) = 
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(1,1). 

设 y > 1, 此 时 ,方程 的 右 端 为 偶数 , 左 端 是 xz 个 奇数 之 和 ,因而 
+ 是 偶数 . 

于 是 方程 由 可 化 为 

7Tx2(7+1)+72407+1)+…+(7+1) = 2 
(T+ 1)(77 +74+ 十 1) = 271， 
T7247 于 .+1 = 274. © 

由 此 可 知 , 应 有 yy 之 4. 

如 果 y = 4, 则 x = 2, 从 而 得 到 方程 的 第 二 组 自然 数 解 (z,y) = 
(2,4). 


如 果 y > 4, 则 方程 @ 的 右边 是 偶数 ,而 左边 是 六 个 奇数 之 和 , 因 
此 ,x 应 是 4 的 倍数 . 


于 是 方程 @ 可 化 为 
7574(72 + 1) + TTF) + 1) = 2 4， 
(7- 十 1)(7*-4 十 TS 十 ,十 1) 一 23-4 ， 四 


由 @ 可 得 2 能 被 7+1= 50 整除 ,这 是 不 可 能 的 . 
因此 ,y > 4 时 ,方程 无 自然 数 解 . 
由 以 上 ,方程 只 有 两 组 自然 数 解 : 
(zy) = (1,1),(2,4). 
12.92 ” 求 方程 2* -1= x”* 的 所 有 整数 解 ,其 中 mm 和 nn 为 自然 


数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] (1) 当 n = 1 时 ,方程 化 为 x” = 1. 
当 pi 是 偶数 时 ， 六 三 土工 ， 
当 ni 是 奇数 时 ， r=1. 
(2) 当 m= 1 时 ,有 x=2”-1. 
(3) 我 们 证 明 当 nn >>1，xm > 1 时 ,方程 
2” 一 1 = OD 
没有 整数 解 . 


显然 ,x” 为 奇数 ,从 而 x+ 为 奇数 . 
当 > 为 奇数 ,和 为 偶数 时 ， 
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数 


x +1 三 2 ( mod 4), 
:0 ( mod 4). 
所 以 外 无 整数 解 . 
当 m 为 奇数 时 , 若 zx 关 + 1, 则 
7 十 二 《十 1 (ri 一 十 一 人 二 1). 

上 式 右 边 的 第 二 个 因 式 为 奇数 ,因此 x” + 1 有 奇 因数 ,于 是 x*+1 
不 可 能 等 于 2" , 即 人 无 整数 解 . 

若 过 =1 则 z 妆 +1=2， 刀 = 1. 

在 过 = 一 1, 则 六 + 1 = 0, 此 时 9 无 整数 解 . 

由 以 上 可 得 ,n = 1， nm 为 偶数 时 ,x =+1l; n= 1， nm 为 奇数 
时 ,x =1; m=1NH,xr = 2”—1. 

12.93 求 方程 x 人 ”二 (x +1)23 = (zz+2)2 的 正 整 数 解 . 

(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 当 y= 1 时 ,已 知 方程 化 为 
x:+(r+1) = (r+2), 

即 xz 一 2r-3=0. 
解 得 ” . xx=3，xtz=-1( 伟 去 ). 
于 是 zx = 3,y = 1 是 已 知 方程 的 一 组 正 整数 解 . 
当 y>>1I 时 ,由 于 z 与 z+2 的 奇偶 性 相同 , 则 xz + 1 是 偶数 , 设 > 
= 2&， 为 正 整 数 . 
从 而 可 得 


jw 


十 


(2k 一 112+T(28)27 = (2k + 1)*. 人 
按 和 牛顿 二 项 式 展开 得 
(2k)Y = 2[ C228)! + C3 2) ?+ + C1(2k)]. 
由 此 不 难看 出 y 是 & 的 倍数 . 
另 一 方面 ,在 中 的 两 边 同 时 除 以 (2k)“» 可 得 


2> (0 -就 +1= (+ 去 六 >1+ 委 . 
2 
ZYy 
于 是 3 <1, y<k. 


由 此 又 得 y 不 能 被 & 整除 . 出 现 了 矛盾 . 
所 以 ,y > 1 时 ,没有 整数 解 . 
于 是 ,已 知 方 程 有 惟一 正 整 数 解 :x = 3, y = 1. 
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12.94 方程 x* + (2+x)”"+ (2 一 x)”= 0 有 有 理 数 解 ,关于 正 
整数 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
(第 15 居 美 国 普 特 责 孝 学 竞赛， 1955 年 ) 
[ 解 ] 充分 必要 条 件 是 nn = 1. 


当 = 1 时 ,方程 
+ (2+7)"+ (2 -7x)”=0. 人 
显然 有 有 理 数 解 + =—4. 


下 面 证 明 ”= ! 也 是 必要 的 . 
首先 ,因为 x+，2+x， 2 一 z 不 能 同时 为 0, 故 不 能 是 偶数 . 


当 是 奇数 时 , 设 这 = 全 是 方程 四 的 一 个 解 ,其 中 p,g 是 互 素 的 


整数 , 则 直人 得 
p"+(2g+ pp)"+ {2g— bp)” = 0， 
p"* +2[(2g)" + Ci(2g)" p+ + CIi(2g)p" 1] = 0. 
因为 上 式 除 第 一 项 外 ,每 一 项 都 能 被 24 整除 ,所 以 p" 也 能 被 24 
整除 ,因为 p 和 g 互 素 , 则 q = 十 1. 
不 妨 设 g = 1 ,否则 同时 改变 p,g 的 符号 ,x 的 值 不 变 . 由 jr 能 被 
2g = 2 整除 可 知 p 是 得 数 , 令 p = 2r, 代 人 四 ,得 
(2r)"+ (2+2r)”+ (2-2r)”=0, 
"+(li+r)"+(l— -rr)”=0. ©O) 
当 ? 之 3 时 ,有 
m+2(1+ Cr + Chrt+.) = 0， 
2 一 一 和 — 2(Cor? + Crs 十 … ')， 
所 以 2 能 被 r* 整除 ,从 而 rr =+1, 但 xr =+1 时 ,不 满足 @, 因 而 nn 写 
3 不 可 能 . 
所 以 只 可 能 取 值 1. 
12.95 ” 求 满 足下 述 方程 xt 一 y+1 一 ryz +22"*1 的 所 有 正 整 
数 解 (x,y,z,n), 这 里 % 宇 2，z 太 5.227. 
(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 正 整 数组 (x,y,zx,n) 满足 方程 
2041 一 yl = xye + 22"71. Q) 


显然 ,x -~ y > 0, 且 x 与 y 的 奇偶 性 相同 . 
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否则 ,者 工 与 y 一 为 奇数 ,一 为 偶数 , 则 方程 的 左边 为 奇数 ,右边 为 
偶数 .这 是 不 可 能 的 . 
于 是 XX 一 y 之 2. 
(1) 当 y = 1， > = 3 时 ,方程 化 为 
327t1l 一 1 = 3z+2"*. 


ef 直 尝 


v 二 327 了 (1 十 227x+1 ) 
由 于 > 过 5 27, 可 得 不 等 式 
327 _ 二 (1 十 222+1 ) << S 。 227 ， 


327 << 5 ， 2 十 了 (1 十 222+1) 


< 222[5 十 上 (去 十 2 )] 





6: Fen 
3 2n 
即 ( 当 ) 过 6， 
lg6 
"So lg 3 
于 是 n 过 2, 又 由 已 知 n 宇 2 
所 以 n = 2, 此 时 


= = 34- 方 (1 +25) = 70. 


经 检验 工 =3，y=1，>z=70，57= = 2 是 方程 @ 的 一 组 解 . 
(2) 当 y= 1， 之 4 时 ,方程 化 为 

patl 1 = xz 十 222+1， 

r(x — z) = 21+1, © 
由 z 牵 5.2" 和 nn 之 2 得 

zz x) E44 5.2") =24 5. 22"+? 
一 222+1(22n+ 1 一 SS。 2) > 22P+1 + 1， ) 
@ 入 矛 盾 . 
从 而 , 当 y = 1， xz 之 4 时 ,方程 无 解 . 
(3) 当 y 守 2 时 ,由 于 x-y 之 2，xz 太 5. 2" 和 nn 之 2, 则 有 
2 一 ry 
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= 7(r"— yz) 


守 x[(y +2)”"— yz] 
> xr[y” + dny” '+4n(2n 一 1)y" ?+ +2"— 5.2"y] 
> zy” + x 2"+ y[l4ny”" + 4n(2n 一 1)y — $ .247] 
> yt +2 +2" yl8n + 4n(2n — 1)— 40] 
> yt! 十 222T+1 
即 Xx rye 二 2 出 
由 与 名 也 盾 . 
所 以 , 当 y 实 2 时 ,方程 无 解 . 
综 上 所 述 , 原 方程 只 有 惟一 一 组 正 整 数 解 :. 
(x,y,zZ,n) = (3,1,70,2). 
12.96 ” 求 方 程 
|p "~-gqg |=1 QW 
的 整数 解 .其 中 p,g 为 素数 ,r,s 是 大 于 1 的 正 整 数 , 并 证 明 你 所 得 到 的 
解 是 全 部 解 . 
(第 37 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 由 p,q,r,s 的 对 称 性 ,不 妨 设 p” > 9 , 即 不 妨 只 考虑 方程 
pP -gq=!1 © 
的 整数 解 . 
显然 ,p 和 g 不 能 全 为 奇 素数 ,否则 产 - 竺 是 偶数 ,不 满足 方程 名， 
于 是 p 和 g 中 必 有 一 个 等 于 2. 
(Dp = 2 时 ， 
如 果 = 2s 是 偶数 , 设 奇数 g = 2g + 1, 则 
g+1= (2g +1)” +1 寺 2 (mod4) 
不 能 被 4 整除 ,而 g+1l= p= 2", 
当 > 1 时 ， 2 二 0 (mod4)， 
所 以 ;不 能 是 偶数 , 即 ; 只 能 是 奇数 . 
由 >1 可 得 之 3. 
p=2"=y+1 
=(g+1)(g -gg * +"—-g+1). 
所 以 g + 1 只 含 素 因子 2, 设 
+l=2 (i 完 2), 
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2”"=y+1= (2 -1)+1 
= 1+25— CH(2) + .+1 
=2'(s — C172! 十 …)， 
由 于 s 一 C22:+… 与 有 相同 的 奇偶 性 .由 s 是 奇数 ,可 知 s 一 C2 
+ … 是 奇数 , 故 只 能 为 1, 于 是 1 = r. 
从 而 方程 化 为 2" = (27 1):+1. 
于 是 ;= 1, 与 ; > 1 于 导 . 
所 以 p = 2 时 ,方程 @ 无 解 . 
(2)g = 2 时 , 则 由 的 得 
2 =p -1=(p- 1) (Cp! 十 入 一 十 … + 1). 
若 > > 1 是 奇数 , 则 


党 泣 


pit+p ?+.+1>1 
是 -个 奇数 的 和 , 故 是 奇数 ,这 是 不 可 能 的 .所 以 是 偶数 . 
设 r = 2r, 则 
2=p -1=p "1= (pi-1)(p+1). 

此 时 ,z -1 和 靖 +1 是 两 个 相 邻 的 偶数 ,它们 都 是 2 的 正 整数 次 攻 ， 


则 必 有 
pr -1 =2， 
p1i+1=4. 
因此 p=3, ri 三 上 
此 时 r=2,， s=3. 
于 是 得 到 解 


p=3, g=2, r=2, s=3. 
考虑 到 对 称 性 ,方程 WD 有 两 组 解 
p=3, gqg=2, r=2, s=3. 
和 p=2, gqg=3, r=3, s=2. 
12.97 “证明 方程 19x? - 17y? = 50 没有 整数 解 . 
/ (第 30 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 已 知 方程 可 化 为 z 
1l8x* — 1l8y + z+ y= 50., 
考虑 以 9 为 模 , 则 
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7 三 0,1,8 (mod9). 
于 是 方程 左边 有 
19xz3 — 17y’ Sx? + y’. 
二 0,1,2,7,8(mod 9). 


而 方程 右边 有 
S0 三 9 (mod 9). 
因此 方程 没有 整数 解 . 
12.98 ”证 明 任 何 四 个 自然 数 rz,y,z,* 都 不 能 满足 等 式 3x4 + 
Sy +7z4 = 11t4. 个 


“(第 51 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证] 假设 自然 数 xz,y,z,t 满足 等 式 @. 
(1) 奉 t 为 奇数 , 则 有 
11t* 二 3 ( mod 8), 
则 人 式 左 边 应 为 两 个 字母 为 偶数 ,一 个 字母 为 奇数 . 
大 x 和 y 为 偶数 ,>z 为 奇数 , 则 
3z +5S 光 +7z4 三 7 (mod8). 
大 x 和 z 为 偶数 ,y 为 奇数 , 则 
3xz4+S4+7z4=$9 (mod8). 
若 z 为 奇数 ,y 和 > 为 偶数 , 则 
3r1+ 5y +7zt=3 (mod8). 
由 此 可 知 ,y 和 > 为 偶数 ,z 为 奇数 . 
将 QD 式 化 为 
54+7Tz4 = 3(14 -rx1) +814 四 
考察 {ft— x= (t+ rt xr)(t + x ). 
蔡奇 数 1 和 工 对 模 4 同 余 , 则 * - 工 能 被 4 整除 ,此 时 上 + 工 ， 1 十 
x“ 均 能 被 2 整除 ,于 是 1* -- x4 能 被 16 整除 ， 
莒 奇数 :和 + 对 模 4 不 同 余 , 即 余数 为 1 和 3, 则 上 +z 能 被 4 整除 ， 
同样 有 z+ - x 能 被 16 整除 . 
由 y 和 z 是 偶数 , 则 @ 式 左边 
$ 兴 +7x 三 0 ( mod 16). 
而 久 式 右边 
3(11— x4)+8tt=8 (mod16). 
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于 是 @ 式 不 可 能 成 立 ， 
从 而 ,i 为 奇数 时 ,不 满足 等 式 全. 
(2) 若 t 为 偶数 , 且 zr,y,z 中 二 奇 一 偶 . 
若 z 为 偶数 ,> 和 > 为 奇数 , 则 
3x4+5y+7zt=4 (mod8), 
iltt=0 (mod8). 
若 y 为 偶数 ,x 和 > 为 奇数 , 则 
3x4+ 5y+7Tzt=2 (mod8). 
右 z 为 偶数 ,x 和 y 为 奇数 , 则 考察 模 16. 
3x4+5y 二 8 (mod 16), 
11t4 ~ 7z1 0 ( mod 16). 
从 而 ,上 为 奇数 ,x,y,z 为 二 奇 一 偶 时 ,不 满足 等 式 @. 
(3) 知 上 为 个 数 ,z,y,z 均 为 偶数 时 ,只 要 在 外 式 两 边 同 除 以 2 的 
适当 的 容 即 可 化 为 (1),(2). 

由 以 上 ,不 存在 自然 数 x,y,z,t 满足 @. 
12.99 ” 求 出 满足 | 12” - 5 | = 7 的 全 部 正 整数 六 ,7 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 】 若 $%" -122”= 7. 
由 于 $" =1] (mod4)， 

12”* 三 0 (mod4)， 

7 三 3 (mod 4), 


则 5* -12” 汪 1 ( mod 4). 
从 而 5" - 12” = 7 不 可 能 成 立 . 
若 12 疡 — $7 一 7， 


显然 m = 1，n = 工 是 它 的 一 组 解 . 
又 闪 mr > 1, 则 必 有 nn > 1, 反 之 由 n > 1, 则 必 有 mm > 1 
当 区 >1，n>>1 时 ， 


考虑 模 3. 

有 12” — $ = (~ 1)"! (mod 3). 

又 7 三 1 ( mod 3) ， 
所 以 为 使 12” 一 5" = 7 成 立 , 应 有 


(1)”"!=1 ( mod 3). 
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因而 ”为 奇数 , 则 有 


127 — 5* 二 ~ 5 ( mod 8), 
而 7 尘 ~ 1( mod 8). 
于 是 有 -SS 三- 1{( mod 8). 


这 是 不 可 能 的 . 
从 而 12” -5” = 7 没有 大 于 1 的 正 整 数 解 m 入. 
从 而 本 题 有 mx = 1， nn = 1 惟一 的 解 . 
12.100 ”证明 方程 6(6a: + 36* +c?) = 5n* 除 去 a = 65=c= 
n = 0 之 外 ,没有 整数 解 . 
(亚洲 太平 洋 地 区 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 非 零 解 a ,65,c,n 的 最 大 公约 数 (a,b,c,n) = 1. 方 


程 
6(6a2 + 36* + ec2) = 5n2, 由 
由 (6,5) = 1 可 得 6 | n’, 
从 而 61|n. 
进而 又 有 62 16(6a2 + 362 + c*), 
616a*+36b*+ ce?. 
于 是 . 3 | C. 
令 n = 6m,c = 3d, 其 中 m 和 d 都 是 整数 , 则 方程 @ 可 化 为 
6(6a* + 36* + 9d’) = 5. 6 m’, 
印 2a* + b+ 3d* = 10m2. (2) 
由 于 m’* 三 0,1,4 (mod 8), 
则 10 三 0,2 (mod 8). (3) 
又 由 名 ,6b? + 3d? 一 定 为 偶数 , 则 5b 和 4d 的 奇偶 性 相同 . : 
由 于 2a* 二 0,2 (mod8)， 
则 当 6 和 4 都 为 奇数 时 ， 
2a* +6*+3d’ 三 2+1+3 三 6 (mod 8), . 


或 2a* + b+3d 二 0+1+3 二 4 (mod8). 由 

和 人 链 矛 盾 , 所 以 5b 和 4 都 为 偶数 . 

由 于 5 ,4d,n 均 为 偶数 ,上 且 (a,p,c,a) = 1, 则 a 为 奇数 ,此 时 
2a* + b+3d 2,6 (mod 8). 

于 是 由 @@ 知 ,m 是 奇数 . 
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令 b=20，&=2di, 则 @ 化 为 
a? + 267 + 6d? = Sm”. 
b1 + 3d1 = 


因为 a 各 是 奇数 , 则 
Sm* -a 三 $1=4 (mod8), 


Sm*—a” 
下 


让 光 


2 ,2 
> ( mod 4). 


于 是 bp?+3di 二 2 ( mod 4). © 
然而 pb 三 0,1 (mod4)， 
3d? 三 0,3 (mod4)， 

则 bf + 3d? 汪 0,1,3 (mod4). 
晤 和 人 矛盾. 
因此 ,方程 中 仅 有 aa = 上 =c= 7 = 0 一 组 解 . 


12.101 ”证 明 不 存在 不 同时 为 零 的 整数 xz,y,z, 使 得 
2z 4 y= Tz4. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 首先 可 以 看 出 ,y 与 z 具有 相同 的 奇偶 性 . 
若 y 与 z 同 为 奇数 ,x 为 奇数 , 则 由 
2x4 二 2 (mod8)， 
yi 三 1 (mod8)， 
7z4=7 (mod 8). 
显然 方程 此 时 无 解 . 
若 y 与 z 同 为 奇数 ,z 为 偶数 , 则 由 
2x4 沁 0 (mod8)， 
y 三 1 (mod 8), 
Tz4 二 7 ( mod 8). 
此 时 方程 也 无 解 . 


和 寿 y> 和 >z 同 为 偶数 ,并 设 y > 0， z 这 0, 设 y=2yl，& = 2z1,， 


则 
2z + 16y1 = 7. 16z1, 
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4+8W=7.8zi. 
于 是 x 也 是 偶数 , 设 x = 2x1, 则 
1671+ 8y{=7. 8z1， 
2z+ 二 + yt = 7z1. 
于 是 x1,y1i,zi 也 为 方程 的 解 ,显然 y 和 zi 同 为 偶数 ,由 此 又 推 得 
zl 是 偶数 ,进而 设 
TI = 2 Y= 2y, ZI = 2z;, 


代入 原 方程 得 2r4+ y= 7z$. 


于 是 2 Y2s 2 也 为 方程 的 解 , 并 且 I Ys TZ2 也 是 偶数 . 
由 此 继续 下 去 ,因为 


TT>r>7r2>r3>…*>0, 
y>y>y%>w>…>0, 
z>z>z>z3>">0, 
则 必 有 一 个 时 刻 , 使 得 yi 或 zi 为 奇数 ,这 时 ,方程 显然 无 解 . 
由 以 上 ,已 知 方程 没有 不 同时 为 零 的 整数 解 x ,y,z. 
12.102 ” 求 出 满足 方程 3 .27 + 1 = y 的 所 有 整数 对 (x ,y). 
(第 41 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 当 x=0 时 ， 
y = 4，y = 十 2. 
奋 (z,y) 是 已 知 方 程 的 解 , 则 (x, 一 y) 也 是 方程 的 解 ,又 当 r<0 
时 ,已 知 方程 无 整数 解 , 因 此 只 和 需 考虑 已 知 方程 的 正 整数 解 ， 
设 y = 2u +'1,x 是 非 负 整数 , 则 有 
3.27= 4u+4u, 
3，。 22z 一 ul(u 十 1). 
由 于 (uw， w+1)=1, 且 & 与 x + 1 两 数 中 一 为 奇数 ,一 为 偶数 , 则 必 
有 


1 十 各 


不 
定 
方 
程 





MU 二 33， u 一 22 一， 
ut+l1= 2* 7, ut+l]=3. 
由 I 得 x = 4，y=7, 由 有 得 x=3，y=5， 
于 是 已 知 方程 有 解 (4,7), (4, 一 7),(3,5),(3, -5) 和 (0,2),(0， 
- 2) 共 六 组 . : 
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和 


12.103 ” 求 方 程 2* + 3” = 57 的 自然 数 解 . 
z (全 苏 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 工 =1，y= 1 z 二 1 显然 是 它 的 解 . 
当 过 = 1， y 宇 2 时 ， 
2+*+3 三 2 (mod9), 


所 以 5S* 汪 2 ( mod 9). 
由 于 55 ~ 3125 三 2 ( mod 9)， 
56 = 15625 三 1 ( mod 9)， 
于 是 56415 = 2 ( mod 9)， 
即 z= 6k+5. 
所 以 3> = S5135 -2 三 1 (mod7). 
于 是 61y. 
由 此 得 
2=5:-3=0 (mod4) 
这 是 不 可 能 的 . 
当 工 = 2 时 , 则 


37 ==S$ -4 三 1 (mod 4). 
所 以 y 是 偶数 , 设 y = 2yi , 故 
57=4+3 三 4 (mod9). 
由 此 可 得 z = 6k+4, 
因此 4=5*—3= 5 -9%=0 (mod8). 
这 也 是 不 可 能 的 ,所 以 x = 2 时 ,方程 无 自然 数 解 . 
当 过 字 3 时 ,由 
37 =5*-2*=1] (mod4)， 
知 y 一 27y1 是 偶数 ,于 是 
5*=27*+091 汪 1 (mod8)， 
知 z = 2zi 是 偶数 ,所 以 
27 一 (S$s + 3?1)(S21 一 321 ) 


可 设 $1 二 3271 = 271, 
S571 一 3?1 = 272. 
其 中 x > z 之 0， Xl 十 x? = xX. 消去 571, 得 


331 一 7 1 F771 | 
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由 此 得 ZX2 三 1， 
3 = 25 -1 三 0 (mod 3). 
所 以 x 一 2 = 2z3 为 偶数 ， 
31 = (2353 二 1)(253 ~ 1). 


又 可 设 2z3 + 1 = 32， 
23— 1 = 3?3， 
则 3 — 3»3 = 2， 
于 是 y= 1]， ys= 0. 
进而 x3=1, Xx=4, y=2, z= 2. 


综 上 ,有 两 组 自然 数 解 (1,1,1),(4,2,2). 
12.104 ” 求 方程 3* + 4” = 5* 的 所 有 正 整数 解 x,y,x. 
(第 32 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 显然 x = y = < = 2 是 方程 的 正 整 数 解 . 
下 面 我 们 证 明 方 程 
37 + 4> = $: 由 
除去 zx = y = =2 之 外 ,没有 其 他 正 整数 解 . 
设 正 整 数 x ,y,z 满足 方程 中 , 则 
:=1 (mod3). 
由 57 = (3 + 2)*, 则 
2* 汪 1 {( mod 3). 
于 是 z 为 偶数 . 令 z = 2zl, 则 人 化 为 
S21 — 22y = 37, 
(S71 + 27)(5° 一 27) = 37, 
由 此 可 得 
> + 2>Y = 3”,， 
S371—2”=1. 
由 5S=6-1，2=3-1 可 得 
况 D+ (1 二 0 (mod 3), 
(~ D7-(-1) 二 1 {mod 3). 
于 是 ,zi 为 奇数 ,y 为 偶数 , 令 y = 2yi， 
由 由 多 得 


© OO 
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(4+ 1 十 42 = (4 一 1)， 


1 圭 (-1)* . (mod4). 
数 所 以 x 也 是 偶数 . 
如 果 y > 2, 则 由 @ 得 
S$=[1 (mod8)， 
这 是 不 可 能 的 . 
所 以 ,只 能 有 y = 2. 
册 由 @) 得 S = 1+22 = 3， 
于 是 zi1 一 1， > = 2. 
从 而 由 他 X= 2. 


于 是 + = y= z = 2 是 的 仅 有 的 正 整 数 解 . z 
12.105 ” 求 出 满足 方程 8" + 15” = 17* 的 正 整数 解 (zx,y,z). 

: “(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 考虑 87,15*,17: 被 4 除 的 余数 ， 


对 所 有 >， 8 三 0 (mod4). 
对 所 有 z， 17: 三 1 (mod 4). 
于 是 由 已 知 方程 可 知 

15Y 圭 1 (mod4). 
从 而 y 必定 为 偶数 . 
再 考虑 8 ,15",17* 被 7 除 的 余数 . 
对 所 有 xx， 8*=1 (mod7). 
对 所 有 y， 1$y=1 (mod7). 
于 是 由 已 知 方程 得 

17: 二 2 ( mod 7). 
从 而 z 必定 为 偶数 . 
考虑 87 ,15” ,177 被 3 除 的 余数 ， 
对 所 有 y， 15* 二 0 (mod 3). 
对 偶数 z， 17* 兰 1 (mod 3). 
于 是 由 已 知 方程 得 


8* 二 1] ( mod 3). 
从 而 x 亦 为 偶数 . 
因此 ,x,y,z 均 为 偶数 . 
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令 zx=24，y=2w，z=272, 则 有 


26K 一 (17” 15”)(17” + 15”). 


从 而 有 17” — 15” = 27, 
17" + 15” = 26*77. 
由 :< 之 6k 一 :得 
lt </3k. 
中 + 全 得 
2 . 17”= 2(2% 2 + 1). 
， 由 名 可 知 6k — 2t > 0， 
所 以 26*-?21 + 1 为 奇数 . 
因此 由 他 式 得 t=1. 
由 (人 DO 有 17” — 15™” = 2. 
考虑 17" ,15” 被 9 除 的 余数 ， 
当 m 之 2 时 ， 


15”" 二 0 ( mod 9), 
当 为 奇数 时 ， 17” 二 8 (mod9)， 
当 2” 为 偶数 时 ， 17* 二 1 (mod9). 
所 以 当 mx 之 2 时 ,@@ 式 不 成 立 . 
因此 仅 当 m= 1，7 = 1 时 ,@ 有 解 . 
此 时 由 多 知 有 = 1. 
于 是 已 知 方程 有 惟一 一 组 解 : 
(x,y,2) = (2,2,2). 


© © Ob 


12.106 解 方程 28* -= 19* + 87= ,这 里 zx,y,z 为 整数 | 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 


[ 解 ] 如 果 x,y 和 xz 中 有 负 整 数 , 则 易 知 +,y,z 都 是 负 整数 ,用 


28 ,19-> 和 87-= 的 最 小 公 倍 数 乘 方程 
28z* = 19» + 87: 


Tf > zz 之 0. 
考虑 方程 @ 的 两 边 以 4 为 模 的 余数 , 则 
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由 
的 两 边 ,由 于 3 187, 则 左边 所 得 的 整数 能 被 3 整除 ,而 右边 的 第 二 项 不 
能 被 3 整除 ,第 一 项 能 被 3 整除 ,方程 由 不 成 立 . 

所 以 若 方程 中 有 解 , 则 z,y 和 z 都 需 是 非 负 整数 ,并 且 显 然 有 


证 水 政党 
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0 三 (-1)7+(-1)= (mod4). 
所 以 y 和 z 的 奇偶 性 不 同 . 
考虑 方程 @ 的 两 边 以 29 为 模 的 余数 , 则 
t+1=(-1)*=19Y (mod29). 
于 是 14 | y, 从 而 y 是 偶数 ,z 是 奇数 . 
车 y = 0, 则 


这 


28* = 1 + 87: 
= 88(87*-1+87z +.…+1). 
此 式 右 端 被 11 整除 ， 而 生前 个 能 被 11 整除, 所 以 y 关 0, 即 y 是 正 偶数 . 


由 也 又 有 =1+87: (mod9), 

即 87 二 0 (mod9)， 

所 以 z 之 2, 又 z 是 奇数 , 则 > 3， 

仍 由 山 “三 19” ( mod27), 
于 是 3 | y, 由 yy 是 正 偶数 , 则 6 | y. 

从 而 1973 二 1] ( mod 7). 

由 人 得 0=1+87* (mod7), 
即 3 二-1] (mod7). 

则 了 3 | >x， 

再 由 1183 三 1 (mod 19), 
则 由 @ 得 


97 二 87* 三 ]1* 三 1 ( mod 19), 
从 而 有 9 | 并 . 
由 以 上 ,zy 和 z 均 是 3 的 倍数 , 且 为 正 整数 , 则 方程 可 化 为 
(283 )3 + (193)3 = (873 )3. 
设 | 二 283 ， 1 一 193 ， 之 ] 一 873 , 则 xi,y 和 x 都 是 正 整 数 ， 
且 方 程 化 为 


3 3 3 
Zi 二 JW = zi. 


由 于 当 ”= 3 时 , 费 马 大 定理 成 立 ,故此 方程 无 正 整数 解 . 
于 是 方程 @ 无 整数 解 . 
12.107 ” 试 求 方程 19x? -84y? = 1984 的 整数 解 . 
(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
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[ 解 ] 已 知 方程 可 化 为 
19(z3 - 100) = 84(1+ 入). 
由 于 84 = 7 .12, 且 (19,7) = 1 则 71x - 100, 即 
7T| x3— 98—2, 
.71xz3 一 2. () 
今 T=7k+r, rE€ 10,1,2,…,6i. 则 
3 一 7383T3 Tk r+ 3 Thr + rr, 
因而 zs 三 rr (mod7). 
又 ”二 0,1,6 (mod7)， 
从 而 
z3 -2 三 5,6,4 (mod7). 
即 z3 一 2 不 能 被 7 整除 ,与 由 矛盾 .因此 ,方程 19z -84y = 1984 
没有 整数 解 . 
12.108 ”证 明 方程 xz* + 3xy - 2y* = 122 没有 整数 解 . 
(第 14 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1954 年 ) 
[证 ] 已 知 方程 可 化 为 
4xr° + 12xry— 8y = 488, 





(2x + 3y)* ~ 17y?* = 488. OD 
令 = 2zx + 3y, 则 由 名 @ 式 有 z 

u 三 1]2 (mod 17). © 
设 w =17k+r，r€ 10,1,2,…,16}, 则 zw 除 以 17 的 余数 依次 

为 
0,1,4,9,16,8,2,15,13,13,15,2,8,16,9,4,1. 

因而 @ 式 不 成 立 . 
于 是 原 方 程 没有 整数 解 . 


12.109 ”是否 有 整数 wx 和) 使 得 5m? - 6mn + 7n? = 1985. 
(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 】 已 知 方程 可 化 为 
25m’ — 30mn + 35n? =5 . 1985, 
(Sm — 3n)° + 26n? =5. 1985, 
(Sm — 3n)* =— 26n*: +5. 1985 
三 6 (mod 13). 中 
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注意 到 ,对 于 
T+ 三 0, 圭 1, 二 2,+3,+4,+t5,+6 (mod13), 
r=0,1,4,9,3,12,10 (mod 13). 
于 是 对 平方 数 (5m 一 3n)“， 
(5m — 3n) 关 6 ( mod 13). © 
由 人 与 @ 的 矛盾 可 知 ,已 知 方程 没有 整数 解 m 入. 
12.110 ”证 明 不 存在 不 同时 为 零 , 且 满 足 方程 x?+ y? = 3z? 的 整 
数 rr,yyz. . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] ”首先 证 明 若 方程 
rx +y = 32’ 中 
有 整数 解 (z,y,z) 天 (0,0,0) ,那么 它 有 过 和 > 互 素 的 解 . 
假设 (x ,y,z) 是 吕 的 整数 解 , 且 x 和 y 不 互 素 ,并 设 (z,y) = 4d， 
则 
=adr, y= dyil. 
且 (ziyi) = 1, 这 时 轿 化 为 
(dr1)’ + (dyi)” = 3x’, 
d(xf+ y1) = 32°. 
由 此 得 3z* 能 被 dq 整除 ,又 由 于 3 是 素数 ,可 得 z? 能 被 d2 整除 ， 
所 以 z 能 被 a 整除 . 设 > = czi ,于 是 
d*(x?+ y?) = 3d?z?, 
XT? 十 yf = 3x1. 
因此 (x1,y1,z1) 也 是 方程 的 整数 解 , 目 xz! 和 yl 互 素 . 
因此 ,只 要 证 明 方 程 @ 没有 zx 和 y 互 素 的 整数 解 即 可 . 
看 xx 和 y 互 素 , 则 z 和 > 不 能 同时 被 3 整除 . 
如 果 x 和 yy 都 不 能 被 3 整除 , 则 
t+y=2 (mod3). 


于 是 方程 中 没有 整数 解 . 
如 果 x 和 y 一 个 能 被 3 整除 ,一 个 不 能 被 3 整除 . 则 
7 + yy 二 ( mod 3). 


此 时 ,方程 中 也 没有 整数 解 . 
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于 是 ,已 外 方程 没有 不 同时 为 零 的 整数 解 . 
12.111 已 知 整 数 m,n 满足 m,n € 11,2,…,1981| 及 
(nn ~ mn mm )* =1. (人 

求 m* 十 7 的 最 大 值 . 
(第 22 届 国 际 数 学 奥林匹克 ， 的 

[ 解 ] 车 mm =n, 由 @ 可 得 (mn)? = 1 又 由 产生 站， 
1981i ,所 m=n=1. 

和 若 7 关 nn, 并 约定 n> nm. 

令 = 殉 十 由 :于 是 由 四 式 有 

[Cort ua) mm+w) -mj =1, 

和 (ma2 ~- um— ui) = 1. 

再 令 mm = wu + ai 同样 有 

(一 Ta 一 ut_1)” = | 


如 果 4 关 w-b 则 以 上 步骤 可 继续 下 去 ,直至 


(zi 一 2) = 1, 
且 Ur-; 二 il 二 1. 
这 样 就 得 到 数列 
nn Pl, Upy Mi li 人 = 1), weil = 1). 


此 数列 任意 相 邻 两 项 均 满 足 方程 ,并 且 满 足 = uj_1+ wu-2, 这 
恰好 是 裴 波 那 契 数列 . 

容易 求 出 ,集合 11,2,… ,1981| 中 的 裴 波 那 契 数 为 

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, 
89,144,233,377,610,987,1597. 

由 此 可 知 , 当 mm = 987， nn = 1597 时 ,wm*+ n* 的 值 最 大 ,最 大 值 
为 9872 + 1597? = 3524578. 

12.112 ” 设 a 是 给 定 的 正 整 数 ,A 和 B 是 两 个 实数 . 试 确定 方程 组 

1 +y +z = (134), 
rx (Ar’ + By:) + y (Ay + Br) + z* (Az? + Br’) 





= 地 (24 + B)(13a)’ 


有 正 整 数 解 的 充分 必要 条 件 ( 用 A,B 的 关系 式 表 示 , 并 予以 证 明 ). 
(第 $5 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ， 1990 年 ) 
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数 
论 
大 


乘 以 


[ 解 ] 第 一 个 方程 平方 得 
Xi+ y+zt+2ry +2y z+ 2z2z = (13a)’, 


1 
> 如 得 


B(x + yz1)+ B(x*y + yz + zx ) = 广 B(13a)4,0 
GD 式 与 第 二 个 方程 相 减 得 

(A -十 BJCz4+ yte)= DA- F813 © 
下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
(1) 当 和 A 关 方 B 时 ， 

1 . 
A 7B 天 1. 
则 方程 @ 等 价 于 . 
2(x14+ y+ z4) = (13a)4. 人) 

设 原 方 程 组 有 正 整数 解 (z,y,z), 则 正 整 数 人 必定 满足 方程 


显然 ,a 必 为 偶数 . 
设 a = 2a1, 则 方程 号 等 价 于 
X14+ y+ x4 一 8(13a)4、 (A) 
由 方程 由 可知 ,rz,yyz 必定 全 为 偶数 . 否则, 如果 x,y,z 都 为 奇 


数 , 或 者 一 个 为 奇数 ,两 个 为 侦 数 , 则 方程 @ 的 左边 为 奇数 ,右边 为 偶 
数 ; 如 果 两 个 为 奇数 ,一 个 为 偶数 , 则 方程 @ 的 左边 为 8k + 2 型 的 数 ， 
右边 为 8k 型 的 数 ,这 都 不 可 能 . 


设 T= 7 y= 2y, X= 2xzl. 
则 方程 @ 等 价 于 
2(xt+ y+ zx) = (13a1). 
显然 ,ai 必 为 偶数 . 
设 al = 2a;, 利 用 类 似 的 推理 可 知 :x ,yi,zi 也 都 是 偶数 . 
设 x = 205， y= 二 2， zj 二 2, 则 有 
2(73 + y+ zd) = (13a,). 


由 于 a 为 给 定 的 正 整数 ,所 以 上 述 推理 过 程 经 过 有 限 次 可 得 到 整 
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数 x ,yi ,zi , 且 满 足 
2(x4 十 十 zt) = 134. 


这 显然 是 不 可 能 的 . 
从 而 当 A 关 方 B 时, 原 方程 没有 正 整 数 解 


(2) 当 A = 方 B 时 ， 

若 A = B = 0, 则 第 二 个 方程 为 恒等式 . 

车 B 关 0, 则 A 和 0, 于 是 第 二 个 方程 即 为 

(x 十 vy 十 z2)* 一 (13a )4 ， 

即 x+y+z = (13a). 

这 就 是 说 ,无 论 何 种 情况 ,如 果 (x,y,z) 满足 第 一 个 方程 也 必定 
满足 第 二 个 方程 ,从 而 方程 组 显然 有 解 

X=3a, y= 4a, z= l2a. 


于 是 方程 组 有 正 整 数 解 的 充分 必要 条 件 是 
人 = 方 有 


12.113 ”已 知 正 整 数 a 和 6 使 得 abp +1 整 除 o + 六 ,求证 
.2 2 
4 二 2 是 某 个 正 整数 的 平方 . 


ap 十 | 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 1] 当 a = 5b 时 ,有 正 整 数 gq, 使 得 
2a” 
a” tl 4 
(2— g)a” = g. 
显然 ,g = 1 = 1*, 此 时 结论 成 立 . 
由 对 称 性 ,不 妨 设 a > 0. 
设 与 ! 是 满足 下 列 条 件 的 整数 : 
a= bbs-1t, 
s 宇 2,0 三 1 < 之 0. 





2 2 
将 四 代入 乞 十 生得 











ap+t+!l 
a 十 总 bs ~— 2hst 十 1 十 0 
co0 十 ps— bt+l 
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讶 洲 汪 


1 tT 深 





考察 这 个 数 与 s - 1] 的 差 
bs* — 2bst + 1* + pb” | 
一 一 一 一 一 一 一 人 一 1) 





教 b*s—-bt+l 

论 bs— bst+b+t —-s—-bt+l 

郑 一 blbs —1)+1 
_ ss(b? -bt—1)+6(b6 -1)+t +l 加 
加 pps 一 zt) +1 


因为 上 < 6, 所 以 5- 三 1 从 而 
bp-bt-i>0, bb-t:>0, t+1>0, 








于 是 @ 式 大 于 0, 即 
bs* — 2bst + 1 +b? 
Se 一 1] . 
bs— bt+l >; © 
_ 6282 — 2bst 十 大 二 六 
一 一 一 一 一 一 一 +1. 
同 旦 到 -OH | 下 
由 于 红土 加 刀 汪 二 26 十 蕊 十 入 是 整数 所 以 由 加 ,@ 可 得 
abt+l | bp*s— bt+l ’ ， 1 
bs 2bt+t+t + 
bs~bt+l 用 
由 此 得 bp*+12 = bts+s. 
即 b+ a+w 
bt+l ”op+l 


因为 a > 4。> i, 所 以 1 = 0 时 ,s = 六 为 平方 数 , 若 1 关 0, 可 仿 此 
继续 下 去 ,经 过 有 限 步 之 后 ,总 可 以 使 最 小 的 数 变 为 0, 所 以 :是 平方 


数 , 即 2 二 如 是 某 个 正 整数 的 平方 
” 十 | 、 . 


[证 2] 今 A= |(a,b)ja,bE Na>b,ab+lla’+b’|. 
本 题 的 结论 是 :对 上 所 有 (a,5) € A, 都 有 


2 2 
f(asb) = St = ke, (kEN). 0 


i 记 B= |(a,6) l(a,6b) EE A,B f(a,b) bk, LkEN). 
我 们 只 需 证 明 B = 2. 
车 B 关 几 , 则 不 妨 设 B 中 使 a + 5 最 小 的 数 对 为 (a ,6). 








2 2 
人 人、 _ 十 如 2 
a*— that+6*-t=0. OO 
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| 把 @ 看 作 是 关于 a 的 二 次 方程 ,显然 a 是 方程 的 一 个 根 , 设 c 
为 @ 的 另 一 根 , 则 由 韦 达 定理 有 
a+c= tb, (3) 
ac = 6 -tt. (4d) 
由 知 c 是 整数 ,由 了 旨 知 c 关 0. 
若 c< 0, 则 由 :>0，4&b>0 知 





一 tcp 一 上 之 (0. 
由 < 是 多 的 根 得 
ctp+p-t=0， ©) 
于 是 +b = t+itR0. 
出 现 予 盾 . 
因而 c>>0. 由 纪 知 
0O<a=b-+t1<b a’, 
所 以 0<c<a， 
2 2 
由 加 得 t= 
于 是 (5,c) 或 (c,5) E B, 但 此 时 
b+c<a+t+owb. 


与 (a ,b) 的 选择 , 即 a + 5b 最 小 相 矛 盾 . 
所 以 B = 好 ,从 而 命题 得 证 . 
12.114 ” 求 满足 方程 xz* -2 = 1 的 所 有 素数 x 和 y. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 

[ 解 ] 由 x*=2y +1 可知 
xz” 是 奇数 ,因而 x 是 奇数 . 
设 x = 2n+1,(n EN). 则 原 方程 化 为 

(2n +1) = 2y:+1, 

y= 2(n*+n). 

于 是 y 是 偶数 ,因为 y 是 偶数 . 
又 因为 y 是 素数 ， 则 y = 2. 
将 y = 2 代入 原 方程 得 x = 3. 
因此 , 原 方程 只 有 惟一 的 素数 解 z+ = 2， y = 3. 
12.115 ” 求 方程 27+1 + y* = xz? 的 素数 解 . 
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(第 18 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 方程 得 
2 = (2 — y)(z + y), 
xz—y 二 2*, 
Bo z+y= Fr kt 
其 中 kEZ, 且 0k<x-k+t+l. 
上 面 二 式 相 加 得 z 二 2 二 27， 


二 式 相 减 得 二 23 一 241 
车 上 一 1 守 1, 则 yy 与 z 不 可 能 同时 是 素数 . 
车 = 1, 则 

y 三 27 1 一 | 

xz = 27 !+1. 


由 于 y= 2 -1,2”' 与 xz = 2*1+1 是 三 个 相 邻 的 自然 数 , 因 
而 其 中 的 一 个 数 能 被 3 整除 ,又 因为 27 不 能 被 3 整除 , 则 或 者 = ,或 者 
y 能 被 3 整除 . 
若 z 能 被 3 整除 , 则 z = 3, 此 时 y = 1， yy 不 是 素数 . 
若 y 能 被 3 整除 , 则 y= 3, 此 时 z= 5，x =3. 
因此 ,方程 的 素数 解 为 
， T=3,， y= 3,， z=5. 
12.116 ”关于 z,y，,z 的 方程 xz + y = z4 有 素数 解 吗 ? 
(第 14 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 假设 素数 x,y,x 是 方程 x + yw = x' 的 一 组 解 . 则 
y = zr = (z+ rx)(z — xr). 


因为 xz -x<x 盖 + 并 且 > 是 素数 , 则 


zx 一 之 二 上 z X= y, 
六 十 工 二 如， | z+ 二 yy. 
对 于 方程 组 ,由 于 x “与 x 之 差 为 1( 奇 数 ), 所 以 zz 与 x 一 为 奇 素 


数 ,一 为 偶 系 数 . 
若 z 一 2, 则 x = 3, 此 时 yw = zx?+ x = 7 不 可 能 . 
若 x = 2, 则 z= 3 不 可 能 . 
所 以 方程 组 本 没有 素数 解 . 
对 于 方程 组 ,由 z* 一 z= 二 vy 可知,x,y 和 z 中 必 有 一 偶 素 数 2. 
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若 x = 2, 则 有 








z*— y= 2， 
yz =2. 
即 交 -y-4=0 没 有 素数 解 . 
若 y = 2, 则 有 
z*—X= 2, 
2 十 之 一 
此 时 x = 1 不 是 素数 . 
车 z =2, 则 有 
++y 二 4， 
y -X= 4. 





即 交 +y-8=0 也 没有 素数 解 . 

因此 方程 组 [也 没有 素数 解 . 

于 是 已 知 方程 没有 素数 解 . 

12.117 ” 求 出 所 有 使 得 C2 一 1 = yp" 成立 的 正 整 数 b,n 和 素 
数 p. 


不 
定 
方 
程 





(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 可 化 为 
一 1) 1 = yp, 
(m+ Dm 一 2) = pr. 
(1) 若 mz 为 奇数 .由 p 是 素数 ， 
则 对 某 个 整数 上 ,0 委 上 委 ", 有 


7 一 2 三 太一. 
从 名 ,多 中 消去 六 得 
p” ‘+3=2p.. 人) 
当 上 =0 时 ,有 加 +3= 2. 


此 时 显然 无 解 . 
所 以 :>0. 


OO 
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1 十 浴 





当 n -+t1>0 时 ,由 @, 素 数 p 是 3 的 约 数 ,因此 p = 3. 


这 时 @ 式 化 为 
雪 3 1=2.30. 出 
二 车 :~ 1>0, 则 @ 式 右边 是 3 的 倍数 ,左边 不 能 被 3 整除 ,这 不 可 
能 . 
若 上 -1=0, 则 有 
3 +1 =2， 
从 而 nt-1=0. 
由 此 可 得 1 二 1,n=2,m= py” '+2=5. 
当 n 一 + 二 0 时 ,@ 式 化 为 
1+3= 2p. 
从 而 p=2,n=t=1,m = 3. 
(2) 若 m 为 偶数 ,由 p 是 素数 ， 
则 对 于 某 个 整数 :1,0 帮 1 达 nn, 有 
m+t+l= pp, 加 
从 书 ,@ 中 消去 m 得 
六 -3 = 2p 0 
显然 上 > 0, 耕 则 等 式 左边 为 负数 ,右边 为 正 数 ,中 式 不 可 能 成 立 . 
若 n 一 1 之 0, 于 是 由 人 @ 式 ,p 是 3 的 约 数 ,又 p 是 素数 ,所 以 p = 
3. 此 时 @ 式 化 为 


3 -1 =2. 3 和 一 上 
从 而 有 7? -上 -1=0,:--1=1, 即 

t=2,n=3,m=8. 
若 n 一 +t = 0, 则 @ 式 化 为 

p' -3=2. 

从 而 有 = 5. 
此 时 := 1,n=:=1,m=4. 
由 以 上 ,此 方程 仅 有 四 组 解 : 


m = 了， m = 9， m = 8, J 
1 一 |， n = 2, n 二 3， n 1]， 
p = .2,， p = 3, p = 3, L , 
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12.118 ” 试 找 出 满足 等 式 jr + o = r 的 所 有 素数 p,qg 和 7 六. 
(第 53 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 户 < 9. 
显然 , 若 > 为 素数 ， 则 p 和 g 不 能 都 为 奇 素数 ,否则 为 偶数 ， 
只 能 rr = 2. 这 时 等 式 不 可 能 成 立 ， 
因此 ,p 和 g 必 一 为 偶 素 数 ,一 为 奇 素数 . 
由 户 < 9 得 p= 2. 
当 g 之 5 时 ， 
27 + gq = (21+1)+(g -1) 
= 3(241 -~ 202 + +1)+ (gq: -1). 
由 于 31g 一 1, 则 
3 129 十 0， 
从 而 -> 是 3 的 倍数 ,这 不 可 能 . 

于 是 只 能 有 d 三 3. 
此 时 pm +d=23+3?= 17 是 素数 . 
因此 p < g 时 只 有 一 组 素数 解 : 

p=2,09=3,r= 17. 
同样 ,gq < p 时 ,也 只 有 一 组 素数 解 : 

gqg=2,p=3,r= 17. 
12.119 ” 求 方程 组 


x+y+z=0, OD 
Xx +y+z =—18. © 
的 整数 解 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 由 中 得 z = 一 ( 工 十 y). @ 
将 全 代入 四 得 z + 一 (z+yi3=-18， 
化 简 得 xy 二 yy) = 6. 
再 由 @ Tyz =— 6. 由 


由 四 知 ,rz,y,z 是 6 的 约 数 , 且 要 满足 方程 @ 和 人 名 ,所 以 并 ， 了 之 
中 有 且 只 有 一 个 为 负数 ,而 且 这 个 负数 的 绝对 值 应 该 最 大 . 
令 x = 一 3, 则 得 
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总 和 





ss 污 演 


y = 2， 





y= |， 或 


之 二 2,， 
同 理 可 令 y = 3,z =- 3 分 别 求 出 另外 四 组 解 . 
于 是 方程 组 共有 六 组 解 ,它们 是 


之 一 了. 





12.120 求 方程 组 1 “六 “的 整数 解 


十 yz = 
(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 】 由 原 方 程 组 可 得 
(xz — 2y) + 2(xt + yz)* = 11, 
即 (x* +2y)(z* +21°) = 11. 
因为 11 是 素数 , 则 有 





rx*+2y = 1, 
{z+212 = 11. 
7 +2y? = {1,， 








zz 二 2t = 1. 
由 工 , 开 可 得 方程 的 四 组 整数 解 : 
r= 1， 二 一 1， x 二 3， 二 一 3， 
y=0, y=0, y= 1, y=—1, 
z 三 了， zz 二 一 了 3， 之 二 zz 三 一 1]， 
上 一 上， t 二 一 上， t = 0, 上 = 0. 


12.121 已 知 a,o,c,d 为 两 两 不 同 的 正 整 数 , 并 且 满 足 a+65 = 
cd， ab = c+ d. 求 出 满足 上 述 要 求 的 四 元 数组 a,6b ,c,d. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 车 a+5b 之 ab, 则 
ab~a-b=(a-1)(b-1)-1 过 0, 
(ae -1)(8 -1)<1l. 
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因为 < ,2 都 是 正 整数 , 且 a 隆 5, 则 必 有 
a 二 1] 或 b=1. 
若 ab > a+6, 则 
ct+d=ab>at+b= ca 
又 有 (c—-1)(d—-1)<1. 
此 时 c= 1 或 d=1. 
因此 a ,b,c,d 中 总 有 一 个 (也 只 有 一 个 ) 为 1. 





若 w = 二 1, 则 有 
1+6b= ca， 
b=ct+d. 
这 时 可 得 - 第 
当 ' 寺 = 吉 + 续 (= 吉 + 寺 + 雪 ! i 
所 以 ”c=2,4d=3 或 c=3,4d==2. 冯 这 
代 和 人 已 知 方程 组 可 得 6 = 5. 程 


再 考虑 0,c,d 等 于 1 的 情形 ,有 下 列 八 组 解 : 








T+y= 8p. © 

(其 中 和 pp 是 给 定 的 自然 数 ) 有 正 整 数 解 (x,y,z) 的 充分 必要 条 件 是 

什么 ?再 证 明 这 样 的 解 的 个 数 不 能 大 于 1. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1905 年 ) 

[ 解 】 对 于 方程 x + y = 产 , 仅 当 p > 1 时 , 才 有 正 整 数 解 

(x ,y,z). 

于 是 ,我们 假定 p > 1. 

由 方程 组 也 ,@ 解 得 

z+1 _ hn z+] _ nn 一 

p p 1 1 四 


户 - 1 p—!l p-1 
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对 所 有 的 正 整数 <， 台 一 -| 和 台 一 | 都 是 整数 
因此 ,由 关系 式 @ 和 图 推出 : 当 上 县 仅 当 )，- 1 是，- 1 的 信 数 时 ， 
x 和 yy 是 整数 . 
又 由 国 和 国 可 知 ,zx 和 y 仅 在 
pi>n>p 
时 , 才 是 正 数 . 
这 就 是 说 , 数 应 该 在 数 p 的 两 个 连续 的 乘 才 之 间 , 而 * 应 该 取 数 


” 户 的 两 个 宕 指数 中 最 小 的 那 一 个 . 


于 是 原 方程 组 有 正 整数 解 (zx,y,z) 的 充分 必要 条 件 是 下 列 三 个 
条 件 : 
(1) p>1; 
(2) n 一 1 是 p -1 的 倍数 ， 
(3) 不 等 于 数 p 或 p 的 整数 次 究 . 
如 果 所 有 这 三 个 条 件 都 满足 ,那么 原 方程 组 有 且 仅 有 一 组 解 . 
为 了 得 到 这 一 组 解 ,必须 用 上 面 所 说 的 方法 来 选取 = ,并 用 关系 式 
四 和 轩 求 出 zx 和 yy 
12.123 ”在 无 限 方 格 纸 上 ( 每 个 小 方 格 的 边 长 为 1) ,规定 只 允许 
沿 着 小 方 格 的 边线 竞 开 . 
证 明 对 任意 整数 » > 12 ,可 以 前 出 一 个 面积 大 于 wm 的 矩形 ,但 不 
能 再 从 这 个 矩形 中 前 出 一 个 面积 为 m 的 和 矩形 . 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 某 一 矩形 的 边 长 为 x ,y. 
不 失 一 般 性 , 设 x 志 vy. 
由 题 意 , 这 个 矩形 的 面积 大 于 m ,而 把 它 的 长 或 宽 减 去 1 之 后 ,所 
得 的 矩形 面积 就 应 该 小 于 mx , 即 
Xxy>m, 
| — 1l)y< 7， 


zy 一 1T) < 入. 
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但 是 由 x 碌 y 可 得 
(rl1)yz(y— 1). 


于 是 只 要 证 明 不 等 式 组 
Ty>m, 
| 一 1)< mn, 
Ty. 
有 正 整 数 解 就 可 以 了 . 


由 于 对 任 一 正 整数 六 ,必定 有 
km<(k+1), (kEN). 

所 以 我 们 可 以 分 下 面 四 种 情况 讨论 . 

(1) 当 m = k* 时 ,不 等 式 组 有 解 : 














=k-1, 
y=k+2. | 

(2) 当 记 < 之 之 上 (k++ 1) 时 ,不 等 式 组 有 解 : 
二 上 上， 

vy 二 上 +1. 

(3) 当 m = k(k + 1) 时 ,不 等 式 组 有 解 : 
T= k-l1, 
y= k++3. 

(4) 当 (k+1) < mm < (k+1)? 时 ,不 等 式 组 有 解 : 
三 上 + 上 1， 
yy 三 有 +1. 





12.124 ”证 明 存 在 无 穷 多 个 数 ,它们 不 能 表示 成 3 个 完全 立方 数 
之 和 的 形式 . 
(第 22 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 

[证 ] 由 于 

(9&k)” = 9. 909k’, 

(9k+1) = 0k +3.9k +3.0k+1, 

(9k +2)” = 0k +6.9k*+12.9k+8 

= 9(9°k* +6.9k*+ 12k+1)+1, 
(9k +3) = 3(3k+1) = 9.3(3k+1), 
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(Qk +4)3 = RI +12. 90k :+48.9k+64 
= 9(9283 十 12 .9862 二 48& 士 7) 土 上 
因此 ,一 个 完全 立方 数 只 有 9r,9z 土 1 的 形式 . 


于 是 形 如 9 + 4， 9z + 5 的 数 不 能 表示 成 3 个 完全 立方 数 之 和 的 
形式 ,它们 有 无 穷 多 个 . 

12.125 ”证 明 方 程 +*+ y= 
中 xyz 天 0. 


a 


z* 有 无 穷 多 组 整数 解 x+,y,xz. 其 


(第 23 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 1] 可 以 验证 方程 有 两 组 解 
(xz,y,2) = (3, — 1,2),(10,3,7). 
假定 (u,v,w) 是 方程 的 一 组 解 . 
那么 ,对 任意 整数 &, 则 由 [2,5,3] = 30 可 设 
T= ku, y= kev, z= Re 
这 时 有 
x + ys = R02 + hws 
= ku + wv’) 
~ hk30703 
= z’. 
于 是 (ku ,ksv,k"w) 是 已 知 方程 的 解 . 
从 而 已 知 方程 有 无 穷 多 组 解 
[证 2] 取 z= 215110， y= 26414， 二 210k17 有 REN, 则 
2 + ys 一 2304+20 | 230k+20 
一 230k+21 -一 3 
因此 (z ,yz) = (215k+10， 26k+4 210k+7) 和 N 是 已 知 方程 的 
无 穷 多 组 解 . 
[证 3] 邻 工 二 5， y 二 7 则 
T+ oy = (2n)7. 
现在 取 nn = 47, 则 
2n*n = Br 28 = (27710)3. 
于 是 (z,y,z) = (207S，24r5，27r%) 是 已 知 方程 的 解 ,从 而 
已 知 方程 和 有 无穷 多 组 解 . 
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12.126 ”证 明 可 以 找到 多 于 1000 个 3 元 自然 数组 (a ,6,c) ,使 它 


们 满足 等 式 cb + bP = cn. 
(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


[证 ] 已 知 方程 可 化 为 


人 人) 0 
我 们 选取 目 然 数 x 和 ,使 得 

= 他 = 有 . @ 
将 四 代入 中 就 有 c= n +k 
从 而 再 代入 @ 就 有 


a= n(n +k ), b= k(n' + ks). 
.于 是 对 每 一 对 ”和 A 就 可 得 到 一 组 解 
a= n(n +kS), b= k(n +kS), c= 7 二 有 0. 
12.127 ” 求 满足 方程 x*? + y* = 六 的 任意 一 组 自然 数 rz,y,z. 试 
问 这 个 方程 的 自然 数 解 集 是 有 限 的 还 是 无 限 的 ? 
(第 14 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 





[ 解 ] 因为 224 十 224 一 2 ， 
所 以 (2 ) + (2°) = (2). 
Tt = 28 = 256， 
于 是 | = 2 = 64， 
z= 2 = 32， 
是 已 知 方程 的 一 组 解 . 


同时 , 若 (zo,yo,zo) 是 方程 的 一 组 解 , 则 
x = ko, 
| = kD yo, 
| = kl*zo. 


也 是 方程 的 一 组 解 ,因而 有 无 穷 多 组 解 . 
12.128 ”证 明 方 程 x*+ y = 迪 +zx 有 无 穷 多 组 两 两 互 素 的 正 


整数 解 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
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9 下 深 


[证 ]】 任 取 一 对 互 素 的 自然 数 u,v, 令 


之 一 72 十 UT”. 


则 (z,u)=1. 
否则 ,车 (z,u) 关 1 可 推出 (& ,wv) 关 1, 出 现 巴 盾 . 
同样 (z,v)= 1. 
令 r= zz 十 wv, y= ve — ud. 
则 | zx*+y = (pz2 + vy) + (vz — wu)* 
一 《xz 十 2 ) z4 十 112 十 2 
= g” 十 之. 
此 时 必 有 (x,z) = 1, 否 则 与 (z,v) = 1 矛盾 . 
同样 (y,z) = 1. 
于 是 已 知 方程 的 解 为 
了 一 uz* 十 vw， 
| ze 一 
. z= Wu + vw. 
其 中 (xz ,vv) = 1. 


由 于 w 和 ww 有 无 穷 多 组 ,所 以 方程 有 无 穷 多 组 解 ,日 +,y 和 x 两 两 
互 素 . 
12.129 ”证 明 方 程 (x + y+ zx) +2(xt+yt+z)= 5(ry+ yet+ 
zx) 的 自然 数 解 有 无 穷 多 个 . 
(友谊 杯 ” 国际 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
{证 ] 显然 (z,y,z) = (1,1,1) 是 所 给 的 不 定 方程 的 一 组 解 . 
设 方程 有 解 CT V1 C1) T2272, 2) ,Kes Ves Zh). 
并 且 rtyta 人 rtyt+ta tt 
不 妨 设 zp = min {xe, yr, Zl. 
把 所 给 方程 变形 为 
z* (3r+3y—2)z+ (r+y -3ry+2r+2y) = 0. 
当 z = x， yy 二 时 ,上 述 方程 有 一 个 解 z = z, ,但 上 述 方 程 是 
关于 z 的 一 元 二 次 方程 ,因此 它 还 有 一 个 解 
z = 3T+ 3 —2— &. 
易 知 . zp> 2 
这 样 ,(xzi , ,zk) 也 是 所 给 方程 的 解 . 
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因为 Tt y+ ep > Tt M+ Zh, 
所 以 (x ,Wk ,zh) 是 一 组 新 的 解 . 
从 而 命题 成 立 . 
12.130 ” 试 判 定 下 述 不 定 方 程 组 是 否 存 在 正 整数 解 : 
Xf + xF + + Tig8s = 六， 
ri 十 人 3 十 十 Xiogs = z?. 
其 中 x, 关 xii 天 旋 . 
(第 14 届 美国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 1] ”我 们 证 明 更 一 般 的 结果 : 
对 于 任意 正 整数 ”, 不 定 方程 组 


zf 二， 四 和 
Xi+ x3+ "+r = x. O < 
存在 无 穷 多 组 正 整数 解 . 和 
2 
显然 由 13 二 23 二 二 7 一 长 2 D | ， 程 


1,2,…,n 及 中 2 是 方程 @ 的 -组 正 整 数 解 
令 x; = 二，7= 1,2,…,n, 代 和信 方程 得 


k*(1? 十 22 十 十 1) 一 人 ， 


_ kn(n+t+1)(2n+1) 
即 y= 6 . (3) 
代 人 方程 @ 得 
&3(13 + 23 + … 十 73) = x2， 
+ 1) 1] 
即 z* = ed 由 


NN n -了 
考虑 图 式 ,和 2 二 1 人 22 + 了 应 为 -立方 数 ,考虑 四 式 ,应 为 
一 平方 数 ,于 是 取 
i [ant+ DOatD] en 


则 x, = ki(i = 1,2,…,n) 都 是 方程 组 的 解 . 
[ 解 2] 设 CC2， Cn 为 任意 一 组 互 不 相同 的 正 整数 . 令 


= 
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3 机 注 


ft 一 Ci + a3+.…+as. 
设 x; = s**ta; ,代入 两 个 方程 得 


了 
x9 十 5 十 ，… 十 7 二 somtl yp2* 


一 y, 
好 + 一 EE 
因此 ,只 须 2m + 1 是 3 的 倍数 ,3m 是 2 的 倍数 ,于 是 取 
n= 6p+4(p EN). 


又 须 2k 是 3 的 倍数 ,3&k + 1 是 2 的 倍数 ,于 是 取 k = 6g+3(dE 


N). . 
则 > = seP1416913a,， (p,q EN) 是 方程 组 的 一 组 解 . 
从 而 方程 组 有 无 穷 多 组 解 . 
12.131 ”考虑 方程 x?” -3xy + 二 nn 个 


其 中 ?2 为 正 整数 . 试 证 

(1) 如 果 方 程 有 一 组 整数 解 (rz,y) , 则 它 至 少 有 三 组 整数 解 ; 

(2) 当 n = 2891 时 ,方程 没有 整数 解 . 

(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[证 ] (1) 设 (xz,y) 是 方程 吕 的 一 组 解 ,由 于 为 正 整 数 . 则 x 和 

y 不 同时 为 零 . 因为 
(y- XP = -3ry+3r yx 
=y -3ry + +3y- r)r + 
-3ry +r =(y-7r) 3x’(y~ xr)— ri. 

由 于 rT” -3ry+y =n, 
则 (y~— rx) -3r(y~ xr)+(- xr))=n. 

于 是 〈(y 一 ,一 了) 是 方程 中 的 一 组 整数 解 . 

同 理 (- y,x -~ y) 也 是 方程 @ 的 一 组 整数 解 . 

容易 验证 ,(x,y),(y 一 xX, 一 Xx),(--y,x 一 y) 这 三 组 解 是 不 同 的 . 

(2) 假设 ”= 2891 时 ,方程 中 有 一 组 整数 解 (z,y). 即 

rT” ~ 3ry + y= 2891, z 





则 有 z+ = 3ry +3.963+2. © 
从 而 有 T+y 二 2 (mod3). @) 
于 是 x ,y 有 如 下 三 种 可 能 : . 

| 7 汪 0 ( mod 3), 
(1) 
yy》 三 2 ( mod 3), 
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为 0 的 整数 解 ), 则 x? 一 ay* 一 bz” = 0 也 有 非 平凡 的 整数 解 . 


有 非 平凡 的 整数 解 可 知 ,a ,6 不 可 能 均 为 负数 . 


rz 寺 1 (mod3)， 
(i) | 





y 沽 1 ( mod 3), 
Gi) 二 2 ( mod 3), 
y=0 (mod3). 


对 于 (i ), 设 x = 3p,y = 3g +2, 其 中 p,q 均 为 整数 ,代入 名 式 


(3p)3 + (3g +2) = 3(3p)(3g + 2) +9.321+2. 

对 于 模 9, 上 式 左边 有 

(3p)3+(3g+2)3=8 (mod9), 

3(3p)(3g +2) +9.321+2 圭 2 ( mod 9). 
所 以 此 时 方程 @ 无 解 , 即 方程 @ 无 解 . 
同 理 可 证 (让 ) 和 (证 ) 这 两 种 情况 下 ,方程 @ 仍 无 解 . 
因此 ,n = 2891 时 ,已 知 方程 无 整数 解 . 
12.132 ” 设 ,6 为 整数 ,但 不 是 完全 平方 数 . 
证 明 才 方程 x* ~ ay bz” + abw? = 0 有 非 平凡 的 整数 解 ( 即 不 全 


(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] ”由 方程 rz ~ ay -bz tt+abw =0 QD 


不 失 一 般 性 ,可 设 a > 0(a ,6 为 非 完 全 平方 数 ,当然 都 不 为 0). 
设 (xo0,yo;z0,two0) 天 (0,0,0;0) 为 @ 的 解 , 则 





Xi ~ ayd — b(z$ — at) = 0. 四 
将 @ 的 两 边 乘 以 (zi - aroi) 得 

(zi ~ ayd) (zh ~ awd) -bxi- awd)* = 0. ®) 
又 因为 


(zi ayf)(zi 一 aroi) 


2 


_ 2 2 2 2 2 2 2 2 
= Z02Z0 一 GY020 一 Cr0T0 + a’ y6ws6 


2 2 ,2 


2 2 2 2 2 
= Z0z0 ~ Zaroyozowo + a hrzof 一 ayhizhf + 2axo yozowo — arfwté 


一 (rozo 一 ayo wo)” 一 a( yozo 一 0zo0)2. 


于 是 号 式 化 为 
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bal 





(xoz0 — ayowo) ~ a(yozo ~ Xxowo) — b(zé — at) = 0. (4) 
2 2 
令 Zi 一 0Z0 .dyYoWwWo, V1 一 y0ZzZ0 TOW0, ZI TT 0 dwN, 
则 (xz, y1,z1) 适合 方程 


too — bz = 0. 


若 zi = 0, 则 由 
zl! = zi -awi=0 

及 a 不 是 完全 平方 数 , 则 zo = wo = 0. 

骨 由 的 式 得 

xé ~ ay0 = 0， 

从 而 To= yo = 0. 

于 是 (x0o, yo0; Zo, wo) = (0,0,0,0) 
与 (xzo,yo,zo,z0) 关 (0,0,0,0) 矛盾 . 

所 以 、 zi 关 0， 
即 (ziyyiy zi) 天 (0,0,0). 


从 而 (zi,yi,zli) 是 方程 
2 一 cp 
的 非 乎 凡 整 数 解 . 
12.133 ” 设 p 是 两 个 大 于 2 的 连续 整数 的 积 .证 明 没 有 整数 zi， 


P P 
ma 通 合 方程 之 /好 一 和 Ti( 之 im) = 1 或 证 明 仅 有 两 个 / 








的 值 ,使 得 有 整数 ri , x，,… , x。 适合 之 zz 一 本 i(25) = 1. 


(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 p= Ck+1),k 宇 3, 则 
4p+1 守 12.4+1= 49. 山 
若 有 整数 zi 之 ra 之 … 之 xz, 适合 方程 


Pp 4 Pp 


则 ~ 4p+1= (4p+ DD -4 Va ) 
1 = 1 | 
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P P 
cap (Sa) ds 
es = 1 i=1 
P 
= 2 > (x — zr)) + > xz?， 
站 Fl 


其 中 之) 表示 对 i,j 的 每 一 种 组 合 求 和 , i,j € {1,2,…,p|. 


如 果 所 有 的 x.(; = 1,2,…,p) 均 相等 ,那么 由 @ 得 
4p+1= pr’. 


此 式 右边 能 被 p 整除 ,而 左边 不 能 被 p 整除 ,出 现 予 盾 . 


于 是 , 必 有 两 个 x ,zi 不 相等 , 即 必 有 
TI 之 XZ) 之 之 TI > XH 之 之 Tp， 
其 中 / 是 自然 数 . 
当 p-1>/ 之 2 时 ， 
22 (x -zx) 44(p -il) 守 8(p -2). 
由 DD,p 之 12 可 知 z 
8(p—-2)>4p+1, 


于 是 2 一 zx) > 4p+1. 
所 以 1 = 1 或 /1 = 户 - 1 
不 妨 设 Ti > TI X33 Xp-! 之 Xp. 
由 色 ) 得 


4p+1= 4(p—2)(r1— x2) + (x zs) 


t+ (p—2)(xr,— zx2)°] 十 3 


于 是 | 一 2 一 ] . | 
上 式 可 化 为 


9 = 4[ (zi 一 xp)” 十 (p 一 2)(xp 2 ) 十 3 


从 而 有 > 之 一 ] ， Xp 一 C2, 


这 样 就 有 5 = xit+(p— 1)x3, 
由 p 实 12 可 得 x2 三 0,， 
从 而 zf = 
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1 二 


了 证 涩 所 漠 








六 


这 也 是 不 可 能 的 : 
因此 没有 整数 Tis XT2s"",Xp 满足 方程 QQ. 





12.134 ”证 明 存 在 无 穷 多 对 正 整 数 (k,n ) ,使 得 
1 +2++R= (k+l1)+(k+2)+ “++. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 已 知 等 式 可 化 为 
方 ACE+I) = 方 (n 一 (n+tk+1), 
2k(k+1)= n(n+1), 
2(2k + 1)* = (2n +1)+1. QO 
令 过 =2a+ly=2&8+1) 则 人 @ 式 化 为 
Xz-~2y =—1. © 
本 题 等 价 于 方程 @@ 有 无 穷 多 组 正 整 数 解 . 
方程 @O 是 佩 尔 方程 . 
首先 x = y= 1 是 人 @ 的 一 组 解 . 旦 
_ (1 + V2)2n+l 十 (1 ~ V2)2"+! 
y= (1 + V2)224 一 (1 ~ V2)2"1! 
" 2 V2 
也 是 方程 多 的 解 .这 是 因为 
z 2y2 
= (x, + V2y, ) Cx, — V2y,) 
= (1 + V2)2"ti(1 — VD)J2n+i 
=—1. 
于 是 方程 包 有 无 穷 多 组 解 (x ,y) ,从 而 方程 有 无 穷 多 组 解 (& ,7 ) 
12.135 ”求证 对 任何 整数 & >>0, 方 程 a?+6?= c 恒 有 正 整 数 
解 . 


(前 苏联 大 学 生 数 学 竞赛 ,1976 年 ) 
[证 ] ”对 任何 正 整 数 妈 ,wv, 令 


[| (+ 三 六 十 (一 古装 | 


| (ut a) om (uo vi)*1, 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





即 c ,2 分 别 是 (x + wi)* 的 实 部 和 虚 部 的 绝对 值 . 

因为 对 任何 正 整 数 &, + 1, + i 的 & 次 方 根 的 全 体 是 有 限 的 ,所 以 
我 们 可 以 适当 选择 ,wv ,使 得 a 和 6 都 不 等 于 0, 从 而 a 和 6 都 是 正 整 
数 .这 时 

a + b= (w+ wi) = (ut wl): = (ut+ v). 


取 c = wu? + vw, 则 得 到 方程 的 一 组 正 整数 解 . 


、 +2++n’ 
12. 136 证 明 有 无 穷 多 个 自然 数 ,使 平均 数 一 一 一 一 一 一 
为 完全 平方 数 ,第 一 个 这 样 的 数 当然 是 1, 请 写 出 紧 接 在 1 后 面 的 两 个 
这 样 的 自然 数 . 
(第 31 尾 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 于 
12 4924. 4 n= n+ 1)(2n+1) 
6 | ’ 
1 +2 + "+n 2n’+3nt+l 
即 = . 


2 .22 2 
设 2 m EN, 则 


2 = 2n*+3n+l 
6 ， 
因此 ,本 题 等 价 于 求 出 一 切 自然 数 对 (n,m ) 使 方程 
2n*+3nt+1l1= 6m? 
成 立 , 将 上 式 两 边 乘 8, 并 配方 得 
(4n+3) -3(4m)*=1. 
这 个 方程 可 以 看 作 是 佩 尔 方程 
XT 一 3y = 1 
满足 x 震 3( mod 4) 和 y 二 0( mod 4) 的 解 . 
佩 尔 方程 的 解 可 以 通过 将 (2 + V3)*(k 之 1 的 整数 ) 写成 x + 
yy3 的 形式 来 得 到 . 
设 正 整 数 z, , yi 满足 
Xp 十 ye 43 = (2+V3)*， 上 上 污 1， 
则 (zw ,xx) 是 佩 尔 方程 x* - 3y* = 1 的 所 有 正 整 数 解 . 
下 面 证 明 ,存在 无 穷 多 个 & ,使 
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9 机 水 


z=3 (mod4) 且 类 三 0 (mod 4). 
显然 zs 二 Yerl 3 = (zpe+ yx /3)(2 + V3), 








| Tk | = 2 + 3y, 
于 是 

Vett = TE + ZY. 

Th+2 = dxp+tt — Xk, 
, 进而 有 
Vet+2 = 4yp+1 一 YW. 
注意 到 zx , yi 的 前 4 项 分 别 为 

Xe:2, 17, 20, 97,， 
ye:l1, 4, 15, 56. 


从 而 有 ixi( mod 4)} 和 | yw( mod 4)! 都 是 以 4 为 周期 的 周期 数列 , 且 
Tw 二 3( mod4) 《> 上 k==2 (mod4)， 
三 0( mod4) © k = 0( mod 4), 

于 是 , 当 且 仪 当 上 三 2 (mod4) 时 ,有 

x 3( mod4) fH y= 0( mod4). 

这 就 证 明了 存在 无 穷 多 个 n 满足 题 设 要 求 . 

由 以 上 ,符合 要 求 的 前 3 个 n 所 对 应 的 & 分别 为 2,6,10. 此 时 易 得 

n 分 别 为 1,337,65521, 所 以 紧 接 着 1 后 面 的 符合 要 求 的 数 为 337， 

65521. 

12.137 “证明 对 任意 整数 a ,b,c,d,a 了 关 5, 方 程 
(riay+c)(rt+tby+ad) = 2 
至 多 有 四 组 整数 解 . 再 确定 a ,b,c， 4 使 得 方程 恰 有 四 组 不 同 的 整数 


(英国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 因为 a,b,c,d 是 整数 ,所 以 方程 
(zx+ayt+c)(r+byt+d)=2 
等 价 于 方程 组 


T+ayt+rec = pp, 
T+byt+d = 9g. 
其 中 p 和 4g 为 整数 , 且 py = 2. 
上 述 方程 组 是 关于 x 和 y 的 二 元 一 次 方程 组 ， 因此 当 4a 取 5 时 ， 至 
多 有 一 组 整数 解 
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注意 到 适合 pg = 2 的 不 同 整数 对 (p,q) 共 有 四 对 ; 《1,2) -1 
-2),(2,1),(- 2, 一 1), 而 且 不 同 的 整数 对 (p,qg) 确定 不 同 的 解 (x， 
y). 因 此 方程 至 多 有 四 组 整数 解 . z 


当 且 仅 当 一 4 六 为 整数 时 , 即 


+1+d-— 
te cey 
时 , 恰 有 四 个 整数 解 . 此 时 | 
l+d-c -~l+t+d-c_ 2. 
a—b a—b a—b 
为 整数 , 即 (a - 5) | 2. 
如 果 a -5 = 土 ], 则 二 -二 亿 二 < 为 整数 


如 果 a - 6 = 土 2, 则 去 -一 和 一 上 为 整数 的 充分 且 必 要 条 件 是 
d -rc 为 奇数 . 
因此 当 ja-51=1 或 la-61=2 有 cc-4d=2k+1,kE€2 时 , 
原 方程 恰 有 四 组 整数 解 . 
12.138 ” 求 方 程 (y + 1)” 一 1 = y! 的 自然 数 解 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 j 设 自然 数 x 和 y 满足 方程 . 
首先 证 明 ,p = y+ 1 是 素数 . 
如 果 p 是 合 数 , 则 户 的 因数 4 满足 1< < y+1l 则 2 | y!, 又 
d 1 (y+ 1)", 于 是 
l= (y+1)"- yl! 二 0 (modd), 
这 是 不 可 能 的 . 
因此 ,已 知 方程 苦 有 自然 数 解 x ,y, 则 y+ 1 是 素数 ,从 而 素数 p 满 
足 方 程 
Pp -1=(p—1)!. 
如 果 pp 宇 7, 则 将 上 式 两 端 除 以 p -1 可 得 
Pr" tp +…+1=(p-2)1, 
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方 
程 





411 -二 








而 当 户 之 7 时 ， 
_ _1 
2< 2 < p22, EN 


中 


所 以 上 式 右 端 能 被 2 . 2 =p。- 1 整除 . 


又 由 p 是 率 数 , 则 
p=1l: (mod(p—-1)), i=0,1,…,x—1. 


pi = (p -Dl= Ol = ( mod (p — 1)), 


i=0 


即 三 0 ( mod (p — 1)). 
即 有 之 p-l1. 
但 是 pti<pit+1=(p-2)!<(p-2)r ?< Ap， 
从 而 rz-1<p-2, 
TT<p-1, 
与 + 之 pp 一 1 蔬 盾 . 
所 以 必 有 p<7. 
即 只 有 可 能 是 2,3,5. 
如 果 p = 2, 则 -1=1, 
因此 T= 1,y=1. 
如 果 p = 3, 则 37—-1=2, 
因此 X=1,y=2. 
如 果 p = 5, 则 和 一 = 24, 
因此 过 = 一 2y=4. 


于 是 原 方程 有 三 组 自然 数 解 (z,y): 
(z,y) = (1,1),(1,2),(2,4). 
12.139 ” 求 方程 11 + 21 +…+ (z+1)! = y*! 的 自然 数 解 . 
【前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 记 Fz)=1llt+t21+…+(z+1T)1, 则 
f(1) = 3, f(2) =9=371，F(3) = 33 = 3.11. 
当 z>3 时 ， 
fx) = f(3)+ Sl++ (r+1)!=3 (mod5). 
由 于 对 任意 莹 数 &， 
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(SA) = 25k* 0 (mod5), 

(Sk t+t1)*= 25&2 土 10&+1 二 1 ( mod 5), 

(Sk + 2)? = 25k* + 20k +4 汪 4 ( mod 5). 
所 以 f(x) 不 是 整数 的 平方 . 
因此 , 当 > = 1 时 ,对 任意 自然 数 x 关 2 及 y 都 不 满足 f(zx) = y 
1+1 
当 z 实 2 时 ， 

f1) = 3, f(2) = 9, f(3) = 33, f(4) = 153， 
f(5) = 873, f(7) = 46233. 
因此 x = 1,2,3,4,5,7 时 , f(x) 都 能 被 3 整除 ,但 不 能 被 27 整 除 , 因 而 
Frz) 天 zx 之 2 


yy 


当 x >7 时 ， 
f(r) = 7)+91I+…+(r+tl)1 三 AI7) (mod27). 
当 x = 6 时 ， 
f(6) = 5913 = 34 .73. 
于 是 x = 6 及 x >>7 时 ,了 f(x) 都 不 能 表示 成 y''(z 这 2) 的 形式 . 
即 实 2 时 ,方程 f(x) = y'! 没有 自然 数 解 . 
由 以 上 ,已 知 方 程 有 惟一 的 自然 数 解 
r=2,y=3,z=1. 
12.140 ”对 给 定 的 n E€E N, n>1, 记 n= 二 nl1+ 上 kkEN. 证 
明 对 任意 上 € 11,2,…,n| ,都 有 一 个 素数 pp, 它 整除 m4 ,但 不 整除 11， 


1 DI Tt ND, 
(奥地利 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
、 、 11 | 
[证 ] 记 和 = 有 = 全 + k= 1,2,.…,n. 


我 们 只 需 证 明 ; 如 果 p 是 的 素 因 子 , 则 对 每 个 关上 ,素数 p 不 能 
整除 w ,又 因为 素数 p 能 整除 4 ,从 而 能 整除 mw - 4. ,所 以 素数 p 
侍 合 题目 要 求 . 

设 p | ,并 且 有 某 个 j 关上 ,使 得 pp | »1;, 则 pp | lj 或 p | 了 

因为 了 7 是 1:2…(R-1)+1) 2 = 大 一 工 的 因数 ,所 以 HA 
_ ,从 而 (六 2) = (j,1) = 1, 因 此 不 可 能 有 p17, 于 是 p14, 且 
plili,? 上 &. 











设 p 过 nn. 如 果 pbp 关 &, 则 因 吉 = 1:2…(k 一 1)(k+1)…n+1， 
所 以 户 与 入 互 素 . 

同 理 p 关 j, 则 pp 与 1 互 素 . 

因此 ,p 至 少 与 4 或 /; 互 素 ,所 以 p 志 n 是 不 可 能 的 . 

再 设 p>>n, 则 

k—-j= pn m= kit -j=0 (modp). 

即 pl (kj)), 与 0<lk-j|<n<<p 刻 盾 . 

因此 不 可 能 有 p | i 且 p 1 6, 结论 得 证 . 

12.141 ”证明 不 存在 这 样 的 正四 棱锥 , 它 的 所 有 棱 长 .表面积 和 
体积 都 是 整数 . . 


加 由 跨 


(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 
[证 ] ”假设 这 样 的 正四 棱锥 存在 . 
设 g 为 底面 正方 形 的 边 长 ,h 为 棱锥 的 高 ,了 为 侧 棱 的 长 ,s 为 表面 
积 ,w 为 体积 , 则 


v = gh G) 
由 于 gg,f,s,v 为 自然 数 , 所 以 
r=g, y= bu， z= g(s— g’), u = 20°f Gh 
都 是 自然 数 . 且 


2 
T+y = gi +36u = 4g’| ( 专 ) 十 ph? | = g’(s— gg) = x7, 


1454 (和 全) 十 p72 | = 484| ph +2( 立 ) ] - 2 





于 是 方程 组 
x 十 y* 一 z ， (DH) 
x2 十 z? 二 ur. © 
有 自然 数 解 . 取 其 中 一 个 解 为 (xo, yo, zo,uo), 使 得 xo 是 所 有 解 中 xz 的 
最 小 值 . 


(x0, Yo, Zo, u0) 显然 两 两 互 素 . 
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事实 上 ,如 果 其 中 某 两 个 同时 被 某 个 素数 户 整 除 , 则 由 
Xi + yb = 26, 
Xf 十 zf 一 u$, 
yi + ué = 2z6. 
可 知 , 另 两 个 数 也 能 被 p 整除 ,从 而 
(可 ， 20 zo 2 ) 
p pp Pp bp 
也 是 方程 组 的 解 . 由 也 < zo, 与 Xo 的 选取 相 巴 盾 , 因 此 x6, yo, zo, uo 
两 两 互 素 . 
因为 了 为 自然 数 , 则 由 由,g 为 偶数 .于 是 由 由 ,zo 为 偶数 ,从 而 
yoy zo0, Uo 为 奇数 ,于 是 由 xi = z6 一 好 得 到 
Z0 _ zo+y ,zo- 
[有 ”2 2 
如 果 自 然 数 双 了 2 与 到 加 不 互 素 ,出 


(z0y3y0) 一 (zo，z0 一 yo0) 


人 
(oi 
国 











之 有 >， 2 2 


与 yo 和 z0 互 素 相 矛 盾 .这 是 不 可 能 的 .因此 ,到 如 与 到 了 癌 互 素 ， 
可 设 


Zo Yo ,2 
2 ==&,， 


-2 
从 而 xo = 2kRI, yo = 有 2 一 六 ， 0 k* + 三 . 同 理 由 xi = uf 一 z$ 可 得 
Z0 = Zn , 20 = V1 一 na0 一 pp + A“ .其 中 大 ,1 ,71 ,7 痢 是 自然 数 . 
& 与 ! 互 素 ,m 与 n 互 素 ,于 是 得 到 方程 组 
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ee 志 图 


ki = mn, 
有 2 二 1 二 mn’. 


记 (k,m) = 二 a， 则 k= ab, nn 二 ac, 其 中 4,b,c 为 自然 数 . 且 (6,c) 


= 1]. 
由 于 k= xz ,所 以 ao = acn, 好 bl = cn, 且 / = cd. 其 中 4 为 目 


从 而 bcd = cr , 故 n= CQ 

再 由 (&,!) = (ab,cd) = 1 可 得 (a,d)= 1. 

其 次 有 a’b* + cd’ = ac 一 bd’, 
即 (@ + d’)(b* + ce) = 2a’c’. 


由 (cz2 + d?,a’) = (d2a2) = 1, 而 有 (6 + ec ) = (b,c) = 
1, 所 以 由 上 式 得 
c+ cd2 = 2c2， 
b +e’ = a’, 


由 此 分 别 得 到 


2 
a + d*= cr, 


b*+ce = 2a’. 





或 





br+d”= 0’, d* + 6b* = a’, 
2 d*+a*= ec. 
从 而 得 到 (5,d,c,a) 和 (4d ,6b,a,c) 中 必 有 一 个 是 解 (xo, yo,z0,4u0). 

因为 zo = 2wn = 2rm6da ,所 以 训 < wo 与 zo 的 选取 矛盾 . 

由 以 上 , 题 中 的 正四 棱锥 不 存在 . 

12'142 设 a,5,c 都 是 整数 ,有 自 a>0,ac 一 6=p= pip2…p, 
其 中 pi,p2,…, ps 是 互 异 的 素数 , 设 M(n) 表 示 满 足 方程 ar? + 2bxy 
+ cy* = 的 整数 解 的 组 数 . 

求证 M(2 ) 为 有 限 数 , 且 对 每 个 非 负 整 数 &, 都 有 M (phn) = 
M(n). 





(第 34 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1993 年 ) 
[证 ] 设 整数 对 (x,y) 满 足 方 程 


ar +2bryt+ cy = phen. OD 
将 全 式 两 边 乘 以 a ,并 注意 ac - 6。*= p ,得 到 
(az + by)* + py = apen. ©) 


类 似 地 ,将 中 式 两 边 乘 以 c ,又 可 得 到 
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(pr +cy)+ py’ = ago G) 
由 @ 和 人 @ 知 ,M(n) 为 有 限 数 .日 (axr + by)* 与 (bx+ cy) 都 能 被 
pb 整除 .由 于 p= pipr…p, ,所 以 ax + by 与 bx + cy 都 能 被 bp 整除 .从 
而 存在 整数 X 和 Y ,使 得 





art+by= — pY, 四 
pr 二 cy= 记 X. 
由 于 cc 一 上 = pp 天 0, 则 四 有 惟一 解 : 
T= — bX-eY, 
(9) 
y=aX+bY. © 





将 名 代入 中 ,化 简 后 可 得 
CXTT2p8XY+cY2 = ph ln. 

这 表明 , 当 整 数 对 (xz,y) 是 @x 的 解 时 ,由 国 给 出 的 整数 对 (X, Y) 是 
Qi- 1! 的 解 ,反之 亦 然 ,于 是 ,我 们 就 在 Q@; 与 中 1 之 间 建 立 了 一 个 双 
射 , 所 以 二 者 的 整数 解 的 组 数 相等 , 即 有 AM(zn)= M( 太 -Ia), 由 此 
类 推 可 得 M(prn)= M(n). 

12:143 ”a 是 大 于 零 的 实数 ,已 知人 存在 惟一 的 实数 有 ,使 得 关于 
的 二 次 方程 x + (+ak)x+1999+ 上 + ak 一 0 的 两 个 根 均 为 素数 ， 
求 a 的 值 . 

(中 国 初中 数学 联赛 ,1999 年 ) 

[ 解 ] 设 方程 的 两 个 素数 根 p,g. 

由 一 元 二 次 方程 根 与 系数 的 关系 ,有 
pt+q=—k* ~ak, 
pg =1999+k*+ak. 

QD+@ 得 p+gq+ pg=1999. 

即 (p+1)(g+1)=2000= 24x53. (3) 

由 @ 知 ,p 和 4g 均 不 能 为 2, 故 p 和 gq 是 奇 素数 . 


若 之 7 为 奇数 , 必 有 名: =5"(,=1,2,3). 

则 p=2.5"—1, 

即 ”p=9 或 和 9,249 均 为 合 数 , 则 2 为 偶数 
同 理 ,43 一 也 为 偶数 ， 


D 
© 
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证 党: 向 党 





党 





因此 , 亡 二 ,和 了 二 均 为 整数 ,上 且 刀 3 ,2 一时 


不 妨 设 p<9, 则 之 于 = 1 或 5， 
论 
郑 此 时 p=3,g==499, 或 p=19,g=99. 


而 g=99 不 是 素数 .于 是 只 有 p=3,g=499. 
代入 四 得 3+499= 一 一 ak， 
BB Rk?+ak+502=0. 
依 题 意 ,该 方程 有 惟一 实数 解 . 
所 以 A=a’*-4X502=0, 得 a=2 V502. 
12.144 ” 求 一 切实 数 p, 使 得 三 次 方程 
Sri—5(p+1)x*+(71p—-1)xrt+1=66p 
的 三 个 根 均 为 自然 数 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 1] 由 于 5-5(p+1)+(77p~1)+1=66p， 
则 x=1 是 原 三 次 方程 的 一 个 目 然 数 解 ， 
由 综合 除法 将 原 三 次 方程 降 为 二 次 方程 
Sr Sprt+66p—-1=0 QD 
本 题 转化 为 : 求 一 切实 数 p ,使 方程 人 有 两 个 自然 数 解 ， 
设 xz(a 委 2Z) 是 方程 四 的 两 个 自然 数 解 ,由 韦 达 定理 可 以 得 出 


vt+u= pp, 加 
ov 一 艺 (66 记 -1 @ 
从 已, 忆 中 消去 p 得 
Suv=66(u+ wv)—1. (4) 
由 世 可 知 ,u ,wv 都 不 能 被 2,3,11 整除 . 
2 _b6u~l 
由 图 得 w=981， © 


因为 xm 为 自然 数 , 则 
n> 中 ,有 uu 这 14. 
又 ”外 xz, 3 则 xz 衬 17. 


2 G6bu~l 
> 
再 由 ww 之 4 得 sn E62 
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即 Su — 132u + 1<<0. 
66+ V66°—5 ,132 
于 是 有 us < 5 
故 17 妇 xx 委 26. 


讨论 : 

当 w=19 时 ,由 ,vw 多 入 ,使 去 ; 

当 4 一 23 时 ,由 名 ,vv 区 NN, 舍 去 ; 

当 =25 时 ,由 人 @,v 久 NN, 舍 去 ; 

而 4=17 时 ,由 他 ,v=59. 

所 以 , 仅 当 p= w+v=17+59=76 时 ,方程 中 的 两 根 均 为 自然 数 ， 
从 而 , 原 方程 的 三 根 均 为 自然 数 . 

[ 解 2] 由 解 1@ 式 得 








_66u-1_ ,,, ut+857 
v5u-66 1 ?+sr- 66 

,1/4351 \_,,, 1 /,. 19x229 
-13+ 计 (1+30 区 )=13+ 志 (1+ 加 各 ) 


由 于 wv 为 整数 , 则 5u -66119 或 Sv 一 66|229. 
由 于 19,229 均 为 素数 , 则 有 
Su 一 66==19 或 5u -66=229. 
当 Su -66=19 时 ,4 =17,v=59 
当 5u -66==229 时 ,w==59,wv=17 与 假设 wx 和 "了 矛盾. 
BPM p=u+w=76. 
[ 解 3] 由 解 1, 方 程 中 有 自然 数 的 必要 条 件 是 A=25p’-4x 
5(66p 一 1) 是 完全 平方 数 . 
设 25p* 一 20(66p 一 1)= 92 
则 (5p~132)?-17404= og? 
设 5p 一 132= mm, 则 mm? 一 g?=17404. 
从 而 ,m 和 均 为 偶数 . 设 p=2nm0,g = 2go. 
则 méi — gq =4351= 19 x 229. 
由 x>u 得 no go0=1,19,229,4351, 
mo+ qo =4351,229,19,1. 
解 得 mo= +2176, + 124. 
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再 由 站 xz ,3 ,tu 可 知 ,x 只 能 取 17,19,23,25. 下 面 分 别 进 行 


证 党 和 并 
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因而 Spb-132=27zz0o= +4352, 土 248. 
由 解 1 中 加 式 可 知 , 为 自然 数 ,由 四 知 u,w 为 奇数 ,再 由 多 式 
知 ,p 为 偶数 . 
于 是 可 解 得 ”p=76. 
12.145 证明 方程 x*+ y+z := x?+ y+ xz? 有 无 穷 多 组 整数 解 
(yz). 
(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 事实 上 ,对 任何 正 整数 ”， 
r=n(4n:—1)+1 
(tr 
z=1-—4n’ 
都 是 原 方程 的 解 .这 是 因为 
x(x—1)={n(4n -1)+1]:n(4n:—1) 
=[n(4n—1)~-1]:n(4n: -1)+(4n m1) .4n? 
=y(1- y)+z(1-z). 
即 z+ y+ ty +. 
12.146 ” 试 确定 所 有 满足 方程 x + y* + z3 = zryz 的 正 整数 zy。 
其 中 > 是 x,y 的 最 大 公约 数 ， 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 由 于 (x ,y)=z. 可 设 Xx=zc,y= 汉 , 其 中 (ec,b5)=1. 
于 是 已 知 方程 化 为 zc + zx*b*+ zz? = z3bc 


即 c+ ab + z= bce. OQ 
于 是 x|c, 即 存在 整数 4a, 使 c= zu, 从 而 又 化 为 a+ 6 二 z= 
zab, © 
b+ 
好 pl 
(1) 如 果 z=1, 则 
2 


于 是 6 一 112,65=2 或 3. 相 应 地 4a=5 
=zc=2z(za)= 5, 


所 以 有 和解 (x,y) 王 (5,2) 或 (5,3) 
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2 
(2) 如 果 ==2, 则 a= 全 下 ， 


因而 16a = 6 人 二 3 =-404+1+7 和 3 ， 
46-1|33,5=1 或 3. 相 应 地 a =1. 
T=z<a=4.y= z=2 或 6. 

所 以 有 解 (z,y)=(4,2) 或 (4,6) 

(3) 如 果 z* 宇 3, 则 

2 0 + b+z’ 


>z20 一 1 z20 一 1 
由 于 = z?*a 为 正 整 数 , 则 应 有 











b+ 
之 1 ， 
z20 一 1 ] 


即 0 二 一 一 一 一 
> 一] 


2 _ 
由 于 z 之 3, 则 = ttl 


从 而 b<z+1, 有 bz. 
2 2 

4 

于 是 a=1. 

由 @ 式 有 1+4b*+ z= bz”， 

从 而 0 是 方程 :* 一 z*t + z+1=0 的 整数 解 ,考虑 判别 式 z4 一 4xz 
-4 应 是 完全 平方 数 ,但 是 

(z*—1)<z4—4z—-4< zx， 

即 2 一 4z 一 4 介 于 两 个 相继 平方 数 之 间 , 因 而 不 是 平方 数 . 

所 以 ,z 之 3 时 方程 无 正 整数 解 . 

综 上 ,方程 的 解 为 

(zx,y)=(4,2),(4,6),(5,2),(5,3). 

12.147 ” 求 不 能 表示 成 |13* -2| 的 最 小 素数 ,这 里 a 和 w4 是 非 负 
整数 . 








(中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 经 检验 ,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37 都 可 以 写成 
13“ -221 的 形式 ,其 中 a 和 2 为 非 负 整 数 . 
2=3!-20， 3=22-30， 
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5=23—3!, 7=2—39， 
11=3-24, 13=24—3!, 
17=34-26, 19=3-23, 
23=33-2*,， 29=22 一 3 ， 
31=2—30, 37=26-33. 
我 们 证 明 41 是 不 能 表示 成 13* -2*| 的 最 小 素数 . 
这 相当 于 证 明 不 定 方 程 / 
2*—3*=41 
和 3* — 2»7=41 
没有 非 负 整数 解 . 
设 (u ,wv) 是 方程 中 的 非 负 整数 解 , 则 有 
2* >41,u>6. 
因此 2*==0(mod 8)， 
则 一 3? 圭 1(mod 8)， 
或 3 二 -1(mod 8)， 
当 wv 为 非 负 侦 数 时 ,3" 寺 1(mod 8) 
当 vw 为 正 奇数 时 ,3" 寺 3(mod 8) 
@,@@ 与 @@ 了 矛盾 .所 以 ,方程 QD 没有 非 负 整数 解 . 
设 (z,y) 是 方程 驰 的 非 负 整数 解 , 则 
37 >41 , 知 zx 之 4. 
因此 ”3 三 0(mod 3) ,2* 王 1(Cmod 3)， 
于 是 y 只 能 为 偶数 , 设 y=21. 有 2” 二 0(mod 4)， 
从 而 ”37 夺 1(mod 4)， 
由 此 得 知 ,x 也 只 能 是 偶数 , 设 x =2;, 则 
41=37 -2 =3* -2 = (3 +2) (3 -27). 
3:+2'=41, 
即 有 3:—2=1. 
解 得 和 =21,22=20 此 时 没有 非 负 整数 解 ; ,1. 
因而 ,方程 @ 没 有 非 负 整数 解 .于 是 ,所 求 的 最 小 素数 为 41. 
12:148 pp 是 一 个 素数 , 求 方程 z* + y= pj 的 全 部 正 整 数组 解 
(zyyy,xz， 户 ). 


旦 机 泪 


OO 


OOOO 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
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[ 解 ] 如 果 (x,y,z,p) 是 方程 


z+y=p Q) 
的 一 组 正 整数 解 ,由 于 p 是 素数 , 则 有 
(zy)= 六 ， (QO 
这 里 是 一 个 非 负 整数 .由 也 有 
工 = pro, y= peyo. (3) 
这 里 (xo0,y0)= 二 1,xoEN,yoEN. 
将 @ 代 入 Q@ 得 ”xh+ 芭 = 产 -名 由 


由 xo, yo 是 正 整 数 , 则 p* 22,， 
从 而 zo = zkp 为 正 整数 . 
这 样 有 xh+ = p*0 G) 
方程 @@ 与 方程 中 形状 相同 ,但 方程 包 中 的 zo 与 yo 互 素 .这 时 由 方 
程 @,zo 和 yo 都 不 是 p 的 倍数 . 
: 当 p=2 时 ,由 名 知 zo 和 yo 都 是 奇数 ,此 时 他 化 为 


Xx + yh = 2%0 ©) 
由 于 Xi + y6=2(mod 4)， 
则 之 0 一 1. 


将 zo=1 代 入 @ 可 得 xo=1,yo=1. 
从 而 由 图 得 x =2*,y=2*, 代 入 方程 有 
2= = xz 上 办 一 224 二 22 一 224+1 ， 
>z=2R+1 
这 时 有 解 (x,y,z,p)= (2*,2*,2k +1,2). 
当 为 奇 素 数 时 ,由 于 zo+ yo|x§+ 癌 , 再 由 加 可 知 zo+ yo 是 po 
的 因数 , 即 存在 正 整数 to ,使 得 
Z0 十 yo= po. | © 
由 于 p 之 3, 则 zo+ yo 宇 3,xh+ 党 >xzo+ yo 宇 3， 
考虑 到 方程 四 , 则 有 1 志 io 志 zo 一 1， 
因而 xz6+ (pr 一 x0)*= p%, 展 开 上 式 左 端 第 二 项 ,并 注意 到 p 是 
奇数 , 则 上 式 化 为 
po Cpr orot'— Ch porh + Chprorb = pr, 


因为 p 是 奇 素数 , 则 CO =1,2,…,p 一 2) 是 p 的 倍数 .而 上 式 左 
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注册 六 


端 除 最 后 一 项 Clpozt -= pio*!1z6- 1! 之 外 ,其 余 各 项 均 为 p*0* 的 倍 
数 , 因 此 px 一定 是 pf 的 倍数 ,并 且 一 定 不 是 po “的 倍数 ,于 是 zo 
一 z0 十 1 上. 
这 时 由 @ 式 有 xzo+yo=zpo . 
由 @ 式 又 有 zx0? + yo? 二 p(xot+ yo). 
另 一 方面 ,容易 证 明 uw”* !>n(u 之 2,u €N)， 
从 而 又 有 xp?*+ yo2=zo'zo 二》0"3y0 ">p(xot+ yo). 
© 
图 与 加 矛盾 .因此 ,xzo 和 yo 中 至 少 有 一 个 为 1. 不妨 设 xo=1. 
由 yo0= po ”一 |， 00 
及 @ 式 ,yo? - pyo=p-1. 0D 
从 而 可 知 ,yo 是 p 一 1 的 一 个 因子 ,由 曲 可 知 
zo 一 1=1. 即 zo=2. 故 yo=p-1. 
再 代入 加 式 (p11)?*=p(p~1)+p-1=p -1. 
由 p 是 奇 素数 ,可 得 (pp 一 1)* '*==p+1. 
当 p>>3 时 ,容易 证 明 (p-1)?* 1>p+1. 
因此 有 p=3. yo=p-1=2,， 
则 =3,y=2:3*,z 二 2 十 3k. 
再 由 对 称 性 有 z=2:3*,y 一 3*,z 二 2+3k. 
这 样 又 有 解 (x,y,z,p)= (3*,2'3,2+3k,3)， 
(zy yz 四 )=(2.3 3 ,2+3R,3). 
从 而 本 题 的 所 有 人 解 为 (2*,2*,2k ++1,2),(3*,2.3*,2 + 3k,3)， 
(2.3*,3*,2+3k,3). 
12.149 z+,y,p ,nk 痢 是 正 整数 , 且 满 足 :x*+ y= 失 ， 
证 明 如 果 n 是 大 于 1 的 奇数 ,p 是 奇 素数 ,那么 ,n 可 以 表示 为 
p 的 以 正 整 数 为 指数 的 客 . 
(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[证 】 设 m=(x,y), 则 
T= me y= My (x1,y1) =1. 
由 已 知 条 件 可 得 p(xi+ y)= 六 . 
因此 ,对 某 个 非 负 整数 a ,有 
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x7 十 yy 一 pe™ . 
由 于 n 是 奇数 , 则 有 


全 1 及- 了 3 2 n-| 


2 -2 
一 TXT 一 fy 二 六 YY 十 区 


设 上 式 等 号 右 端的 数 为 A， 
由 户 >2,zi 与 至 少 有 一 个 大 于 1,7>1 可 知 ,4>1. 
由 等 式 包 推出 A(xi+y1)= 基 虽 ， 
因为 z+y1>1,A>1, 所 plA,plzrit yi. 
因而 存在 某 个 正 整数 8, 使 x1 + y= 扩 . 这 样 就 有 

A = x pr) tr (pr +t 


-XP + (Pr) 1 

=nxi + Bp 不 二 
其 中 B 是 某 一 个 正 整 数 . 定 
由 于 pA,(z1,p)=1, 所 以 pln. 和 


设 n= pg, 那 么 x 和 + w= 所 , 即 (X29 (wp. 

如 果 gq 之 1, 可 以 用 上 面 的 证 法 (把 x? 和 ww 各 看 作 一 个 数 ) 得 到 
plg. 

如 果 g1, 则 = pp. 

这 样 重复 下 去 , 便 可 推出 ,对 某 个 正 整 数 1, 有 n= p. 

12*150 已 知 xz,y 是 互 素 的 正 整 数 ,k 是 大 于 1 的 正 整 数 , 找 出 
满足 3”= x* + 的 所 有 自然 数 n ,并 给 出 证 明 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[证 ] 设 3”=2+ 六 ,(xr,y)= 二 1,7,yEN, 不 妨 设 >>y,k>1 ,上 
CEN,nEN. 

显然 ,x ,y 中 的 任何 一 个 都 不 能 被 3 整除 . 

否 上 是 偶数 , 则 





Xx 二] (mod 3), =1(mod 3), 
因而 ”x + 六 二 2(mod 3)， 
显然 3"¥+ 
各 上 是 奇数 ,日 >>1, 则 
3"=(z+y)( -yt + !), 
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这 样 就 有 x + y=3”,m 宇 1. 
A = 2yta yt +! 
= 3m) + (3 
— 7x3"— xr) +(3"— xr)! 
= nx -1!+3B (B 是 某 个 整数 ). 
由 上 面 证 明 31rx,3|A, 于 是 3|&. 
取 xi=x$ ,y= 沪 代 人 + y=3” 得 
总 3 
x + yf =3”. 于 是 上 =3. 
这 样 , 已 知 方程 化 为 r? + y=3",T 二 y 二 3”. 
要 证 明 2 之 27 ,只 要 证 明 
x 二 成 宇 (x+y), 即 x 一 xyt+y 之 X+y. 
由 于 x 宇 y+1, 则 x? 一 x+ 衬 xy. 
从 而 (x? 一 rz-xy)+(y —y)>0, 
即 前 式 成 立 , 故 nn 宇 2m， 
由 恒等式 (z+y)-(z+ 六 )=3zy(z+y) 可 以 推出 
32 1—3" m1= xy. ( 湾 ) 
由 于 22 一 1] 宇 1,n 一 区 一 1 宇 n 一 2m 实 0,(※※) 
因此 ,如 果 (※,※) 中 至 少 有 一 个 不 等 号 是 严格 不 等 号 ,那么 (※) 
式 左 端 可 被 3 整除 ,但 右 端 不 能 被 3 整除 ,从 而 推出 矛盾 . 
如 果 n 一 m-1=n 一 2m=0, 那 么 m=1,n=2, 且 3 = 了 + 3, 故 
n 一 2. 
12*151 (4a) 设 x 是 一 个 正 整数 .证 明 存 在 不 同 的 正 整 数 zx,y， 
z ,使 得 
rx" lI+y = tl. OD 
(6) 设 a,b,c 是 正 整数 ,日 a 与 5 互 素 ,ce 或 与 a 互 素 ,或 与 6 互 
素 .证明 存 在 无 限 多 个 不 同 正 整 数 x ,y,z 的 三 元 数组 ,使 得 
x+ =z. 人) 
(第 38 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 


2 
(a ) 设 y=277 D7 .37, 


-一 no 2n+2, n—1 
之 二 了 3 
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3 2 2 3 2 2 
则 ty 2 
=27 (3 3) 2 13 1 
Int 2+2) ,3 Dath) = oat! 
于 是 人 有 无 穷 多 组 解 . 
(5) 设 p(p 之 3) 是 正 整 数 ,Q= p' 一 1 之 1. 
我 们 寻求 如 下 形式 的 解 : 


r=, 
区 
z= POC. 
由 方程 @@ 有 


Z=PQ*=(Q+I)Q = + 
=x+ y= "+. 


1 


因此 , 当 方 程 组 


证 浔 也 这 


14 三 Ac 十 1， 
np = kc; 
的 一 组 有 解 时 ,方程 @ 有 解 . 
这 意味 着 ,或 者 (a ,be)=1, 或 者 (45,ac)=1. 
假设 (a ,&)=1. 我 们 证 明 第 一 个 方程 组 有 解 . 
令 =bt,n 二 ct, 则 由 ma=kc+1 得 
ma= tbc+1, (3) 
因而 有 (a,bc)=1. 
这 时 ,对 一 次 不 定 方程 他 , 正 整数 mx 和 + 都 可 求 出 ,从 而 第 一 个 方 
程 组 有 人 解 . 
由 于 (kc ,kc+1)=1, 从 而 区 关 n ,进而 x 关 y, 又 因为 数 z 与 + 和 y 
不 同 ,于 是 方程 多 对 不 同 的 P 可 有 不 同 的 解 . 
12*152 ” 求 所 有 的 整数 对 (a,b), 其 中 a 之 1,2 之 1, 且 满足 等 式 
ol =. (QD 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 当 a,b 中 有 一 个 等 于 1, 则 另 一 个 必 为 1, 所 以 有 一 组 解 
(a,6b)=(1,1). 


2 ,2 
当 a ,022 时 , 设 != 全 .四 化 为 = 三 = 


nbp= kct+!1, 


ma = ke 
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有 目 at=6*=a’. 

从 而 t= 二 a 1!, 有 :>0. 

如 果 2: 一 1 宇 1, 则 

t=a li>(1+1) ! 守 1+ (21: -1)=21>t 
矛盾 , 知 21 一 1 污 1 不 真 ,从 而 2t 一 1<1. 

于 是 0<i<1. 


设 = 士 , 则 k 为 大 于 1 的 有 理 数 . 


由 aa= 克 可知 上 二 从 一 . O 
由 >>1 知名 >>2. 


设 k= 了 全,p,9€ N,(p,4)=1， 
由 有 >2 知 p>2g. 
由 @ 式 可 得 (如)】 = 如 = bEZ. 
这 意味 着 oz | pr. 
但 (p,qg)=1, 则 gq=1. 
从 而 & 为 大 于 2 的 自然 数 . 
当 &5=2 时 ,由 @ 式 得 上 =2*"“>>2, 知 上 之 4. 
由 k=2* 守 C0 ,+ Cl_,+ Cr. 
=1+ (2)+ 性 二 2 人 一 3 


1 (k- LD)(k-2) _ 
-1+ 人 Dk 4) ->| +-1=k. 


等 号 当 且 仅 当 上 =4 成立 ,所 以 a= 人 慷 =24= 16. 

这 时 有 解 (a,6b)=(16,2). 

当 5b 守 3 时 ,k= 信之 (1+2)* ?之 1 +2(k 一 2)=2k 一 3. 

”从 而 & 委 3. 注 意 到 有 &R>2, 所 以 有 = 3. 

于 是 只 有 b=3.a= =3=27. 

这 时 有 和 解 ”(a ,5)= (27,3). 

综 上 ,本题 有 解 (1,1),(16,2),(27,3). 

12.153 “对 给 定 的 正 整数 mm, 求 出 一 切 正 整 数组 (n,x,y), 其 中 
ni nn 互 素 , 且 满足 

(x + y)"= (ry)". 
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(第 53 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 设 (2,z,y) 是 方程 的 一 组 正 整数 解 . 
由 算术 一 几何 平均 不 等 式 , 有 
(xy)"= (x +y)"(2ry)”. 
因此 nn 之 mm. 
设 户 是 一 个 素数 , 且 刀 |z, 达 |>. 则 


pH) (Cry). 
若 a<b, 则 pr (x+ yy )”， 
由 四 ,GO 有 2am = (a+b)" 
这 与 n 之 mm 刻 斋 . 
类 似 地 ,假设 a > 5, 同样 推出 矛盾 . 
于 是 ,对 一 切 素 数 p ,都 有 a= 4. 
由 此 可 断定 Ty. 
因而 ,已 知 方程 化 为 (2x*)”*= xz? 
即 A) = 2 
这 就 说 明 ,x 是 2 的 整数 次 寡 . 
不 妨 设 z=24. 则 FJ2a(n ~ 1) =2m 
有 2a(n -nn)=m, 则 2an= ni(2a+1). 
由 于 (m,n)= (2a,2a+1)=1. 
必 有 m=2a,n=2a+1. 
由 此 可 知 ,m 取 奇 数 时 ,方程 无 解 . 
m 是 偶数 时 ,方程 有 解 


OO 





(nr,y)= (m+1,r2,y2). 

12*154 ” 设 ABCD 是 一 块 和 矩形 的 板 ,|AB|= 20,|BC| = 12. 这 块 
板 分 成 20 x 12 个 单位 正方 形 . 

设 r 是 给 定 的 正 整数 . 当 且 仅 当 两 个 小 方块 的 中 心 之 间 的 距离 等 
于 Yr 时 ,可 以 把 放 在 其 中 一 个 小 方块 的 硬币 移 到 另 一 小 方块 中 . 

在 以 A 为 顶点 的 小 方块 中 放 有 一 个 硬币 ,我 们 的 工作 是 要 找 出 一 
系列 的 移动 ,使 这 硬币 移 到 以 B 为 顶点 的 小 方块 中 . 

(ea) 证 明 当 > 被 2 或 3 整除 时 ,这 一 工作 不 能 够 完成 ; 

(b) 证 明 当 -=73 时 ,这 项 工作 可 以 完成 ; 
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(c) 当 -=97 时 ,这 项 工作 能 和 否 完成 . 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 把 小 方块 按 它 所 在 的 行 数 及 列 数 进行 编号 ,以 (i,j) 表 示 第 
i 行 第 ) 列 的 小 方块 ,其 中 i=1,2,…,12,j=1,2,…,20. 
由 题 意 可 知 , 在 (i ,jj ) 中 的 硬币 可 以 移 到 (i;,,;;) 的 条 件 是 
(i211 — 1) (7 -j2) =7. (六 ) 
(a) 分 2ir 及 3|r 讨论 . 
当 2jy 时 .由 (※) 式 ,i 一刻 与 用 一 jp 的 奇偶 性 相同 , 即 
i i2 生 j1 -jy (mod 2). 
从 而 i 一 让 圭 iy 一 jp (mod 2). 
从 顶点 为 A 的 小 方块 移 到 顶点 为 B 的 小 方块 相当 于 从 (1,1) 移 到 
(1,20), 由 于 
1 — 1 关 1 ~20 (mod 2)， 
所 以 ,21lr 时 ,这 一 工作 不 能 完成 . 
当 31r 时 ,由 (※) 式 有 
(i1 -i +(j -jp) a0 (mod 3). 
由 于 完全 平方 数 对 mod 3, 只 能 为 0 和 1, 因此 ,只 能 有 i 一 纪 志 jn 
-jj 二 0 (mod 3)， 
从 而 1 + jl 二 12+ 2 (mod 3), 
由 于 1 +1 闫 1 +20 (mod 3)， 
所 以 ,31r 时 ,这 一 工作 不 能 完成 . 
(5) 当 r=73 时 ,由 (※) 式 有 
(71 ~ 1) + (1- Jj) =73. 
由 于 3*+8=73. 
-因此 ,| 一 i| 与 |j1 一 交 | 中 一 个 为 3, 一 个 为 8 就 可 以 完成 移动 . 
我 们 可 以 用 以 下 的 移动 把 硬币 从 (1,1), 移 到 (1,20). 
(1 ,1 一 (4,9) 一 (7,17) 一 >(10,9) 一 ~(2,6) 一 >($, 14) 一 -> 
(8, 06) 一 ~(11 ,14) 一 一 (3,17) 一 ~(6,9) 一 一 (9,17)- 一 ~(1,20)， 
(c) 当 r=97 时 ,(※) 式 化 为 (i1 一 i2)2+ (ji 一 j2)?=97 
由 于 97= 42 十 风 
因此 ,|i| 一 i2| 与 |j) 一 产 | 中 一 个 应 为 4, 一 个 应 为 9. 但 是 ,这 时 符合 要 
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(5 ) 的 解 


求 的 一 系列 移动 是 不 存在 的 ,这 是 因为 这 块 板 太 小 ,把 每 一 列 的 12 块 
小 方块 分 成 四 块 一 组 ,而 每 四 块 看 成 一 大 块 , 然 后 仿照 国际 象棋 棋盘 的 
方式 把 它们 当成 黑白 两 色 ( 如 图 )， 

于 是 ,在 黑 格 中 的 硬币 只 能 移 到 黑 格 中 ,由 于 (1,1) 是 黑 格 ,而 (1， 
20) 是 白 格 ,因此 不 存在 所 要 求 的 一 系列 移动 . 
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第 十 三 曹 整 反 


13*:1 在 直角 坐标 平面 的 第 一 象限 中 ,把 坐标 都 是 整数 的 点 按 以 
下 方法 编号 : 
(0,0) 点 第 1 号 
(1,0) 点 第 2 号 
(1,1) 点 第 3 号 
(0,1) 点 第 4 号 
(0,2) 点 第 5 号 
(1,2) 点 第 6 号 
(2,2) 点 第 7 号 
(2,1) 点 第 8 号 
(2,0) 点 第 9 号 
按 图 中 箭头 的 顺序 , 问 第 2000 号 点 的 坐标 是 什么 ? 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 注意 ,满足 条 件 
0 过 rk,， 0<y 志 kh 
的 坐标 为 整数 的 点 (z,y) 一 共有 (+ 1)* 个. 
考虑 满足 不 等 式 





(k + 1)* < 2000 
的 最 大 整数 &. 解 得 & = 43. 
所 以 编号 为 2000 的 点 的 纵 坐 标 为 44 或 横 坐 标 为 44. 
因为 44 是 偶数 ,所 以 应 该 从 (0,44) 往 右 数 ,因为 
2000 ~ 44* = 64 > 44. 
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所 以 第 2000 号 点 的 横 坐 标 是 44 ,并 且 它 的 纵 坐 标 是 
44 - (64 - 45) = 25. 

因此 ,编号 为 2000 点 的 纵 坐 标 是 (44,25). 

13.2 在 三 维 欧 氏 空 间 内 任意 给 定 9 个 整 点 ,求证 其 中 至 少 有 两 
点 连接 的 线段 上 也 存在 整 点 . 

(第 32 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1971 年 ) 

[证 ] ”将 空间 整 点 的 坐标 按 奇偶 性 分 类 , 则 只 可 能 分 成 下 列 八 
类 : 

( 奇 , 奇 , 奇 ),( 奇 , 奇 , 偶 ),( 奇 , 偶 , 奇 ),( 奇 , 偶 , 偶 )， 
( 偶 , 奇 , 奇 ),( 偶 , 奇 , 偶 ),( 偶 , 偶 , 奇 ),( 偶 , 偶 , 偶 )， 

因此 ,在 给 定 9 个 已 知 点 中 ,至 少 有 某 两 点 PP 与 Q 的 同名 坐标 具有 
相同 的 奇偶 性 ,于 是 线段 PQ 的 中 点 显然 是 一 个 整 点 . 

13.3 ”空间 中 有 一 凸 多 面体 , 它 的 所 有 顶点 都 位 于 整 点 上 (每 个 
顶点 的 三 个 坐标 值 都 是 整数 ) ,此 外 ,在 多 面体 的 内 部 , 面 上 和 棱 上 都 不 
再 有 其 他 整 点 . 

证 明 多 面体 顶点 的 数目 不 超过 8 个 . 

(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 每 个 整 点 的 三 个 坐标 按 奇偶 性 可 有 如 下 八 种 情形 : 

( 奇 , 奇 , 奇 ) ( 奇 , 奇 , 偶 )( 奇 , 偶 , 奇 )， 
( 奇 , 偶 , 偶 )( 偶 , 奇 , 奇 ) ( 偶 , 奇 , 偶 )， 
( 偶 , 偶 , 奇 )( 偶 , 偶 , 偶 ). 

如 果 这 个 多 面体 有 9 个 顶点 , 则 一 定 有 两 个 顶点 的 三 个 坐标 的 奇 
偶 性 完全 相同 ,这 时 ,这 两 个 顶点 连 线 的 中 点 也 是 整 点 ,由 多 面体 的 凸 
性 可 知 ,该 整 点 属于 这 个 多 面体 ,与 已 知 矛 盾 . 

13.4 ” 试 证 在 平面 上 所 有 过 点 (Y3,0) 的 直线 中 ,至 少 经 过 两 个 有 
理 点 (坐标 为 有 理 数 的 点 ) 的 直线 ,有 并 且 只 有 一 条 . 

(中 国 甘 肃 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 

[证 ] ”经 过 点 (Y3,0) 的 直线 可 分 为 与 x 轴 垂 直 , 与 x 轴 重 合 ,与 
> 轴 既 不 垂直 也 不 重合 三 种 情形 . 

(1) 直线 / 经 过 点 (V3,0) 且 与 x 轴 垂 直 时 ,其 方程 为 

x = V3. 
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显然 ,直线 / 上 没有 有 理 点 . 
(2) 直线 / 经 过 点 (Y3,0) 且 与 x 轴 重 合 时 ,其 方程 为 
y= 0. 
显然 ,直线 ! 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 . : 
(3) 直线 ! 经 过 点 (V3 ,0) 且 与 过 轴 既 不 垂直 也 不 重合 时 ,其 方程 为 
y=R&r-yY3)，(& 天 0). 
车 此 直线 经 过 两 个 有 理 点 (x ,yj) 与 (zyy), 则 





yl = 半 一 x1 V3)， 
(3= x Ca TX1) 
| yy 


此 式 右 端 为 有 理 数 ,显然 不 等 于 V3 , 即 直线 ! 不 可 能 经 过 两 个 有 理 点 . 

故 经 过 (Y3,0) 的 一 切 直 线 中 , 至 少 经 过 两 个 有 理 点 的 直线 ,有 且 
只 有 一 条 y = 0. 

13.5 ”试验 证 圆周 x? + 2x + y? = 1992 经 过 点 A(42,12), 并 证 
明 该 圆周 上 含有 无 穷 多 个 点 B(x ,y), 它 们 的 两 个 坐标 x 和 y 都 是 有 理 
数 . 

(乌克兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[ 解 ] 由 于 422+2.42+122 = 1992， 
所 以 A(42,12) 在 该 圆周 上 . 

考察 任意 一 条 经 过 点 A(42,12) 的 直线 

y~12= k(x — 42) 
其 中 为 有 理 数 . 
”我 们 求 直线 与 圆周 的 另 一 个 交点 ， 为 此 解 方程 组 


y~—12= k(xr -42), OQ) 
x +27r+ y = 1992. © 
将 中 代入 包 得 


rz* +2r+ [k(x -42)+ 12] = 1992, 即 

(1 + k*)zr +2(1 + 12k -— 42k)zx + (12— 42&)? ~ 1992 = 0. 

显然 zl = 42 是 这 个 方程 的 一 个 根 . 由 于 此 方程 的 系数 均 为 有 理 
数 , 则 它 的 另 一 个 根 x 也 是 有 理 数 ,并 且 y = k(x - 42) + 12 也 是 有 理 
数 . 
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即 直线 与 圆周 的 另 一 个 交点 B(xz,y) 的 坐标 zx 和 y 都 是 有 理 数 , 由 
于 经 过 A 点 ,斜率 上 为 有 理 数 的 直线 有 无 数 条 ,所 以 该 圆周 上 含有 无 穷 
多 个 有 理 点 B(xz ,yy). 

13.:6 ” 试 证 在 半径 为 1 的 圆周 上 存在 1975 个 点 ,其 中 任意 两 点 的 
直线 距离 都 是 有 理 数 . 

(第 17 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 】 设 半圆 直径 RS = 1. 令 k= 19731, 设 


k 
u1973 = 1913, vi973 = T7973: 
则 wj ,vw; 均 为 正 整数 , 且 


2urvi 二 2 V7 二 ""* 一 2 4 1973 W1973 一 2 * 19731. 
uf + vi > uf + v3 > > ufors + vioys. 
于 是 有 
22 2 Su2 v2 < SU 1973 U1973 
uf + vi u3 + v3 41973 + vto73 


这 样 ,在 直径 RS = 1 的 半圆 上 自 愉 起 顺 时 针 方向 取 点 A1, A2,… 
Ai973 ,使 得 














Qi ， 
AR = 村 (1 = 1,2,.…,1973). 
2 
由 于 - I < 1, 这 是 可 以 办 到 的 . 
{2uv \* uw 
由 (ss) + (与 二 志 ) = 1 
及 AR’* + AS = RS:=1, 
2 
v2 
则 AiS = 3 可 (i = 1,2,……,1973). 
下 面 我 们 证 明 ,这样 选 出 的 1975 个 点 : 
KR, Al, A;, :*%, Alg73, 5 
每 两 点 之 间 的 距离 都 是 有 理 数 . 
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9x 这 站 


由 wj, v; 是 整数 可 知 AiR ,AiS 为 有 理 数 ,下 面 只 要 证 明 AjAj(i 天 
j ,79j 二 1,2,…,1973) 是 有 理 数 就 可 以 了 . 
事实 上 ， 
AA; = sin A ARA 
= sin (LARS - LARS) 
= sin A AiRS . cos LARS -cos 一 ARS sin AARS. 
因为 sn 人 ARS = 4S， cos 人 AiRS = 4AR， 
sin LARS = AS， cos LAjRS = AjR. 
而 AS,AR,AS,AR 都 是 有 理 数 . 
所 以 sin 人 ARA 即 A,A; 为 有 理 数 . 
以 半圆 的 圆心 O 为 位 似 中 心 ,把 圆 位 似 放大 2 倍 ,这 时 半径 为 六 
的 圆 变 为 半径 为 1 的 圆 , 小 半圆 上 的 1975 个 点 R,Al,A2,…,Ajon,S 
变 为 大 圆 上 R , Al,A;,…,Al73,S ,它们 位 于 半径 为 1 的 圆 上 , 且 任 意 
两 点 的 距离 都 是 有 理 数 . 
13.7 ”证 明 有 曲线 y = 十 (zz - x+ 1) 不 可 能 经 过 两 个 坐标 都 是 束 
数 的 点 . 


(中 国 北 京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 设 x= 5n+r, 其 中 是 整数 ,xr € 10,1,2,3,4), 则 


y = 志 [(5n t+r)*—- (Sn+r)+1] 


=5n* + (2r — 1)n+ 寺 (7 ~r+1). 

当 y = 0,1,2,3,4 时 ， 

7 一 r+1= 1,1,3,7,13, 均 不 是 5 的 信 数 ,因而 古 (7? - -+ 1) 不 
是 整数 . 

而 5n* + (2r 一 1)n 是 整数 . 

于 是 ,对 任意 的 整数 x,y 都 不 可 能 取 整 数 ,因此 ,曲线 y = 十 (xz? 
- +1) 不 可 能 经 过 整 点 . 

13.8 ” 民 为 一 个 长 方形 , 它 是 若干 个 长 方形 | R11 过 i 过 的 并 
集 , 满 足 
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(1)R; 的 边 与 R 的 边 平 行 ; 
(2)R, 互 不 重 伙 ; 
(3) 每 个 R; 都 至 少 有 一 条 边 长 为 整数 . 
证 明 R 至 少 有 一 条 边 长 是 整数 . 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 RR 为 矩形 ABCD. y 
以 A 为 原点 ,AB 所 在 直线 为 + 轴 ,AD ， c 
所 在 直线 为 y 轴 建立 直角 坐标 系 . 
为 证 明 R 至 少 有 一 条 边 长 为 整数 ,只 要 
证 明 B,C,D 中 至 少 有 一 个 是 整 点 即 可 A B ~ 
因为 每 一 个 小 矩形 R; 至 少 有 一 条 边 长 
为 整数 , 且 它 的 边 与 坐标 轴 平 行 ， 
所 以 R; 的 顶点 中 整 点 的 个 数 为 0,2 或 4. 
所 以 所 有 R; 的 顶点 中 , 整 点 的 个 数 为 偶数 .这 里 一 个 顶点 如 末 同 
时 是 个 R; 的 顶点 , 则 被 计算 有 次 . 
A 是 整 点 ,并 且 只 被 计算 1 次 . 
如 图 ,矩形 ABCD 内 部 的 整 点 无 可 能 被 计算 4 次 ,也 可 能 被 计算 2 





次 ， 
于 是 内 部 项 点 中 整 点 的 个 数 是 偶数 . 
R, R, R, 
2 Fs 
R, IER, KE RR, iE 
及 ; 
(EE 被 计算 4 次 ) (E 被 计算 2 次 ) 


又 由 于 整 点 的 总 个 数 是 偶数 ,R 内 部 的 整 点 个 数 为 偶数 ,R 的 顶 
点 A 被 计算 1 次 ,所 以 B,C,D 中 至 少 有 一 个 是 整 点 . 

因此 ,R 至 少 有 一 条 边 长 为 整数 . 

13.9 ” 设 r+,y 是 使 ry 一 1 能 被 素数 1979 除 尽 的 整数 ,以 (xz,y) 为 
坐标 的 那些 点 ,如 果 有 三 点 在 一 条 直线 上 ,求证 这 三 点 中 至 少 有 两 点 ， 
它们 的 横 坐 标 之 差 与 纵 坐 标 之 差 都 能 被 1979 除 尽 . 
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口水 水 


(中 国 四 川 省 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 ] 记 1979 = p. 
设 (x1,y1) 与 (xi,y;)(i = 2,3) 三 个 整 点 所 共 线 的 既 约 方程 为 ax 
+ by = cc. 其 中 a ,b,c 为 整数 . 
者 pla， p15, 则 必 有 p11c, 由 此 可 设 p +46. 


因为 axi + pyl = ¢, 
ari:+by;=c (i= 2,3), 
所 以 a(x1— Xi) = b(y; — yi1). QD 
a(x3— xX2) = by ~ y3). © 
根据 题 设 XIyi=1+kip, 
zy = 1+kp, (i= 2,3). 二 
所 以 Xiy; = X1Y1 + (k; — k1)p. 
于 是 有 (zl — Xi) by 
= briy; — briy: 


= bxiyi Orlyl — blk; — RI)p 
= bxi(y; ~ 31) ~ b(k; — ki)p 
axi(X1 — Xi) ~ b(k; ~ ki1)p, 
即 (zl 一 Tarl — by) = b(k, ~ ki1)p. 
由 此 有 可见, 阁 p Hx 一 7X2), 则 pl (axi 一 Oy2), 
者 pp x] 一 2Z3) , 则 pi (axi 一 by3), 
因此 , 若 p (x 一 X27) (x! 一 2Z3) , 则 


| 


户 | py — y3). 
因为 p +15, 则 Pp 1 (y2 — y3). 
所 以 P| x2(y2 — y3). 
又 由 凶 ， 户 |(1- x2y), pl (ra3y3— 1). 


将 以 上 三 式 相 加 得 
pi (xr3— Xx2)y3. 
由 局, 显然 ”pp +y;, 于 是 
pil(x3— x2). 
同 理 ,者 prs 一 xz2), 则 pl(zi 一 zy) 或 p| (zl — x3). 
因此 ,x TX2, ZI 一 TY3， TXT3— X22 三 者 至 少 有 一 个 能 被 p 整除 . 
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由 四 ,四 ,在 户 | (rmi) 则 户 |(y -yy). 

于 是 本 题 得 证 . 

13.10 ”在 坐标 平面 上 , 横 坐 标 和 纵 坐 标 均 为 整数 的 点 称 为 整 点 ， 
对 任意 自然 数 n ,连结 原点 O 与 点 A,(n,n + 3), 用 f(n) 表示 线段 
OA,, 上 除 端点 外 的 整 点 个 数 , 求 f(1) + f(2) + …+ Af(1990) 的 值 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 易 见 ,n 与 n+ 3 的 最 大 公约 数 d = (n，n +3) 为 

3, 当 31|n 有 时， 
d=(n, n+3)= 1 当 3 fn 时. 
首先 证 明 当 4 = (n,n +3) = 1 时 ,线段 OA, 内 无 整 点 . 





否则 , 设 (m,7) 为 O04, 内 的 一 个 整 点 , 且 满 足 1 才 mm < n，1 声 
[之 n+ 3, 则 由 
mm _ _n 
{ 1 十 3 
上 m(n+3)= nl, 


及 (nn， 和 n+3) 二 1 可 知 n|i 训 ,与 mm 过 n 节 盾 . 
当 d=(n，n+3) = 3 时 , 设 n = 3k. 
则 线段 OA,, 内 有 两 个 整 点 (&,k + 1),(2k,2k + 2). 


， _ {2, 当 31& 时 ， 
和 性 有 人 人 一 lo 当 3 羽 时 . 


即 AD + 72) + … + f(1990) = 2 .| 1900 | = 1326， 


13.11 ”在 平面 上 考虑 由 整 点 构成 的 点 网 络 . 试 对 具有 有 理 斜 率 
的 直线 证 明 下 述 结论 : 

(1) 这 样 的 直线 或 者 不 通过 网 络 点 ,或 者 通过 无 穷 多 个 网 络 点 . 

(2) 对 于 每 一 条 这 样 的 直线 ,都 存在 一 个 正 数 4 ,使 得 除去 直线 上 
可 能 有 的 网 络 点 之 外 ,再 没有 网 络 点 与 直线 的 距离 小 于 d. 

(第 11 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1951 年 ) 
[证 ] (1) 设 /是 一 条 具有 有 理 斜 率 的 直线 , 则 其 方程 可 以 写 为 
ar+byt+c=0 

其 中 a 和 6 都 是 整数 , 自 6b 关 0. 

设 (x1,y1) 是 直线 /上 的 一 个 整 点 , 则 


ar: + byl+c=0. 
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且 又 有 
a(xi+ kb)+ bl(yi~ ka)+ce 
= arit+ byIt+ec= 0. 

因此 , 形 为 (xj + kb ,yi 一 ka),k EE 2 的 整 点 全 在 直线 1/ 上 . 

所 以 ,如果 在 具有 有 理 斜率 的 一 条 直线 上 有 一 个 整 点 , 则 在 它 上 面 
就 有 无 穷 多 个 整 点 . 

(2) 设 (p,g) 为 一 整 点 , 则 (p,qg) 到 直线 / 

art+by+c=0 
lap+bgqgt+re | 
的 距离 为 do = 3 
因为 a,5,p,g 均 为 整数 , 则 ap + bg 为 整数 . 
若 c 为 整数 , 则 
do = 二 0 或 do > -7 OQ) 
若 “ 不 是 整数 , 设 e 是 与 c 最 接近 的 整数 , 则 
do > 、 i 2 

由 于 (p,qg) 是 任意 的 , 则 存在 4 使 之 不 满足 外,@(d 关 0), 即 存在 
正 数 4 ,使 得 没有 直线 ! 之 外 的 整 点 与 该 直线 的 距离 小 于 4d. 

13.12 设 工 为 平面 上 所 有 整 点 的 集合 .证 明 对 上 中 的 任意 三 点 
A,B,C,L 中 有 第 四 点 DD ,不 辣 于 A ,B,C, 使 得 线段 AD, BD,CD 的 内 
部 不 含 虐 的 点 ,对 于 上 中 任意 四 点 ,结论 是 否 成 立 ? 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 连结 整 点 A(a1,a,),B(bi,b;) 的 线段 内 部 无 整 点 等 价 于 

(bi1—~ai, bb- a2)=1. 
不 妨 设 已 知 的 三 点 为 A(al,a3)， B(61,6;)， C0(0,0). 
设 (a2,5;) = 4 , 则 
a = asd, 0 = b2d, 
(a ,b2) = 1. 

由 于 (a — by, 5) = 1 

可 取 整 数 * 满足 


Si 由 演 


sb2 =1 (mod az — b2). 
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令 y = dasb2s + 1, 则 
(y,y— a2) = (y,y— 02) = 1, 
由 于 bys 三 1 (mod a2 - 62), 则 可 设 b2s 一 1 = k(as 一 652). 
(y—-a2, y-b2) = (1+ad(b2s -1), a;— 6b2) 
= (1 + adk(a; — b2), as — b;) 
二 (1 十 ak(a> — 6b), ay — b,) 
=1. 
由 中 国 剩 余 定理 知 , 有 整数 x 满足 不 定 方程 组 
三 1 (mod y), 
1 (mod y — a,), 
+ 三 bi!+1 (mod y 一 b2). 
这 里 整 点 (x,y) 满足 
(X,Yy) = (rz-al,y~ a2) = (x—- bl,y— bb)= 1. 

因此 存在 第 四 点 DD, 使 得 AD ,BD ,CD 的 内 部 不 含 L 的 点 . 

对 任意 四 点 , 题 中 所 述 结论 不 一 定 成 立 . 

设 集 工 中 的 四 点 为 

4(0,0)， B{(1,0),，C(0,1)，D(1,1). 

对 于 任意 一 点 E(x,y) EL, 则 (zx,y) 的 奇偶 分 布 情况 必 与 A,B， 
C,D 中 某 一 点 完全 相同 ,从 而 五 与 这 点 的 对 应 的 坐标 之 差 均 为 偶数 ， 
连结 这 点 与 巨 的 线段 内 部 必 有 整 点 .因此 ,对 于 工 中 任意 四 点 , 题 中 所 
述 结论 不 再 成 立 . 

13.13 了 为 三 维 空 间 中 所 有 整 点 的 集合 .点 (zyy,z) 与 点 (uv， 
凯 ), 当 且 仅 当 1zr-uxl+ly-vl+liz--Uwi=1 时 , 称 为 相 邻 的 点 . 

证 明 存在 集 S CC 人 ,使 得 每 个 点 PE 工 , 在 PP 与 P 的 相 邻 点 中 恰 
好 有 一 个 属于 S. 





(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] ”我 们 注意 到 , 任 一 整 点 P(u ,wv,w) 都 有 六 个 相 邻 点 : 
(utl,v,w), (uvtl1,w), (u,v,w + 1). 
构造 一 个 关于 (z,y,z) 的 辅助 函数 
f(xr,y,z)= xX+2y+ 3z, 
则 已 点 及 其 六 个 相 邻 对 应 的 函数 值 为 
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ut+2v+3w, ut+2v+3wt+t], 
ut2v+3w+t2, ut+2vt+3wt3. 

这 七 个 数 是 相 邻 的 整数 ,因此 恰 有 一 个 数 能 被 7 整除. 

为 此 ,我 们 令 
S=j (zy z)1717z+2y+3z|. 

显然 ,集合 S 即 为 所 求 . 

13.14 ”在 方 格 纸 上 作 闭 折线 ,使 折线 的 每 个 顶点 都 是 方 格 纸 上 

的 结 点 ,而 且 折 线 的 各 段 之 长 都 相等 . 证明, 这 样 的 折线 的 段 数 必 为 侦 


数 . 
(第 27 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1964 年 ) 


[证 ] 到 一 个 方 格 纸 上 的 结 点 为 原点 建立 直角 坐标 系 , 则 方 格 纸 
上 的 所 有 结 点 均 为 整 点 . 

于 是 闭 折线 的 每 个 顶点 (X;,Y;)(i = 1,2,…,n) 的 横 、 纵 坐标 均 
为 整数 . 


因为 是 闭 折线 , 则 闭 折线 在 坐标 轴 上 的 投影 (连同 符号 ) 满足 
Zi 十 2 十 十 二 站， 
yt y++ y= 0. 
Xzi+y=e (i= 1,2,..,n). 
(1) 若 c 具有 4k +2 的 形式 . : 
这 时 ,x; 和 yx 恒 为 奇数 ,而 由 于 n 个 奇数 的 和 等 于 0, 故 知 n 为 偶数 . 
(2) 奇 c 具有 4k + 1 的 形式 . 
这 时 ,x; 和 y; 的 奇偶 性 不 同 . 
假定 有 mx 个 奇数 zx;， 一 闫 个 偶数 二 ,那么 相应 的 就 有 2- 关 个 
奇数 y;， nm 个 偶数 六 
由 于 和 数 为 0, 所 以 mm 与 六 -到 同时 为 偶数 ,从 而 n 亦 为 偶数 . 
(3) 在 c 具有 4k 的 形式 . 
这 时 ,xz; 和 yy 都 是 偶数 . 设 2 是 所 有 xz; 和 > 都 可 被 其 整除 的 2 的 
最 高 方 磅 ,这 时 在 xi + yi = c 的 两 边 同时 除 以 2 ,就 可 化 归 为 x; 与 
或 同 为 奇数 ,或 为 一 奇 一 偶 的 情形 , 即 情形 (1),(2), 此 时 n 亦 为 偶数 . 
由 (1),(2),(3),n 为 偶数 . 
13'15 ”证明 在 坐标 平面 上 不 存在 一 条 具有 奇数 个 顶点 ,每 段 长 
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为 1 的 闭 折线 , 它 的 每 个 顶点 的 坐标 都 是 有 理 数 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] ”假定 存在 这 样 的 闭 折 线 . 
不 失 一 般 性 ,可 设 坐 标 原 点 为 其 中 的 一 个 顶点 ,并 记 它 为 Ao, 其 他 
”顶点 坐标 分 别 记 为 : 


{a doy... ~ {a 锋 
和 (人) 人) 
其 中 与 区 (fi = 1,2,…,n) 都 是 既 约 分 数 ,为 方便 起 见 , 我 们 约定 
1 一 上 A0. 
右 户 与 d 的 奇偶 性 相同 ,我 们 简 记 为 p 兰 g( 这 里 省 略 了 (mod2) )， 
在 户 与 4 的 奇偶 性 不 同 , 则 记 为 户 科 5. 
下 面 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 
b; = 1, d, 1 (k= 1,2,.…,n). 
ar +t oatce 1 (k=1,2,.…,n,n+1). 


在 & = 1, 则 由 折线 长 为 1 有 











?77 
即 人 = di}—e? 
2.72 
因为 全 是 整数 ,日 ul 和 Bi 互 素 , 则 dl 被 bl 整除 . 
上 式 又 可 化 为 
2 07 
a 一 bt 一 ai 
同 理 可 知 ,bi 被 g 整除 . 
于 是 bi 三 土 d1. 
从 而 b? = di = a?t + ce?. 
al 和 ci 不 可 能 都 是 偶数 ,否则 号 也 为 偶数 ,与 a, 和 4 互 素 相 了 矛 
盾 ; 


al 和 Cl 也 不 可 能 都 是 奇数 ,否则 
af+ cit=2 (mod 4 ) 


TS 8 


不 可 能 为 完全 平方 数 ,因此 
al 基 Cc1， bl 三 di 三 1. 








娄 。 并 且 a1t+ cK0= aot co: 
假设 结论 对 于 有 = 1,2,…,m -1 过 n 都 成 立 , 令 
CA 
by bn bi 
Cy Cpi—l C 
du dn -1 - di 


这 里 ,全 ,和 是 既 约 分 数 . 
因为 每 一 段 的 长 为 1, 所 以 
uu 2 Ci 2 
(&) + () = 1. 
与 & = 1 的 情况 类 似 ,可 得 


a 关 c,， d= 三 0 二 1. 
又 因为 





a 十 dm-l abm-1 + bam-!1 
? 
bm-l1 bbm-i 


由 于 分 数 和 2 既 约 ,所 以 bo 是 她 ,1 的 一 个 因数 ,因为 二 |， 
bm! 震 1, 则 6b 三 1, 同 理 又 知 d 三 1. 广 
ay SE aby 1 十 Dan-l， 
c， = cd + dc -1. 


因此 Cn + Cy Hn-l 一 Cn—l 


= ab, 1+ ba i + cdy-1t + dem-1 ~ Qnm-t ~ Cm-i 
=a,_1(b 1)+ab, + cld -1)+ ced-1 
三 CC 二 C 
三 1]. 

于 是 a + Cm 天 ai 二 Co-1. 

从 而 证 明了 


b;: 三 1,， ad, | (k = 1,2,.…,n). 
ar+oaiter (k=1,2,.…,n,n+ 1). 


因此 ,在 顶点 数 n + 1 为 奇数 时 ,由 上 面 所 证 ， 
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Qn+l + Crl 天 co + co. 

所 以 折线 决 不 能 是 闭 的 , 即 符合 题目 要 求 的 闭 折线 不 存在 . 

13.16 “将 数 轴 上 每 一 个 坐标 为 整数 的 点 或 染 为 红色 ,或 染 为 蓝 
色 . 证 明 至 少 有 一 种 颜色 具有 下 述 性 质 : 即 对 每 个 自然 数 & ,都 能 找到 
无 穷 多 个 染 了 这 种 颜色 的 点 ,它们 的 坐标 都 能 被 & 整除 . 

(第 40 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 分别 以 A 和 B 表示 红 点 和 蓝 点 的 集合 . 

假设 结论 不 成 立 , 即 A 中 仅 有 有 限 个 点 其 坐标 为 a 的 倍数 , 且 B 中 
仅 有 有 限 个 点 其 坐标 是 & 的 税 数 ,这样 在 整个 自然 数 集 合 中 ,就 仅 有 有 
限 个 数 是 ab 的 倍数 ,这 是 不 可 能 的 . 

13.17 ，” 方 格 纸 上 小 方 格 的 矿 寸 为 1x1 ,以 其 中 的 一 个 结 点 ( 方 格 
线 的 交点 ) 为 圆心 画 一 个 半径 为 R 的 圆周 . 试 证 ,如 果 在 圆周 上 刚好 有 
1988 个 结 点 , 则 R 和 Y2R 中 有 一 -个 是 整数 . 

(第 14 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 以 圆心 为 坐标 原点 ,并 使 坐标 轴 平 行 于 方 格 线 , 在 方 格 纸 
上 建立 坐标 系 . 则 所 有 结 点 均 为 整 点 . 

如 果 点 (xz,y) 落 在 圆周 上 ,由 对 称 性 ,一 切 形 如 (+ z, 二 y) 和 
( 土 y, 土 7) 的 点 也 落 在 圆周 上 ,车 zz 了 关 y 且 xy 关 0, 则 这 样 的 点 共有 8 
个 , 若 z = y 或 zy = 0, 则 这 样 的 点 共有 4 个 . 

由 于 1988 三 4 (mod 8). 

所 以 给 定 的 1988 个 点 中 必 有 满足 x = y 的 点 或 满足 zy = 0 的 点 . 

若 存 在 满足 zx = y 的 点 , 则 由 

zi:+y =2r = R? 


可 知 ,六 是 整数 ,从 而 5R 是 整数 . 


者 仓 在 满足 zy = 0 的 点 , 则 由 
R=ixi 或 R=|y| 
可 知 ,R 是 整数 . 
13.18 ”在 平面 直角 坐标 系 中 , 横 坐 标 和 纵 坐 标 都 是 整数 的 点 称 
为 整 点 , 任 取 6 个 整 点 P;(x;,y)(i = 1,2,3,4,5,6) 满足 : 
(1) rz II 委 2 1y; {2(7 = 1,2,.…,6), 
(2) 任何 三 点 不 在 同一 条 直线 上 . 
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试 证 在 以 P;(i = 1,2,3,4,5,6) 为 顶点 的 所 有 三 角形 中 , 必 有 一 个 

三 角形 , 它 的 面积 不 大 于 2. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 

[证 1] 设 存在 6 个 整 点 Pi,P;,,…,Pse 落 在 区 域 S = |(x,y) 
rl 二 2,1y 过 21 内 ,它们 任 三 个 点 所 成 的 三 角形 面积 都 大 于 2. 

设 P= {P,P,,…,Pel. 

(1) 知 工 轴 上 只 有 己 中 的 一 个 点 , 则 剩 下 的 尸 中 的 SS 个 点 ,位 于 两 
个 半 和 平面 ,由 抽 层 原理 在 x 轴 的 上 半 平 面 或 下 半 平 面 一 定 有 一 个 半 平 


面 上 至 少 有 三 个 点 ,不 妨 设 x 轴 的 上 半 平 面 至 少 有 PP 的 三 个 点 ,此 三 点 
所 成 的 三 角形 面积 不 大 于 2. 因 此 ,x 轴 上 至 少 有 两 个 点 ,又 因为 不 能 有 


三 点 共 线 ,所 以 在 过 轴 上 恰 有 忆 的 2 个 点 . 
(2) 剩 下 的 4 个 点 不 可 能 有 一 点 在 直线 y =+ 1 上 ,否则 出 现 P 中 
的 点 为 顶点 的 面积 不 大 于 2 的 三 角形 ,于 是 在 直线 y= 2， yy= -2 上 
分 别 恰 有 PP 的 两 个 点 . 
”(3) 注意 到 S 的 对 称 性 , 同 理 可 证 在 直线 xx=-2， = 0, r= 
2 上 分 别 有 P 的 两 个 点 . 
于 是 在 每 条 直线 y = 一 2,0,2， =-2,0,2 上 恰 有 的 两 个 点 ， 
(4)P 的 点 不 能 是 原点 .这 是 因为 $S 内 纵横 坐标 均 为 偶数 的 所 有 整 
点 落 在 且 仅 落 在 过 原点 的 四 条 直线 上 ,由 抽 导 原理 , 剩 下 的 $ 个 点 至 少 
有 两 点 落 在 这 些 直线 中 的 一 条 .于 是 3 点 共 线 ,出 现 矛 盾 . 
因此 ,P 在 x 轴 上 的 两 点 必定 是 (- 2,0),(2,0). 
同 理 , 在 y 轴 上 的 两 点 必定 是 (0, - 2),(0,2). 
剩 下 的 两 点 只 能 取 (- 2, - 2),(2,2) 或 (- 2,2),(2, - 2) ,不 论 哪 
一 种 情形 ,都 得 到 一 个 以 P 中 的 点 为 顶点 的 面积 不 大 于 2 的 三 角形 .出 
现 矛 盾 . 
从 而 命题 得 证 . 
[证 2] 设 P; 中 横 坐 标 为 nm 的 点 共有 a 个, 纵 坐 标 为 n 的 点 共 
有 忆 个 (m,n = 2,—1,0,1,2). 
由 P; 满足 的 条 件 有 
Oa RR2, m=-2,-1,0,1,2; 
Oh,2,， n=-2,-1,0,1,2, 
a-2+a-1:+ag+a:t+a;= 06, 
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py+b II+poo+ap+eoz = 0. 
(1) 车 a + arl 实 3, 对 某 个 mw € 1- 2, -1,0,1,21 成 立 . 则 诸 
P; 中 至 少 有 3 个 点 落 在 矩形 区 域 imw 过 x 过 m+1, 一 2 帮 y 志 2 的 
周 界 上 ,此 三 点 决定 的 三 角形 面积 不 大 于 2. 
(2) 若 a_j;+ajl 太 2，a_-l1+ao 守 2，a0o+al 太 2，al+a; 
过 2, 由 于 
8 宕 (ayp+a)+(al+ao)+ (ao0o+a)+ (ail+ a2) 


=2(a_» 十 Ql 十 un 十 at 十 a2) 一 (c> 十 Q&_) ) 


=]2— (a,>+ a-_;). 
于 是 Uy 十 WH_2 之 4. 
再 由 没有 三 点 共 线 ,所 以 


a27 =2,， a;)=2, al=0, a |=0,， aov=2. 

即 在 直线 x = 2i(i = 0, + 1) 上 恰 有 PP 的 两 个 点 , 同 理 可 证 直线 
y = 2i(i = 0, +1) 上 恰 有 PP 的 两 个 点 . 

以 下 同 证 1. 

[证 3j] 设 存在 满足 条 件 的 6 个 整 点 已 |， 
P,,…, Pe 落 在 区 域 i(x,y) zs 和 2, 7y 
三 21 内 ,任何 3 个 点 所 成 的 三 角形 面积 都 
大 于 2. 

把 2 个 整 点 (mm ,2)， ,nn EE |- 2， 
一 1,0,1,21, 分 成 如 图 的 三 个 组 ,第 I 组 为 
i(m,n)im=0,1,2,n = 0,1,2|, 共 9 个 
点 ,面积 为 4, 第 [组 为 mm) =- -2，1 = 一 2, 一 1)0,1， 
2| 共 10 个 点 ,面积 为 4, 第 耳 组 为 (wi,n)1im=0,1,2，n =-2,- 
11, 共 6 个 点 . 

为 使 三 角形 的 面积 大 于 2, 则 落 入 第 工 组 内 的 点 不 超过 2 个 , 落 人 
第 下 组 内 的 点 不 超过 2 个 ,否则 将 出 现 一 个 以 已 为 顶点 的 面积 不 大 于 
2 的 三 角形 ,因此 ,至 少 有 两 点 落 在 第 开 组 内 , 记 第 下 组 为 

Di = i(x,y) 10rR2, -2 过 yy 过- 十 

同 理 ,对 这 25 个 点 重新 划分 区 域 ,使 上 述 的 第 上 组 分 别 落 在 第 

工 工 .下 象 限 内 , 则 
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站 | = i{(rz,y) i0y2， 1&rE21, 
D: = {i(x,y) I-2 达 XT0，1 达 y 扩 21， 
Di = i(x,y) -2r-1, -2&y 人 0!. 

从 而 了 | ,D;， ,Da ,D4 覆盖 了 除 (0,0) 之 外 的 已 知 点 中 的 24 个 整 点 ， 
且 每 个 区 域 的 边界 上 至 少 有 两 个 点 ,由 于 这 四 个 区 域 互 不 相交 ,所 以 总 
共有 8 个 点 与 已 知 的 6 个 点 矛盾 ! 

13.19 “ 某 人 掷 硬 币 ,得 正面 记 a 分 ,得 背面 记 4 分 (a,b 为 正 整 
数 ,a > 5). 并 将 每 次 得 分 进行 累计 .他 发 现 不 论据 多 少 次 ,总 有 35 个 
分 数 记 录 不 到 ,例如 58 就 是 其 中 之 一 . 试 确定 a 和 4 的 大 小 . 

(第 32 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1971 年 ) 

[ 解 ] 设 某 人 掷 硬 币 得 正面 zx 次 ,得 背面 > 次 ,其 中 zx 和 y 均 为 非 
负 整 数 . 

于 是 累计 得 分 az + by 分 . 

首先 证 明 (a,5) = 1. 

否则 ,车 (a,5) = d > 1, 那 么 ax + by 和 恒 能 被 4 整除 ,这 样 ,与 4 互 
素 的 一 切 正 整数 (如 ka + 1) 都 是 无 法 达到 的 分 数 , 于 是 有 无 限 多 个 无 
法 达到 的 分 数 ,与 已 知 条 件 矛 盾 . 

因此 (cc ,2) = 1. 

显然 ,如 果 和 是 可 以 达到 的 一 个 分 数 ,那么 直线 ar + by = m 至少 
通过 包括 横 轴 , 纵 轴 的 正 半 轴 和 原点 在 内 的 第 一 象限 ( 即 闭 的 第 一 象 
限 ) 的 整 点 . 

因为 (a ,5) = 1, 所 以 

bp:0,bp.1,%,b.(a—1) 

这 a 个 数 被 a 除 的 余数 互 不 相同 . 

这 是 因为 知 

bi Sb (mod a ) ， 

则 由 (a,5) = 1 得 ; -jj 三 0 (mod a). 

而 1 i 一 j 1< a, 所 以 是 不 可 能 的 . 

因此 , 当 之 ab 时 ， 

mb:0, mel1, :%, m~b{a~1) 

中 惟有 一 个 能 被 a 整除 , 即 存 在 y(0 过 y 过 a -1) 及 非 负 整 数 x, 使 


112 一 by = ax. 
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所 以 六 他 ab 时 ,ma 必 是 可 以 达到 的 分 数 , 然 而 ,由 题 意 ,可 达到 的 
分 数 只 有 有 限 个 ,所 以 产 ab 不 成 立 . 

当 0 委 和 < qb 时 ,者 m 是 可 以 达到 的 分 数 ,那么 直线 az + by = 
m 只 含 闭 的 第 一 象限 的 一 个 整 点 . 

若 不 然 , 设 (zi,yi),(zzyy) 都 在 直线 az + by = m 上 , 则 


art + by = m, az? 二 py = 71， 


于 是 有 
atzl 一 zh)+by=- yy) = 0. 
从 而 b | rl~ Xx. 
但 是 Oar 人 Rm 人 < ab, 
所 以 0 过 xl 必 0. 
同 理 0 委 zz < 0. 
即 | x1 ~ x2 |< D. 


于 是 仅 当 zl = xs 时, 才 有 65 1 zi 一 xy, 出 现 矛 盾 . 
于 是 0 委 < ab 时 ,所 能 达到 的 分 数 的 个 数 与 闭 的 第 一 象限 中 ， 
使 0 和 < ar + by < ob 的 整 点 (x,y) 的 个 数 相同 . 
注意 到 ,和 矩形 0 过 xz 过 5，0 达 y 志 a 中 ,有 
(ai+ 1)(6b+1) 
个 整 点 ,所 以 在 闭 的 第 一 象限 中 ,使 0 过 ar + by < ab 的 整 点 (x,y) 的 


数目 是 方 (a t+1)(b+1)-—1. 
所 以 ,不 可 能 达到 的 分 数 的 个 数 是 
nb [Bat Dt) 1]= (a D1 
依 题 意 有 





本 (oa -DG -1) = 35. 


因为 a > 5, 且 (a,5) = 1, 则 有 
a—1 = 70 a—-1=10 
bp-l1l=1. 或 bp-1=7 
Bh(a,b) = (71,2),(11,8),(36,3). 
由 (a,b) = 1, 则 (36,3) 不 可 能 . 
又 a =7]，b=2 时 ， 
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71.0+2.29= 58 

能 被 记录 到 ,所 以 a = 71， = 2 不 合 题 意 . 

再 考察 直线 11z+8y = 58 上 的 整 点 ,由 

y= 8 -1lz -7 -z+2 

可 以 求 得 直线 上 的 两 个 相 邻 整 点 (6, - 1) 及 (- 2,10) 分 别 位 于 第 四 ， 
第 二 象限 ,因此 58 不 能 被 记录 到 .从 而 a = 11， 5 = 8 是 适合 本 题 要 
求 的 惟一 解 . 

13.20 ” 设 C 是 平面 上 的 闭 凸 集 ,C 除了 包含 (0,0) 外 ,不 包含 其 
他 坐标 为 整数 的 点 ,又 设 C 分 布 在 四 个 象限 中 的 面积 相等 ,证 明 C 的 
面积 4(C) 委 4. 


让 并 


(第 40 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 】 我们 证 明 更 为 一 般 的 结论 : 
如 扩 一 个 关于 原点 对 称 的 闭 凸 集 ,面积 大 于 4, 那么 , 它 的 内 部 除 
原点 外 ,一 定 还 有 别 的 整 点 . 
如 图 , 我 们 用 分 别 和 坐标 轴 








距离 是 偶数 的 两 组 平行 线 , 分 平 TT 
面 成 边 长 是 2 的 较 大 的 方 格 ,其 中 一 同 最 
标准 的 一 个 方 格 是 OABC. 它 是 -办 | 
位 于 第 一 象限 而 离 原点 最 近 的 一 二- x 
个 方 格 , 这 些 边 长 是 2 的 方 格 把 闭 十 二 
凸 集 分 成 许多 块 ,每 一 个 和 这 区 TT 
域 相交 的 较 大 方 格 中 各 有 一 TTT 





块 , 例 如 图 中 EFGH 这 个 方 格 里 
就 有 一 小 块 . 把 EFGH 平移 到 
OABC ,使 两 个 方 格 重合 ,那么 ,EFGH 里 面 所 包含 的 一 小 块 面积 也 就 
连带 地 被 移 到 OABC 里 面 ,如 图 中 有 阴影 的 那 部 分 .对 于 其 他 大 方 格 中 
的 面积 可 以 用 同样 的 方法 移 到 正方 形 OABC 中 去 . 

由 于 财 吓 集 的 面积 大 于 4, 而 正方 形 OABC 的 面积 等 于 4, 所 以 由 
面积 的 重 瘤 原则 ,至少 有 两 块 面积 有 公共 点 . 

在 移动 每 一 个 大 方 格 时 ,可 先 沿 OX 轴 的 方向 移动 一 段 距离 (等 于 
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2 的 倍数 ) ,再 沿 OY 轴 的 方向 移动 一 段 距 离 ( 也 等 于 2 的 倍数 ) ,最 后 就 
和 OABC 重合 .因此 ,我 们 从 两 块 面积 移动 后 有 公共 点 这 个 结论 可 推 
出 ,在 原来 的 闭 凸 集 内 有 两 个 点 P 和 QQ ,它们 的 纵 坐 标的 差 和 横 坐 标的 差 
都 是 2 的 倍数 .由 对 称 性 ,PP 关于 原点 的 对 称 点 P 也 在 这 个 闭 凸 集 内 . 
设 己 的 坐标 为 (zi,yi), 则 已 -的 坐标 为 (- zi， =- y1), 设 QQ 的 坐标 


是 (zy) ,那么 P'Q 的 中 点 M 的 举 标 是 (于 了 TL 2 2 )， 由 于 x， 


-zy 一 yi 是 偶数 ,所 以 于 卫生 一 一定 是 整数 ,因此 MM 点 一 
定 是 整 点 ， 又 由 于 P 和 Q@ 是 两 个 不 同 的 点 ， 则 7X2 XI 关 0， 2 一 V1 闫 


至 少 有 一 个 成 立 ， 即 M( 导 3 22 二 加 了 并 ) 不 是 原点 (0， 0) ,从 而 证 明 


了 题 设 中 的 闭 凸 集 内 除 原点 (0,0) 之 外 至 少 还 有 一 个 整 点 . 

13.21 已 知 圆 z 六 + 办 = r*(r 为 奇数 ) 
交 z 轴 于 A(r,0),B(- ,0), 交 > 轴 于 C(0， 
一 rr),D(0,r).P(u,v) 是 圆周 上 一 点 ,w = 
p”,v 二 gp'(p,g 都 是 素数 ,m,n 都 是 自然 
数 ), 且 x > wv. 点 P 在 x 轴 和 yy 轴 上 的 射影 分 
别 是 M,N. 

求证 |AM 1、} BM 1、!I CN1、IDNj 分 
别 为 1.9.8、2. 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1982 年 ) 
[证 1] 因为 > 为 奇数 , 则 由 


2 十 二 
可 得 ,wx 和 w 必 一 为 奇数 ,一 为 偶数 . 
(1)u 为 偶数 . 
因为 x = p” 为 偶数 及 pp 是 素数 ,所 以 p = 2. 
印 二 2”. 


w=" = -= 27) = (r+2" )(r -2 ) . 
因为 g 是 素数 ,所 以 必 有 





广 一 2 二， 
r 二 2™ 一 0 . 
于 是 r= 27 十. 
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_ v2 = 2241 十 1 = g”. 
由 此 可 得 2 22m 
数 从 而 又 有 (q+)(g—1)= 2". 
q"+1= 2°, 
了 于 二 gy"—-1=2,a>b. 
24" = 24 + 22， 
gq" = 2a-1+221 = 25-1(24-b + 1). 
因为 g 是 奇 素数 ,所 以 2 和 = 1， 2 = 1 
从 而 gq" =2+1=3. 
即 gq=3,， n=1. 


从 而 0 一 gq” = 9 =2"7tl+]1,， n= 2. 

于 是 w=4,， r= 5. 

由 此 得 出 1AM1=1， 1BM!=9, ICN|=8, | DN1=2. 
(2)w 为 偶数 . 

同 理 可 得 ww = 3， v=4， r= 5, 但 这 时 与 题 设 中 的 x >>v 不 


符 . 
所 以 v 不 能 为 偶数 . 
由 (1),(2) ,本 题 得 证 
[证 2] 若 x 为 偶数 , 则 不 定 方 程 
2 二 
jh = 2cd 
可 解 得 v= cc —d’, 
=a 
因为 = pr = 2” = 2cd, 则 可 令 
c=2, d= 27. 
此 时 v= ci -d= (2°+28)(2° - 27). 
因为 是 奇数 , 则 22 = 1，8 = 0. 
从 而 v= gg" = (2°+1)(2°— 1). 
又 因为 g 是 素数 , 则 
2*+1= ga, 
2" -1=0, a>b. 
即 2.2= 愉 + = gg +1). 
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由 5 是 奇 素数 可 得 gf = 1]， =0, 从 而 有 2 = 巡 +1=2，a 
= 1, 进 而 gf = 二 2*+1 二 3,，g=3. vv=(2+1)02 一 1 =3= 中 ， 
n= 1. 

于 是 可 得 ww = 4，wv=3， r=5. 

进一步 求 出 | AM |= 1, 1 BMi=9,!CN|=8,1DN1=2. 

车 4 为 奇数 , 同 证 1, 不 可 能 . 

13.22 ”以 平面 直角 坐标 系 中 的 每 一 个 整 点 为 圆心 ,各 作 一 个 半 
径 为 14 的 加 .证明 任何 半径 为 100 的 圆周 都 至 少 与 这 些 圆 中 的 一 个 相 
交 . 

(第 49 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[证 ] 设 O 〇 为 任意 一 个 点 . 

又 设 y 二 &(kE€ 2) 是 与 以 O 〇 为 圆心 ,以 100 为 半径 的 圆 相交 的 直 
线 中 最 上 面 的 一 条 直线 ,而 直线 y = + 1 与 该 贺 不 相交 . 

如 果 该 直线 上 所 有 的 整 点 都 在 该 圆 之 外 ,那么 不 难 证 明 , 其 中 离 圆 


周 最 近 的 整 点 与 圆周 的 距离 不 超过 j4, 因此 图 周 必 与 以 该 整 点 为 加 
心 ,以 语 为 半径 的 圆 相交 ， 
如 果 该 直线 y = A 上 有 某 些 整 点 在 该 圆 O 之 内 . 设 B 是 其 中 离 该 


圆周 最 近 的 整 点 . 
设 A 是 直线 y = 天上 离 B 最 近 的 位 于 圆 外 的 整 点 , 则 有 AB = 1. 


假设 贺 周 不 与 以 A 和 B 为 圆心 ,以 直 为 半径 的 贺 相 交 , 则 此 时 就 





有 


O4 > 100+ ]， 99< OB8 < 100- 工 


14 
因此 就 有 


04 - OB > 了 


OA? - OB? = (OA - OB)(OA + OB) > 1 


设 O 是 目 O 〇 辣 直 线 y = 所 引 垂 线 之 垂 足 ,O 呈 = xz, 则 
OA=x+l, 
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(r+17-x = 042- 0B2 > 


族 解 得 0B=x> 和 J 
论 
天 于 是 就 有 
00’ = OB - 03B2 < (100 - 二 _ ( 字 ) < 992， 
从 而 OO < 99. 


由 于 圆心 O 到 直线 y = & + 1 的 距离 为 
OO +1< 99+1 = 100, 
这 样 该 加 就 与 直线 y = + 1 相交 ,与 我 们 一 开始 的 选取 相 了 矛盾. 
因此 该 圆 必 与 圆 A 或 圆 B 之 一 相交 . 
13.23 ”在 坐标 平面 上 ,纵横 坐标 都 是 整数 的 点 称 为 整 点 , 试 证 存 
在 一 个 同心 圆 的 集合 ,使 得 (1) 每 个 整 点 都 在 此 集合 的 某 一 圆周 上 
(2) 此 集合 的 每 个 圆周 上 ,有 且 只 有 一 个 整 点 、 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[证 1] 假设 同心 圆 圆心 为 P(z,y). 任 意 两 整 点 A(a,5) 和 
B(c,d), 其 中 a = c 和 6 = d 不 同时 成 立 . 
| PAl*=(r-a) +(y-6) 
=x*+y -2ar—-2by+a’+b’, 
1 PBI*=(r-c)+(y-ad) 
=7x + y—2cr -2dy+c + dad’. 
| PAI*-|IPBI*=a-c +6b -d+2(c-a)rt+2(d -6b)y. 
因为 a,b,c,d EE Z, 且 a = c， 565 = 4d 不 同时 成 立 ， 
所 以 要 使 1 PA 1 关 ! PB 1, 只 需 取 xz 为 任意 无 理 数 ,y 取 任意 分 母 
不 为 2 的 非 整数 有 理 数 即 可 (或 + ,y 各 取 形 如 Vr ,Vn 的 最 简 非 同类 
根 式 的 无 理 数 ,其 中 mx ,nn € NN). 


如 取 P(V5 ,二 ), 则 任意 两 个 不 同 整 点 到 PCV5 ,十 ) 的 距离 都 不 相 


等 . 
把 所 有 整 点 到 P 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 


ri Fo F339" 


以 P(E2, 方 ) 为 圆心 ,ri ,72,…,r,，,… 为 半径 的 同心 圆 集合 即 为 所 求 
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[证 2] 设 任 意 两 个 不 同 整 点 A(a,p) 和 B(ec,a). 
()a 关 c，6b 关 d. 中 点 M( 全 <， 和 3) 
AB 垂直 平分 线 方 程 为 


b+d ec-a CQ 十字 


” 2 pe- 2 ) 
(i)a = c，6 关 dd. 中 点 M(a， “十 4) .4AB 垂直 平分 线 方程 





b+d 
一 7 





(iDa 天 c，6= 4 中 点 M(& 坟 5，) ,4AB 垂 直 平 分 线 方程 为 
ac 
7 
显然 ,只 有 在 上 述 三 类 直线 上 的 点 才 有 可 能 到 平面 上 某 两 整 点 的 
距离 相等 . 若 取 P(Y2,Y3), 则 PP 必然 不 在 上 述 三 类 直线 上 , 即 P(V2， 
Y3) 到 任意 两 个 不 同 整 点 的 距离 都 不 相等 . 
把 所 有 整 点 与 已 点 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 ; 
jj, ps pas 
以 P(Y2,Y3) 为 圆心 ,x ,r;,… ,7r,，… 为 半径 作 的 同心 圆 即 为 所 求 . 
13.24 ” 某 圆 的 圆心 坐标 为 无 理 数 .证 明 在 这 个 圆 内 ,不 可 能 有 一 
个 圆 内 接 三 角形 , 它 的 各 个 顶点 的 横 纵 坐标 都 是 有 理 数 . 
: (基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 设 圆 心 的 坐标 为 O(a,B),a 和 有 8 都 是 无 理 数 . 
又 设 圆 内 接 三 角形 的 顶点 坐标 为 
Ai(p1,41), As(p2,92), As(p3,q3), 
假设 p;,g,(i = 1,2,3) 都 是 有 理 数 . | 
由 OA1? = OA3 = OA3 得 
(pi—~a) +(gqr -B=(py~-a) +(g— BY 
=(p3~ a) + (gs— BY. 
从 而 可 得 到 关于 a ,8 的 线性 方程 组 
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并 


(p2~ pl)a + (gs — gp = 1, 
(ps 一 六 +(q3 一 dg2)8 = 72. 


其 中 Yl [p+ 3) — (pr + gf)], 


7Y2 = [3 十 g4) 一 ( p35 + gq3 5)]. 
则 yi 与 ”> 都 是 有 理 数 . 


线性 方程 组 的 系数 行列 式 
2 一 六 d2 一 9i 
p33- pp2 23 42 
则 D 是 有 理 数 . 
解 这 个 线性 方程 组 得 


aD = Yi(g3 ~ q2) — Y2(q2 — qi1), 
BD = ya(p2— Pp1) -71(p3 ~ pi). 
若 DD 闫 0, 则 上 面 两 式 的 右边 都 是 有 理 数 ,而 左边 都 是 无 理 数 , 因 
而 等 式 不 成 立 . 
车 = 0, 则 有 
qd -dl or-q 9 一 dl 
这 表明 点 4A, ,A;,A; 在 同一 条 直线 上 , 即 在 


y= qt(r-p) ee- yt 
1 


这 也 是 不 可 能 的 ， 因为 A1,A,,A; 是 圆 内 接 三 角形 的 顶点 . 

因此 ,全 A1A;,A; 的 顶点 坐标 不 可 能 都 是 有 理 数 . 

13"25 ” 设 公 ABC 的 顶点 坐标 都 是 整数 ,日 在 全 ABC 的 内 部 只 有 
一 个 整 点 (但 在 边 上 允许 有 整 点 ) .求证 人 ABC 的 面积 之 了 

(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 0O 为 人 ABC 内 的 整 点 ,BC,CA,AB 边 的 中 点 分 别 为 
Ai,Bi,Ci. 

显然 ,O 或 在 和 44BI Ci 内 部 或 在 人 41BiCi 的 边界 上 . 

否则 ,由 于 4,B,C 关 于 O 点 的 对 称 点 均 为 整 点 ,在 全 ABC 内 就 不 
止 一 个 整 点 . 
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设 4A; 是 点 A 关于 O 的 对 称 点 ,D 是 平 
行 四 边 形 ABDC 的 第 四 个 顶点, 则 A, 为 
全 BCD 的 内 点 或 在 它 的 边界 上 . 

(1) 若 4: 为 ABCD 的 内 点 . 

因为 A, 是 整 点 ,所 以 A, 就 是 O 〇 关于 平 
行 四 边 形 ABDC 中 心 A 的 对 称 点 
一 一 全 BCD 内 惟一 的 整 点 4A ,9 ,4， 和 万 是 线段 AD 上 相继 的 整 点 ,所 
以 





AD = 3AO. 
由 于 A,B,C 地 位 相同 ,所 以 O 是 个 ABC 的 重心 ,过 OO 〇 作 线 段 GH 
/BC, 告 BC 内 部 的 整 点 多 于 两 个 , 则 GH 内 部 必 舍 有 一 个 不 同 于 OO 〇 的 


整 点 (这 是 因为 BC 上 每 两 个 整 点 的 距离 二 二 BC, 而 0G = OH = 
本 BC) ,出 现 矛 盾 . 因 此 ,BC 的 内 部 至 多 只 有 两 个 整 点 ,AB 与 AC 有 同 


样 的 结论 . 
总 之 ,在 全 ABC 的 周 界 上 的 整 点 数 科 9, 则 由 有 关 整 点 与 面积 的 
定理 有 


入 ABC 的 面积 之 1+ 也 -1= 今 . 
(2) 若 A, 在 全 BCD 的 边界 上 . 


与 (1) 类 似 ,可 以 推出 BC 边 内 部 的 整 点 数 不 超 过 3( 仅 当 O 在 
BiICI 上 时 ,出 现 3 个 整 点 ). AB 与 AC 内 部 


的 整 点 数 均 不 能 多 于 1. 、 
总 之 ,会 ABC 周 界 上 的 整 点 数 志 8, 因 C0 


上 AS 入 


入 ABC 的 面积 之 1+ 字 -1=4. B， 


由 (1),(2) 命题 得 证 . 
13.26 ” 正 整 数 w 宇 5， Pi,P;,…,P, 是 以 O 〇 为 原点 的 直角 坐标 


系 中 的 整 点 ,人 OP1P2, 信 OP;P3,…, 人 OP,Pi 的 面积 都 等 于 二 .求证 
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(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] ”考虑 个 不 同 的 点 

P; = P,(a;,b;), i= 1,2,…,n. 

设 OP， 一 ri 一 1,2,…,n), 其 中 r; 最 
大 ,不 妨 设 1 < 之 k<n-2. 

设 平行 于 OP, 日 与 OP， 距离 为 一 的 两 条 
直线 4B ,CD 与 以 O 为 圆心 ,以 为 半径 的 圆 
相交 于 4 ,B,C,D. 

由 于 人 OPi_1Pi, 人 OPiw1Pi 的 面积 均 为 方 ,OP = rx， OP 与 


9 疲 





AB(CD) 的 距离 为 ,所 以 Pj,P,,, 在 直线 AB 或 CD 上 . 


由 于 已- 已 为 整 点 ,所 以 和 OP P,_， 的 面积 为 -的 整数 僧 ， 
又 由 于 和 人 OP IIP 与 人 人 OP，P 的 面积 之 和 为 1， 所 以 
全 OP TP_I 的 面积 小 于 1. 


因此 ,人 OPi+1Pi-i 的 面积 为 方 或 为 0. 
若 人 OPiiPi 的 面积 为 0， 即 0,P_,P， 共 线 ， 则 
全 OP Ps 与 全 OP Pei， 的 面积 相等 ,于 是 人 OP P > 的 面积 也 
于 是 入 OP。 PL_ 的 面积 为 了 ,或 者 入 OP, ,Pt 的 面积 为 二 ,而 
2=|(k+1)-(k-1) ln-2. 
3=|(k+2)-(k-1)|n-2. 
于 是 全 OP P 或 全 OP， Pa 符合 要 求 . 
13.27 ”在 空间 直角 坐标 系 中 ,EE 是 顶点 为 整 点 ,内 部 及 边 上 没有 
其 他 整 点 的 三 角形 的 集合 . 求 三 角形 的 面积 所 成 的 集合 /(). 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] ” 设 全 O4B 为 E 中 一 个 三 角形 ,其 中 O 为 原点 . 
易 知 平面 O4B 的 方程 为 
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y 办 yy|=0 
其 中 (zyz) 《zis yo zj) 分 别 为 A,B 的 坐标 . 
将 行列 式 展开 并 约 去 公约 数 , 可 设 平面 AOB 的 方程 为 
az + by+ cz = 0， 
其 中 a ,b,c 为 整数 ,并 且 a ,b,c 的 最 大 公约 数 为 1. 
由 于 整 点 (x,y,z) 使 ax 十 by 十 Cc 之 的 值 为 整数 ,在 平行 平面 at 十 
by+ cz =0 与 ax + by+ cz = 1 之 间 ( 不 包括 这 两 个 平面 ) 显然 没有 整 
由 于 a ,b,c 的 最 大 公约 数 是 1 ,所 以 存在 一 组 整数 (x., y.., z.), 使 


az 十 py +cz' = 








i 一 座 


束 
点 


成 立 . 

即 整 点 C(x.,y,z.) 在 平面 cz + by+ cz = 1 上 . 

以 OA ,OB ,OC 为 棱 可 以 作 一 个 平行 六 面体 ,由 于 和合 O48 内 部 及 
边 上 无 整 点 (顶点 除外 ) ,所 以 以 OA , OB 为 边 的 平行 四 边 形 也 是 如 此 . 
从 而 所 作 的 平行 六 面体 除去 项 点 外 ,内 部 及 各 面 无 其 他 整 点 . 

由 这 个 基本 的 平行 六 面体 出 发 可 以 构成 空间 的 六 面体 网 ,每 一 个 
整 点 都 是 某 些 六 面体 的 顶点 ,但 不 会 在 六 面体 的 内 部 (或 六 面体 的 面 、 
棱 的 内 部 ) 出 现 . 

即 对 于 任意 一 组 整数 (zx,y,z), 方 程 组 


| + mzy + Ti = x, 





ly t+ mys tt ny. = y, 
[zs + Wiz, + nz.. = 多. 
有 整数 解 (!, ,nn), 所 以 必 有 


Xa Xs Xe 


| 
+ 


Ya Yn Ye 
Z Zs 
即 基 本 平行 六 面体 的 体积 为 1. 
由 于 ar+by+cz= 0 与 ar + by + cz 二 1 这 两 个 平面 的 距离 为 
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教 


1 
Valtbte 
所 以 人 OAB 的 面积 为 
方 Vi 二 他 十 0 





于 是 FE) = | 二 Vaa+8TG | abcEZ，(a,bc)= 
1 

13.28 ”证 明 如 果 三 角形 的 顶点 和 整 点 重合 ,是 三 角形 的 三 边 不 
再 含有 其 他 的 整 点 ,但 是 在 三 角形 内 有 惟一 的 整 点 ,那么 这 个 三 角形 的 
重心 和 这 个 “内 部 的 ” 整 点 重合 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 

[证 1] 不 难看 出 , 整 点 关于 其 他 的 整 点 或 者 关于 两 个 整 点 所 连 

成 的 线段 的 中 点 的 对 称 点 还 是 整 点 . 


设 整 点 三 角形 ABC 是 满足 题 设 条 件 的 整 入 
点 三 角形 , 即 人 ABC 的 边 上 没有 整 点 , 而 在 C 下 
本 ' 且 设 S 是 全 ABC 内 的 LN SN, 


作 整 点 S 关于 和 ABC 的 三 边 的 中 点 的 对 
称 点 ,所 有 这 些 点 仍然 是 整 点 , 记 这 些 整 点 为 S,,S;,S..( 如 图 ) 这 些 点 
在 和 原来 的 三 角形 ABC 对 称 的 三 角形 A1BC,ABIC,ABC, 内 . 

可 以 证 明 , 在 全 A1BC, 合 AB1C, 全 ABCi 内 没有 其 他 整 点 . 

事实 上 , 若 在 人 ABC 内 ,除了 整 点 S 之 外 ,还 有 一 个 整 点 ,那么 
这 个 整 点 关于 边 BC 的 中 点 的 对 称 点 将 在 人 ABC 内 ,这 样 ,在 全 ABC 
内 就 出 现 了 两 个 整 点 ,这 是 不 可 能 的 . 

作 顶 点 Al 关于 整 点 S, 的 对 称 点 Ao ,这 个 点 应 在 全 ABC; 内 ,并 
且 是 整 点 ,因为 和 ABC 与 人 ABC 是 以 Ai 为 位 似 中 心 , 位 似 系数 等 
于 2 的 位 似 三 角形 .由 于 S, 是 整 点 , 则 所 作 的 4, 关于 S 的 对 称 点 Ab 
应 该 与 5,S,,S;,S. 中 的 某 一 个 重合 ,这 是 因为 在 全 A1BiC, 的 内 部 只 
有 这 四 个 整 点 .显然 所 作 的 点 Au 不 可 能 是 5,， 

我 们 下 面 证 明 Au 也 不 可 能 与 5,,S. 重合 . 

假设 Ao 与 S. 重合 ,由 A 和 Al,S 和 S, 关于 线段 BC 的 中 点 对 称 ， 
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S 和 S. 关于 线段 AB 的 中 点 对 称 , 则 AS. / BS.,, 且 AS, = BS. = 
AS. 这 时 四 边 形 AiS.S.B 是 平行 四 边 形 ,此 时 A, 和 S. 不 可 能 关于 S， 
对 称 , 因 此 A 与 S. 不 可 能 重合 . 

同样 可 证 4A, 不 可 能 与 $, 重合 . 

于 是 Au 只 能 与 S 重合 . 即 A, 关于 S, 的 对 称 点 只 可 能 是 整 点 S. 

由 此 推出 ,点 AS,,S 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 通过 SS, 和 BC 的 
中 点 ,而 A 和 4 也 是 关于 BC 中 点 对 称 , 所 以 S 在 人 ABC 内 ,BC 边 的 
中 线 上 . 

同 理 S 也 在 AC 边 和 AB 边 的 中 线 上 ,因此 S 与 人 ABC 的 重心 重合 . 

[证 2] 设 整 点 三 角形 ABC 是 符合 题 
设 条 件 的 三 角形 . 

全 ABC 的 三 条 中 线 AA| ,BB ,CC 把 这 
个 三 角形 分 成 六 个 三 角形 . 

位 于 全 ABC 内 的 惟一 整 点 工 至 少 属于 
这 六 个 三 角形 中 的 某 一 个 ,不妨 设 工 在 
全 AC1S 的 内 部 或 边界 上 ,但 不 在 边 ACI 
上 . 

以 顶点 A 为 位 似 中 心 ,位 似 系 数 等 于 2, 对 全 AC1S 作 位 似 变换 得 
到 和 4BD, 则 整 点 工 变 换 成 新 的 整 点 TT ,T' 在 全 ABD 的 内 部 或 边界 
上 ,但 不 在 边 AB 上 . 

因为 在 全 ABC 内 只 有 一 个 整 点 全, 则 TT 只 能 在 全 AlBD 的 内 部 或 
者 它 的 边界 上 ,但 不 和 B 点 重合 . 

注意 到 B4 = A1C， S4 = 4ID, 所 以 AABD 与 人 AAICS 关 
于 Al 对 称 .于 是 全 关于 Ai 的 对 称 点 也 是 整 点 ,并 且 在 人 ANCS 的 内 
部 或 边界 上 ,但 不 与 C 重合 .由 于 在 入 ABC 内 只 有 一 个 整 点 ,于 是 在 
和 4CIS 与 人 AiCS 内 部 或 边界 上 的 这 两 个 整 点 应 为 同一 个 整 点 . 这 
个 整 点 只 能 在 A4CiS 与 人 4ICS 的 公共 顶点 S 处 . 即 开 与 人 4BC 的 
重心 S 重合 . 

13.29 证明 在 坐标 平面 上 不 能 画 出 这 样 的 平行 四 边 形 : 它 的 一 
条 对 角 线 的 长 是 另 一 条 对 角 线 长 的 两 倍 , 且 对 角 线 之 间 的 夹 角 等 于 
45 ,而 每 个 顶点 的 坐标 都 是 整数 . 

(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
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[证 ] ”在 生 OBC 中 .由 余弦 定理 可 得 
OC2 + OB2 ~ 20B . OCcos 45° = BC*. 


娄 设 AC = 2BD, 则 OC = 20OB. ~、 
40B? + OB? -JOB .20B = BC2. 
Bp?+ TBD:- BD?= Bc 4 一 人 
SBD2 -2V2BD?2 = 4 
(5 — 2 V2)BD* = 4BC2. QD 


因为 A,B,C,D 是 整 点 , 则 BD?* 和 BC 是 整数 ,因此 @ 式 不 可 能 
成 立 .从 而 本 题 得 证 . 

13.30 ” 设 荆 是 直角 坐标 平面 的 一 个 子 集 ,定义 如 下 : 

L = |(4tr+2y，5S$9r+flsy) lzryE 2 

证 明 一 切 以 坐标 原点 为 中 心 的 面积 等 于 1990 的 平行 四 边 形 至 少 

包含 上 中 的 两 个 点 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 取 (z,y)= (0,0),(0,1),(1,0),(1,1) 得 到 工 中 的 四 个 点 

(0,0),(2,15),(41,59),(43,74). 

设 这 四 个 整 点 为 项 点 构成 基本 区 域 下 ,下 为 平行 四 边 形 ,其 中 没有 








其 他 整 点 . 
1 0 0 
这 时 ,下 的 面积 为 1} 41 59| = 497. 
1 2 15 
将 下 平移 形成 平面 的 网 格 ,其 格 点 均 为 L 中 的 点 . 


设 平 行 四 边 形 P 以 原点 为 对 称 中 心 ,面积 为 1990. 
以 原点 为 位 似 中 心 , 作 位 似 比 为 2 : 1 的 位 似 变换 ,将 P 变 成 十， 
这 时 面积 变 为 
1 


1 .1990 = 497 上 上 
4 * 1990 = 497 3 > 497. 


所 以 将 方 P 的 各 块 经 过 平行 移动 到 下 中 后 , 必 有 两 个 点 重合 ， 


设 这 两 个 点 为 Di(zrl,yi) ,D2( 训 ;9) ,分 别 沿 OA1, OA 平移 ,其 
中 Ai(al 'b1), Az(a2,02) 都 是 L 中 的 点 , 则 | 
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(zyi) +(alp) = (zy2) + (a2,02). 
从 而 
(al ~ a2s01 — 062) = (a1,01) ~ (a2,62) = (za 22) 一 (zyI). 

易 知 点 D(x2 一 zy 一 V1) EP, 点 D(al 一 ay,b1 一 602)E€L. 并 
且 吕 不 同 于 (0,0). 

所 以 P 中 至 少 有 上 中 的 两 个 点 . 

13.31 ”其 坐标 (关于 某 个 直角 坐标 系 ) 为 整数 的 点 叫做 整 点 .证 
明 :如 果 某 一 平行 四 边 形 的 顶点 和 整 点 相 重合 ,在 平行 四 边 形 的 内 部 
或 它 的 边 上 还 有 另外 的 整 点 ,那么 ,这 个 平行 四 边 形 的 面积 大 于 1. 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 





[证 ] 我们 把 顶点 为 整 点 的 多 边 形 叫 做 整 点 多 边 形 . 第 
设 整 点 三 角形 已 P,P, 的 顶点 - 
P(xrisy), i = 1,2,3. 起 这 

点 


如 果 这 样 的 三 角形 不 是 晓 化 的 .那么 它 的 面积 满足 不 等 式 

















Eg y! 1 
5D 二 六 2Z2 32 1 
本 VY3 1 
] 
2 | XI1(y2 一 y3) 十 Tol y3 一 y1) 十 .33y1 一 y2) | 
1 
之 六 


假设 在 整 点 平行 四 边 形 内 部 或 它 的 边 上 ,除了 顶点 之 外 ,至 少 还 
有 一 个 整 点 ,将 这 个 整 点 和 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 连接 起 来 ,于 是 我 们 
将 整 点 平行 四 边 形 至 少 分 成 三 个 非 锐 化 的 整 点 三 角形 ,因为 它们 之 中 
每 一 个 的 面积 都 不 小 于 方 ,所 以 平行 四 边 形 的 面积 不 小 于 六 ,于 是 这 
个 平行 四 边 形 的 面积 大 于 1. 

13.32 ”给 定 整数 ”> 1 及 实数 :之 1.P 为 一 个 平行 四 边 形 , 它 的 
四 个 顶点 分 别 为 (0,0),(0,z),(tFE Tt) E， + 1), 设 L 
是 书 的 内 部 的 整 点 的 个 数 , 又 设 M 是 P 的 面积 1,,1. 

(1) 证 明 对 任意 整 点 (a ,2) ,存在 一 对 惟一 的 整数 ) ,& ,使 得 

Jj(Fris Fa) t+ ROF,,F,1) = (a,b). 
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(2) 利用 (1) ,或 其 他 方法 证 明 | VL - VM 12. 
(按照 惯例 ,Fo = 0， Fi=1, Fr = Ft+ F,,_1; 所 有 关于 压 
波 那 契 数 列 的 恒等式 均 可 利用 ,无 需 证 明 ) 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] (1) 本 题 等 价 于 线性 方程 组 
站 1 十 REF = Q， 
站 ,TAFE = b. 


闪 过 几 


有 惟一 整数 解 . 
注意 到 关于 裴 波 那 契 数 的 恒等式 
FF- 一 Fo = (— 1)”. 
则 方程 组 的 惟一 解 为 
aF,1—-bF, ar lo 


Frf i -Fs (一 1)” l 

DFT 一 QT， PF 1 一 CQF， 

k= 0 
FrF,-1 — FF, (— 1) 


对 任意 整 点 (a ,5),j ,上 k 均 为 整数 . 
(2) 当 且 仅 当 
(a,6b) =u(0,1) + v(F2,rs, F2n) 
= (vr + vF,,) 
(这 里 0< wu < 1,0 < v < 7) 时 ,点 (a,b) 在 平行 四 边 形 的 内 部 . 
L 就 是 整数 对 (7 ,&) 的 数目 ,这 里 
j=(— DD"(aF,.! — bF,) 
=(— 1)"[vh nF — (ut wh)F,)] 
=(— 1)" Lv (FP, FaskF,) — uF,l 
= vPF,s! ~ (~ 1)"uF,. 
k=(-1)"[(u + vhn) Fr -FE 
=(— 1)"[v( FF, — FonriF,) + 
三 ZE + (— 1)"wuF,r1, 
O<u<t, OO<wv<rt. 
这 里 ,我 们 用 到 恒等式 
FF 一 下 FT = (— 1)°PF, ,. 
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设 四 边 形 ABCD 为 ， 

A(0,0), B= tPF), C= -1)"%(- F,,F,r), 

D= B+C. 

因此 ,L 是 四 边 形 ABCD 内 部 整 点 的 个 数 . 

显然 ,C 是 B 绕 A 旋转 90° 而 得 到 的 点 .所 以 ,ABCD 是 正方 形 . 它 
的 边 长 

:MPN+E =t VE = MM. 

正方 形 内 部 的 整 点 个 数 世 , 即 以 这 些 
整 点 为 中 心 , 边 平行 于 坐标 轴 的 单位 正 
方形 的 个 数 , 这 些 单位 正方 形 定 一 个 边 
长 为 VM + Y2 的 正方 形 包含 (如 图 ) , 它 
们 又 完全 盖 住 一 个 边 长 为 VM -V2 的 边 
与 ABCD 平行 的 正方 形 ,因此 - 记 局 

CCV 而 -了 二 过 (vV 而 + 人 一 一 人 
即 1vL =- vM II 过 2. 

13.33 ”给 定 素数 p > 3. 在 坐标 平面 上 考察 由 坐标 为 整数 的 点 
(xz,y) 构 成 的 集合 M, 其 中 0 过 x 之 pp，0 达 y < 之 户 证 明 可 以 标 出 集 
合 M 中 心 个 不 同 的 点 ,使 其 中 的 任何 三 点 都 不 共 线 ,任何 四 点 都 不 是 
同一 个 平行 四 边 形 的 顶点 . 

(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 设 7>( 有 ) 三 六 (mod 户 ) ， 

且 0 和 rrR) 委 户 -1. 

我 们 取 点 A = (k,r(k)) 构成 的 集 y 
合 , 即 为 所 求 的 集合 ,其 中 & = 0,1,2,…,p 6 





一 5 
例如 p = 7, 即 为 图 中 的 7 个 点 . 和 一 r ? 
首先 证 明 这 p 个 点 中 任意 三 点 不 在 一 引 
条 直线 上 . 下 
如 果菜 三 点 A,,A,,A,(1 之 < | 





< p) 在 同一 条 直线 上 , 则 它们 三 点 中 每 两 0 
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Se 阔 溺 


点 间 连 线 的 斜率 都 相等 , 即 下 面 的 关系 式 成 立 : 
r(m)—r(t) r(n)— r na) 


ni—1i nm 
即 对 于 某 些 整数 a ,6b ,有 
(7 一 ma)(o t+ap)= (m-i)(n ~ m+ bp). 
整理 得 
(nan -mnt = [一 ip-( ~ m)ajp. 
则 plln-m)(m— 1)(t—n). QQ 
而 in 一 nl 过 p， im-tl<p，1t:-nl< p， 上 pp 是 素数 ， 
则 中式 不 可 能 成 立 . 
于 是 4, ,4 ,A, 三 点 不 在 同一 条 直线 上 . 
下 面 再 证 这 p 个 点 中 任意 4 点 都 不 是 同一 个 平行 四 边 形 的 项 点. 
设 这 四 点 为 Ai ,A,,A, ,A,. 
车 四 边 形 AjA,A,A, 是 平行 四 边 形 , 则 有 


ArA, LA,A,. 
t~k=m—n. 人 
于 大 有 r(t) 一 六 Rh) = rl(m)—r(n). (3) 
由 @ 可 得 pl (tk)- (m:n). 
再 由 四 pl(lm—-n)(t+k-nm—n). 
即 pl2(m— n)(t—m). 由 


由 户 是 大 于 3 的 素数 ,及 17-mIK bp， 一 放 1< Pp 可知 @ 
式 不 可 能 成 立 . 

因而 Ai ,A,,A,,A, 不 是 平行 四 边 形 的 四 个 顶点 . 

于 是 M= {(k,r(k)) | r(k)k’ (modp), OERp-1, 0 
rr(k) 之 p-1，k€ Zi 为 所 求 . 

13.:34 ” 设 ((.,.)) 是 平面 上 两 个 点 之 间 的 一 种 运算 :C = ((A， 
B)) 是 A 点 关于 B 点 的 对 称 点 .给 定 正方 形 的 三 个 顶点 ,能 否 只 利用 运 
算 ((.,.)) 作出 正方 形 的 第 四 个 顶点 ? 

(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 在 平面 上 建立 一 个 直角 坐标 系 , 使 得 给 定 的 正方 形 的 三 个 
顶点 的 坐标 为 (0,0),(0,1),(1,0). 

我 们 证 明 : 若 A ,B,C 是 三 个 整 点 , 且 任 意 一 点 的 两 个 坐标 中 至 少 
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有 一 个 是 偶数 , 则 4, 有 ,C 三 点 经 过 任意 有 限 多 次 这 样 的 ((.,.)) 运算 
之 后 ,所 得 的 点 是 整 点 , 且 其 中 至 少 有 一 个 坐标 为 偶数 ， 

假设 经 过 在 干 次 运算 之 后 ,我 们 得 到 点 R(x,y), 它 与 点 PCzi， 
V1 ) 关于 Q(xr2, y2) 对 称 , 其 中 2 和 V2 Hl 和 | 都 是 整数 , 且 其 中 各 至 


少 有 一 个 是 偶数 . 
因为 Q 是 PR 的 中 点 , 故 
T+ rl y+ yl 
2 一 2， 2 ”3 
即 T= 2r2~ Tl y= 2y— yi. 


由 于 XV 2y2 都 是 整数 , 故 Ty 也 都 是 整数 ， 
除 此 之 外 ,根据 假设 zl,yt 中 至 少 有 一 个 是 偶数 , 故 若 zi(yi) 是 


第 

偶数 , 则 相应 的 z(y) 也 是 偶数 .因而 点 R 的 坐标 + 和 y 中 至 少 有 一 个 + 

偶数 . = 
于 是 ,由 点 A,8,C 经 过 有 限 次 ((.,.)) 得 到 的 点 , 它 是 整 点 , 且 两 | 


个 坐标 中 至 少 有 一 个 是 偶数 . 

由 于 给 定 的 正方 形 的 三 个 顶点 的 坐标 为 (0,0),(0,1) 和 (1,0) ,每 
一 个 顶点 的 两 个 坐标 中 至 少 有 一 个 是 偶数 .并且 正方 形 的 第 四 个 顶点 
为 D(1,1), 两 个 坐标 都 是 奇数 ,因而 DD 点 不 能 得 到 . 

13-35 ”在 坐标 平面 上 给 定 一 个 凸 五 边 形 ABCDE ,其 所 有 顶点 的 
坐标 都 是 整数 .证 明 在 五 边 形 内 总 是 可 以 找到 具有 整数 坐标 的 点 ,即使 
是 只 有 一 个 这 样 的 点 ,类似 的 结论 对 非 凸 五 边 形 正 确 吗 ? 

(第 9 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 , 五 边 形 有 两 个 相 邻 顶点 ,在 该 两 顶点 上 的 内 角 
之 和 大 于 180". 否则 

A+/LB<< 180", B+ /C180", 
C+ 人 /D180", D+/E 人 < 180°", 
E+/AA< 180.. 

于 是 AA+AB+/AC+ /D+ LE 450° 
与 A+ 人 LB+ 人 AAC+AD+ 人 LE = 540" 了 矛盾 . 

假设 人 A + 一 有 > 180". 

用 dr 和 di 分 别 表示 从 点 和 点 C 到 直线 AB 的 距离 . 

不 妨 设 dk 之 dt. 作 平 行 四 边 形 AMCB. 
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因为 人 CBA + BAE > 180 ,而 
LCBA + /BAM = 180°, 

所 以 射线 AM 在 人 BAE 的 内 部 . 

又 因为 ds 之 dc, 故 或 是 点 玉 位 于 直线 
CM 上 (如 果 dk = dc), 或 是 点 A 和 分 别 
在 直线 CM 的 两 侧 (如 果 ds > de). 

因此 ,AM 或 在 四 边 形 ABCE 内 ,或 在 边 CE 上 ， 
号 M 关 C,M 关 下 .由 于 五 边 形 ABCDE 是 凸 的 ,所 
以 点 M 在 凸 五 边 形 的 内 部 . 

设 A(zxa,ya), B(xg, yp), C(xre, yc), D(xrp, 
yp) 都 是 整 点 , 则 

TM XAtXe TB, YM YA ycC— YB 
是 整数 ,因而 M 是 整 点 . 

对 于 非 凸 五 边 形 是 不 正确 的 ,如 图 A ,B,C,D,E 都 是 整 点 ,然而 
在 其 内 部 没有 整 点 . : 

13.36 ”对 于 什么 样 的 整数 nx 写 3, 平 面 上 有 一 正 n 边 形 , 它 的 顶 
点 全 是 整 点 ? 








(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 , 当 和 是 仪 当 n = 4 时 ,有 一 正 ” 边 形 的 顶点 全 是 整 
当 ?” =4 时 ,正方 形 的 顶点 全 部 是 整 点 是 显然 的 . 
蔡 n = 3, 即 正三 角形 ABC 的 顶点 都 是 整 点 , 设 A(zI ,YI1)},B(r,, 
y2) ,C(x3,y3), 其 中 z; 和 y(i = 1,2,3) 都 是 整数 . 人 ABC 的 面积 为 S， 
则 


zl y! 1 
S= 方 Tz» 3 1 
rw3 33 I 
的 绝对 值 . 
显然 ,S 是 有 理 数 . 
为 一 方面 ， 


S = 号 AB: = BIC — x2)* + (yi — y2)*], 
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则 S 是 无 理 数 . 

出 现 矛 盾 . 

所 以 n = 3 时 ,正三 角形 的 三 个 顶点 不 能 都 是 整 点 . 

由 此 推出 ”= 6 时 ,正六 边 形 的 六 个 顶点 不 能 都 是 整 点 . 

设 n 关 3,4,6. 且 下 边 形 Al1A,…A, 是 所 有 以 整 点 为 顶点 的 正 ? 
边 形 中 边 长 最 短 的 一 个 . 

设 B; 是 A, 按 着 向 量 A,i 访 ,的 方向 和 大 小 做 平行 移动 得 到 的 点 ， 
即 AB = A ,这 时 ,B1B2…B, 是 正 n 边 形 , 它 的 顶点 都 是 整 点 ， 
然而 它 的 边 长 小 于 正 n 边 形 AjA,…A, 的 边 长 ,与 正 7 边 形 AlA…A， 
的 选取 相 和 予 盾 . 

所 以 , 仅 当 nn = 4 时 , 正 7 边 形 的 顶点 都 是 整 点 . 

13.37 ” 设 Pi,P;,…,Plo93 二 Po 是 平面 xroy 上 具有 下 列 性 质 的 
不 同 的 点 : 

(1)P; 的 坐标 是 两 个 整数 ,其 中 i = 1,2,…,1993; 

(2) 除 已 和 Pi 外 ,在 线段 PP 上 没有 坐标 是 两 个 整数 的 点 ,其 
中 ;= 0,1,2,…,1992. 

证 明 对 于 某 个 i ， 0 过 i 之 1992, 在 线段 P,P;,1 上 存在 一 个 点 
Q(g,,q,) 使 得 2g, 和 2g, 是 奇 整数 . 

(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[证 ] ” 设 向 量 P 户 ， 有 分 量 wu,w, 其 中 i = 0,1,2,…,1992. 

则 每 对 u,v; 满足 uv) = 1. 

否则 ,在 P; 和 P;;| 间 还 应 有 田 外 一 个 整 点 . 

假设 在 任 一 线段 PP;;! 上 均 不 包含 所 需 的 点 Q, 则 

w+wv, 三 1 (mod 2). 

其 中 i = 0,1,2,…,1992. 因 此 


1992 


D+ vi)=193=1 (mod 2). 
然而 ,向 量 P 户 ， 的 总 和 为 零 向 量 ,这 意味 着 


1992 


> ud = 0 
i=0 
1992 
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这 时 就 有 
1992 
Du + v;) = 0. 
出 现 了 矛盾 . 
所 以 对 某 个 ;， 0 委 ;i 委 1992 ,在 线段 PP 上 存在 一 个 点 Q(g,， 
qy) ,使 得 2q, 和 2g, 是 奇 整数 . 
13.38 ”在 平面 直角 坐标 系 中 给 定 一 个 100 边 形 已 ,满足 
(i)P 的 顶点 坐标 都 是 整数 ; 
(ii)P 的 边 都 与 坐标 轴 平 行 ; 
(iii)P 的 边 长 都 是 奇数 . 
求证 PP 的 面积 是 奇数 . 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1986 年 ) 
[证 1] 先 给 出 一 个 引 理 ; 
给 定 复 平 面 上 一 个 2” 边 形 已 ,其 顶点 对 应 的 复数 分 别 为 zl ,zz，…， 
zs. 则 了 的 有 向 面积 为 


1 - — —— — 
S== 7 lm 人 (zi Z2 十 &2 之 3 十 "十 之 ,| 之 , 十 zn 1) 


其 中 Im(z) 表示 复数 z 的 虚 部 . 
此 引 理 可 以 利用 n = 3 时 的 结论 ,用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 
下 面 证 明 命 题 本 身 . 
设 PP 的 顶点 对 应 的 复数 为 
Zi= T+tiy, = 1,2,.%,100. 
由 题 设 可 知 ,x 和 yy, 都 是 整数 . 
再 由 题 设 (ii) 和 (证 ) ,又 可 设 
2) X21 
y2 = y2j-1 + 奇数 ， 
XT2j+1 = TX2; + 奇数 ， 
V2j+l 一 2j: 
这 里 1 委 ] 委 350， ziol = xl， ylol = yi， 
并 约定 yo = yio0， 
由 引 理 ,P 的 有 向 面积 为 
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100 


S = 广 Im 2 5 zj+l 
六 

100 

Im 2 (z+ iy) (ir 一 iyn) 

j= 1 

100) 

Im or + yiy;+1) 十 i(x Tit 一 Xiyj+t )] 


100 
1 
ps Titl2 TiYj+1) 


fs 


1 六 | 
= za 一 2iy2i+1) + 2 (x2j92j-1 — X21Y2;) 


50 

] ] ~ 

-之 之 2j+1Y2j 2j- 1y27) 十 7 2 (Z2i-132j-2 一 TX2; 13y27) 
40 


1 < : 
(rajtiya 2j- 1Y2;) 十 2 Totiy2; 一 2 >) x2j_1y2; 
= j=1 


SO 
一 3 (X241Y2; 一 2j-1321 1) 


Te 
由 


2 (za2i+l 一 过 21 一 1) yy2 1 


= > My2; (mj 为 奇数 ) 





= > ， y2; (mod 2) 
= > ou - y4j-2) (mod 2) 


三 > ,1] (mod 2) 


三 1 . (mod 2) 
即 P 的 面积 是 奇数 . 
[证 2] 不 妨 设 多 边 形 P 全 在 第 一 象限 
内 (否则 可 经 适当 的 平移 化 成 这 一 情形 ). 
沿 PP 的 边界 循 顺 时 针 方 向 绕 行 一 周 (P 始终 在 行进 方向 的 右 侧 )， 
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党 次 


依次 将 50 条 水 平 边 编号 为 1,2,…,50. 将 底 边 在 OX 轴 上 ,并 且 以 第 ; 
号 水 平 边 为 顶点 的 第 形 条 面积 记 为 S (7 = 1,2,…,50). 
于 是 ,多边形 已 的 面积 可 以 表示 成 各 S; 的 代数 和 : 


正 负 号 则 视 沿 该 边 前 行 时 的 方向 与 OX 轴 的 方向 相同 或 相反 和 而 
定 . 

例如 ,图 中 多 边 形 P 的 面积 S 表示 为 
S= SI+S2+ S33 S41t+ Sst+— St Sa — Sat+ S49 ~ S50. 

由 于 各 和 矩形 条 的 一 条 边 长 为 奇数 , 则 其 面积 的 奇偶 性 由 该 矩 形 的 
高 度 决定 . 

由 于 边 号 相 邻 的 两 个 矩形 条 ,高度 相差 一 个 奇数 ,因而 面积 的 奇偶 
性 不 同 . 

这 样 ,在 530 个 矩形 条 的 面积 当中 ,奇偶 交替 出 现 ,从 而 恰 有 25 个 偶 
数 ,25 个 奇数 ,其 代数 和 S 必 为 奇数 , 即 100 边 形 P 的 面积 是 奇数 . 

[证 3] 如 图 , 设 …ABCDEFG… 为 100 边 形 的 一 部 分 . 

延长 AB 交 FG 所 在 的 直线 于 MM 
点 , 易 知 AM 的 长 和 GM 的 长 都 是 奇 
数 , 于 是 96 边 形 …AMG… 的 各 边 长 都 
是 奇数 . 

容易 求 出 ,六 边 形 BCDEFM 的 面 
积 为 奇数 ,从 而 100 边 形 和 96 边 形 的 面 
积 有 不 同 的 奇偶 性 , 间 理 ,96 边 形 和 92 z 
边 形 有 不 同 的 奇偶 性 ,… ,从 而 可 推出 100 边 形 和 4 边 形 有 相同 的 奇偶 
性 ,而 边 长 者 是 奇数 的 满足 条 件 的 四 边 形 的 面积 为 奇数 ,于 是 所 求 的 
100 边 形 的 面积 为 奇数 . 

13.39 ” 设 M 为 平面 上 坐标 为 (p X1994,7p x1994) 的 点 ,其 中 p 
是 素数 . 求 满足 下 述 条 件 的 直角 三 角形 的 个 数 : 

(1) 三 角形 的 三 个 顶点 都 是 整 点 .而 且 M 是 直角 顶点 ; 

(2) 三 角形 的 内 心 是 坐标 原点 . 

(第 9 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 连坐 标 原 点 O 及 点 M, 取 线段 OM 的 中 点 I (px997,7p 
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x997) ,把 满足 条 件 的 一 个 直角 三 角形 关于 点 了 工作 一 个 中 心 对 称 , 即 把 
点 (zx,y) 变 换 为 点 (p X1994 一 x,7p X1994 - y). 于 是 ,满足 题目 条 件 
的 一 个 整 点 直角 三 角形 变 为 一 个 与 之 全 等 的 整 点 直角 三 角形 ,三 角形 
的 内 心 变 为 点 M ,直角 顶点 变 为 坐标 原点 .因此 ,所 求 整 点 直角 三 角形 
的 个 数 , 只 须 考 虑 直角 顶点 在 坐标 原点 ， 
内 心 在 点 M 的 情况 即 可 . 

考虑 满足 上 述 条 件 的 整 点 直角 
人 OAB. 

设 xOA =a, 人 人 xOM = B. 则 
c++ 二 = 有 

由 题 设 条 件 可 知 tg8=7. 





tgB -tg 
‘ga=tg(B- 下)= 和 3 
1+tgptg 才 
于 是 直角 边 OA 上 的 任 一 点 的 坐标 可 写成 (4: ,3 ). 
由 于 A 是 整 点 ,车 A (41,31),t1EN, 则 OA = 51z. 
由 一 y OB=a 可 知 ,B 点 的 坐标 为 ( —3t0,4t0),10EN, OB = S10. 


直角 三 角形 内 切 圆 半径 x = 号 ov -sn x 1994. 


设 OA =27+ po,0O0B=2r+ go, 
由 于 O4 , OB,r 都 是 5 的 倍数 , 则 po, go 也 是 5 的 倍数 . 
AB= OA +OB-2r=2r+ pot+ go. 
由 勾 股 定理 ,AB* = OA*+ OB*, 即 
(2r+ pot qo)’ =(2r+ po) + (2r+ qo)”, 
则 poqo =2r”, 
即 pogo=2*5°*1994°. p? 


由 他 ,各 都 是 自然 数 ,可 得 


Po .9d0_ 253 2 ,2 
ss 2 X977” Xx p’. 


当 p 关 2 和 p 关 997 时 ， 
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束 
点 





i 十 小 


po 


‘5 =2 X997 x#, 
数 40 3-; 2-j x p2-k 
论 5s™2 ‘X97 Xp . 
郑 ”其 中 i=0,1,2,3,;=0,1,2,k=0,1,2. 


于 是 ( 总 , 血 ) 有 4x3x3=36 组 不 同 的 有 序 解 . 


当 p=2 时 ,有 , 
f=2;x 997;, 
d0 


$=2 "X997° 7. 
其 中 ;=0,1,2,3,4,5,j==0,1,2. 


于 是 ( 如, ) 有 6x3=18 组 不 同 的 有 序 解 . 
当 p=997 时 ,有 


总 =21X9971， 





=23 7X9974 


这 里 i=0,1,2,3,; 二 0,1,2,3,4. 


于 是 ( 外, 虹 ] 有 4x5=20 组 不 同 的 有 序 解 . 
由 以 上 ,所 求 直 角 三 角形 的 个 数 : 
36， 当 p 关 2 和 p 关 997 时 ， 
ss 当 p=2 时 ， 
.20， 当 p=997 时 . 
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14 1 


第 十 四 和音 函数 [zj 


试问 : 对 x > 1, 下 面 的 等 式 
[Vvz1j= [VV] 


一 定 能 成 立 吗 ? 


(第 44 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 


[ 解 ] 由 明 数 [cj 的 定义 得 


[VE]<vVr< [VFA]+tl. 


设 [ MV 厅 ]=n， 则 有 n* 志 x < (n+1)， 


从 而 


因此 
14 2 


nvr < (n+1), 

nS[vVr] < (n+1), 

n 扫 : VIVr] < n+t+1, 

nn 二 [Vyi] < 7 十]， 
[VIV2]]= wn. 于 是 [VIA = [Vyz]. 
如 果 ?2 为 一 正 整 数 , 试 证 

[Yn+ Vnt+1]= [V4n+2]. 

(第 8 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1948 年 ) 


[证 ] 由 公式 


可 得 





(人 二 2) < 


(etl) Cutatl 4717 十 2 
2 ， 








2 4 
Ynt+ Vn+l< V4n+2. 
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[|] 潜 风 


可 -十 加 





a 


再 由 函数 [z] 的 单调 性 ,[Vn + va+ll 委 LV42 +2]. 
假设 对 某 个 正 整 数 n ,有 
[Vn + Vnt+1][vV4n+21. 
则 [Yn+ Vnt+1]< [v4n+2]. 
令 p= [V4n++2], 则 
Vnt+ Vntl<p< V4n+2. 
平方 后 得 2n+1+2 Vn(nt+1l)<p 4n+2. 
2vVn(n+1l)<p-2n-1<2n+1. 
4n(n+1)<(p m2n 1) 4n i +4nt+l1. 
由 于 4n*+4n 与 4n*+4n++1 是 两 个 相继 整数 ,而 (p? 一 2n 一 1》? 
也 是 整数 ,于 是 (p* 一 2n 一 1)*= 4n:*+4n+1,， 
p” = 4n+2. 
然而 任何 整数 的 平方 不 能 被 4 除 余 2, 于 是 出 现 予 盾 . 
因此 ,对 每 一 个 正 整数 ,都 有 
[vnj+[vVn+1]l= [V4n+2]. 
14.3 ”对 每 一 正 整数 ,证 明 
[Yn+ Vn+1]= [V4n+1]= [V4n+2] = [V4n+3]. 
(第 19 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[证 ] 设 z 为 正 整 数 , 且 x* > 4n+1. 
者 z 为 偶数, 则 zx = 4m > 4n + 1, 因 而 
7 之 7 十 工 
rT = 4m 守 4n+4D34n+3. 
同样 有 x: > 47 十 2. 
奋 z 为 奇数 , 则 
x :=4m+1>4n+1. 
同样 有 z2 > 4n+3. 
特别 地 , 取 x = [v4n+1j]+1, 则 有 


[Vant+1j+1> v4dn+3> v4n+1 宇 [V4n+1], 


所 以 [V4n+3]= [v4n+1], 
从 而 [v4n+1]=[vV4n+2]= [V4n+3]. 
男 一 方面 
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(Vi + Vat1) =2n+1+2 Vn(n+1) 
>2n+t+l1+2n 
=4n+1， 
(Yn+ Vnt+1)<2n+1+2(n+1)= 4n+3. 
所 以 有 4n+1<(Vnt+ Vn+1)?<<4n +3, 即 


[v47+1 过 [ya + vnt+lj[v4n+3]. 


于 是 有 
jfVn + vnt+1) 
= [v4n+1|=[v4n+2|1= [v4n+3]j. 
14.4 ”已 知 m,n 是 任意 的 非 负 整 数 . 证 明 若 规定 0! = 1, 则 + 
2n1)1(2n)! 函 四 
1 是 整数 北 


(第 14 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 1] 对 施行 数学 归纳 法 . 
(1) 当 n = 0 时 ,由 于 对 一 切 非 负 整 数 ， 
(2n1)10} _ Ql! mw 


miOlCm +0)! nln! 2m 
是 组 合 数 , 所 以 它 是 整数 . 
所 以 ”= 0 时 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 = 时 ,对 一 切 非 负 整数 加 ,于 (于 1 都 是 整 
数 . 
则 当 有 w= 上 + 1 时 ， 
(2m)1(2k + 2)1 
ml(k+1)l(m+k+1)t! 
_ (2k + 2)(2m)!(2k + 1)(2k)! 
ml(k+ 1)kI(m+k+1)! 


_ 2027)1(2k + 1)02k)! 


mlkIi(m+k+1)! 


mikgtl(p +t RL (Cmt+i1)tgi(m + 1 + Rk)!: 
由 归纳 假设 ,上 式 中 的 两 项 均 为 整数 ,所 以 n = & + 1 时 ,命题 成 立 . 
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于 是 ,对 一切 非 负 整数 m 和 ,一 (站 }27)1 是 整数 ， 


mlnl(nt+n)! 


n)! 
[证 2] 记 f(mn) = -全 汪 人 人 2， 


mlnl(m+n)! 
4C2m)!l(2n -2)! (2m + 2)'(2n 一 2)1 | 
Dt (m+ Di(nx oo 1)i(m + 7)° 
4C2m)!l2(n 一 上 
加 Te TIE 

2(m + 1)|1![2(n—!1 
-DT 
所 以 有 


fim, nn)=4f(m, nn-1)- fm+l, n-1). © 


Wan 


由 人 b 得 frm) = DC fm+ hn-l) 
其 中 Co 是 整数 (& = 0,1). 
继续 使 用 中 ,由 
fimt+i, ni) 
=4f(m+i, no-j- -1)- f/m+t+i+l, no-j;—1), 
其 中 0 过 i 三 n，0 志 7j 达 nn 一 1, 得 


2 
flm,n) = on * f(m+k,n — 2) 
k=0 


3 
= OC: flm+k,n— 3) 
k=0 


- VY Cflm + k,0), 
一 


其 中 Ce2 3 CC 是 整数 . 
注意 到 fl(m+k，0) = 一 [2(m AT 


(p+ k)!l(n + k)! 


— p21 十 


21! 


是 一 个 整数 ， 
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因此 , F(m ,2 ) 是 整数 . 
[证 3] ” 先 证 明 下 面 一 个 引 理 : 
若 [a] 表示 不 超过 a 的 最 大 整数 , 则 对 于 非 负 实数 x 和 y, 恒 有 


[2z] + [2y] 之 [x + yj]. 中 
事实 上 , 若 0 委 zt+y< 1，, 则 
[xz+yj=0. 
而 [2x] + [2y] 宕 0,， 


此 时 ,d 式 成 立 . 
车 ++y 宇 1, 则 [x+y-1j 宇 0， 
[2x] + [2y}] 宕 [2x +2y—1}=[(r+y)+(r+y—1)] 
[rx+y]j+[x+y-1] 第 
[x + y]. z + 
此 时 ,Q@ 式 亦 成 立 . 四 
由 于 在 &! 的 标准 分 解 式 中 质 因 数 p 的 次 数 等 于 
k 让 呈 | 
a 
因此 ,和 欲 证 。 一 > 芯 兴 2401 是 整数 ,只 需 证 明 


mlnl(m+n)! 


上 


设 m=6b:p+e (0 委 c< pp). 
n=d:p +e (0<e< pp). 


" 
= 20+ 2d+ | : 
= 25+24d+ | 天]+ | G) 
2 [ 呈 
一 b+ frat |r otradt [Se 
= 2 +2d+ | 
由 引 理 , 即 D 式 可 得 
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[ =] 六 和 








pr 由 





上 [| 号 人 9 
从 而 由 外 由、.@ 可 得 多 式 成 立 . 
于 是 (2m)1(2n)! 是 整数 ， 


mint(m+n)i 
14*5 (1) 证 明 [Szx]+ [5y] 宇 [3z+y]+[l3y+ xj 其 中 x， 
yy 之 0. 
(2) 应 用 (1) 或 其 他 方法 , 证 明 对 于 一 切 正 整数 m,n， 


mln!l(3m + n)!l(3n + m)! 
(第 4 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] (1) 设 +=[xj+a，y= Ly]j+B, 这 里 0 夺 a<1，0 
和 8<1. 则 原 式 化 为 
5[Lzj+ [LScj+5ly+[56j 
达 3[Lz]j+flyj+l3se+p+3[y+[Lzi+r[38+al 
于 是 原 不 等 式 等 价 于 
[zl+[y]+[Sa]+{[58] 守 [3a+B]+[38+al. 
因为 0 三 a < 1，0 志 8B < 1, 我 们 把 [0,1) 平 均 分 成 五 等 分 , 列 成 
下 表 来 比较 [5a] + [58j 与 [3a + B86] +[38 + aj 的 大 小 . 
[Sa] + [5B8] 








866 进 界 数学 哑 林 匹克 解 题 大 醇 典 








[3a + B]+[38+ a] 





由 上 表 可 得 
[Sal+ [58] 守 [3a+ BIJ+{[38+ al. 
又 由 x 之 0，y 实 0 得 
[rz] 宇 0，[y] 宇 0. 
于 是 [x]j+[y]j+[5Sa] + [58] 守 [3a+ B+[38+al]. 
从 而 要 证 的 不 等 式 [5x] + [5yj] 衬 [3x + yj]+[3y + xj] 成 立 . 
(2) 由 (1) 的 证 明 及 [aj] = [8] = 0 可 得 
[Sa] + [58] 守 [a] + [8] + [3a + BJ+[38+al. 
”从 而 有 
[sx] + [5 之 [zj+[lyj+[3z+y+l3ay+z OW 
由 于 能 够 除 尽 mm ! 的 素数 p 的 最 高 次 方 指数 是 


a 
于 是 分 母 mln1(3ni + n)1(3n + mx)1 中 含 素 数 p 的 最 高 次 方 指 
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[|] 溺 芭 


本 -十 汶 








SS 
| ) 
分 子 (5m)1(5n)! 中 含 素数 p 的 最 高 次 方 指数 是 

SF SE] 
- 驴 ([ 光 上 [2]) 5 


由 名 及 不 等 式 中 可 知 ,分 子 中 素数 p 的 方 次 数 大 于 或 等 于 分 
母 中 素数 p 的 方 次 数 ,因而 对 一 切 正 整数 mx ,nn， 


(Sm )1(Sn)! 
mln!l(3m + n)l(3n + pn)! 


是 整数 . 
14.:6 ”车 .xz 为 正 实数 ,nn 为 正 整数 .证 明 
[二 二 
(第 10 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 记 z, = ll. 
于 是 问题 变 为 证 明 [ nx |] 完 xz,. 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 不 等 式 . 
(1) 当 n = 1 时 ,显然 有 [rj = zi， 


所 以 n = 1 时 ,命题 成 立 ; 
(2) 假设 当 & = 1,2、…,n 一 1 时 ,命题 成 立 . 


即 z[kr] (k=1,2,.……,n— 1). 
由 Xk = XR- + 
得 kx: = (k— 1)x + 十 Rr|. 


对 不 取 ，， 7 一 1,n 一 2,…,3,2 得 
nz = (R11)r t+ x 1+ [nr], 


(n= Dr =n m2)r2+ x + [Cn — 1)x], 
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Bh 


(nn -2)z =(n -3)r3+ r+ [(n ~ 2)x], 
3x3 =27x2 + x + [3z] ， 
2z， =X1+ ri + [2x]. 
将 以 上 (n - 1) 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,消去 两 边 相间 的 项 ,得 


HT 一 XA-l 十 xX, -2 十 十 过 2 十 加 | 十 | + [nr] + [ (7 一 1)x] 


+… 二 + [2x1. 
由 归纳 假设 有 
nx, {nol)rj+[(n 2)r] + + [2x]+ [zx] 
+ [zj+[fnrj+{(n -rj+.+[{2x]. 中 


函数 y = [zx] 有 这 样 的 性 质 : 
[aj+{[B8]<[a+B]. 
这 可 由 y = [zj] 的 不 减 性 及 定义 得 
[oj 委 ac， [8 和 过 有， 
[a] + [8]<at+8, 
[[al + [8 ler+tB]. 
从 而 [aj + [8] [Lat+B]. 
应 用 这 个 性 质 对 上 式 继续 推导 ,中 式 右 端 等 于 
(az -lrx]+t+ [rl))+ (Cn 一 2)zj+[2zr])+… 
+([z]j+[a -1)zr]})+ [nz] 
nl)rtzrj+t+[(n -2)r+2r]+…+[x+(n -1)x] 


到 十 广 


[2 


+ [nx] 
= nlnxr]. 
于 是 +, [nrl]. 
即 = 7” 时 ,命题 成 立 . 
由 (1),(2), 对 所 有 自然 数 ,命题 成 立 . 
14:7 试 求 出 最 大 的 正 数 c, 对 于 每 个 自然 数 nx, 均 有 {nv21 


> 全 . 确定 使 |m51 = 上 的 自然 数 ，， 


(这 里 jyv21 = ny2 - [zwv2]，[z] 表 示 z 的 整数 部 分 ) 
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闪 未 潍 


(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1982 年 ) 


[ 解 ] ”我 们 证 明 , 所 求 的 最 大 正 数 “ = 也 
车 c 为 正 数 , 对 n € N, 恒 有 
inv2) > 上. 


nn 

我 们 取 
(V2 十 1)4k+1 十 (V2 加 1 )4A+i 
的 2 


则 nn 为 自然 数 ,并 且 


[ans = (+1 + (GD ) 


一 (V2 十 1)44+1 (V2 1)4*+!) 十 (V2 1)44+1 . 
由 于 0< (2 -114 < 1, 所 以 
[Yan] = 二 (+ (GD )， 


1V271 一 (V2 一 1 )4k+1 
mV27 | 


[C3 + tl + (一 1 (2 一 1 
272 


1 + (V2 — 1 )244A+1) 
2V2 
1 
7 ( ) 
于 是 


Cc < 


ey 


2 
另 一 方面 , 设 mx = [7 42], 则 
nd2>m>nv2-1, 
从 而 


3 
1 n° 一 1132 


= 72(V2 + )(V2 一 ) 
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<n (V2 -六 ) . 22. 


于 是 对 一 切 n 
7 < nf TT =n m= Inv2l. 
综合 以 上 讨论 便 知 
C 二 1 
2 V2 
1 
21 = -一 一 一 ~ . 
并 且 使 《12 v21 了 方 - 的 ?不 存在 
14.8 ”上 自 某 个 zi E [0,1j 开始 定义 数列 ziyzzvzs，…… 如 下 : 
如 果 xz, = 0, 则 令 yl = 0; 否 则 ,就 令 第 
z= 二 - [十] : 5 
tp Xp 教 
证 明 zi + z+ t+ 天 + 天 + 站 ~ 


其 中 FF = F = 1, 有 上 且 对 nn 之 1, 有 Fi = rtF,. 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] 设 f(x)= 
gn(XT) = r+ f(r) +t FFT + + ff f(r))), 
其 中 最 后 一 项 是 以 x 为 自 变 量 的 函数 /的 n 重复 合 . 
首先 证 明 下 面 的 引 理 : 
(1) 对 于 0 三 +，y 入 1, 只 要 福 关 yy, 则 差 数 f(x) - f(y) 的 绝 
对 值 严格 小 于 x - y 的 绝对 值 . 且 符 号 与 之 相反 . 
(2) 函数 g, (x) 在 [0,1j 中 递增 . 








Da) = + + tt 
(1) 由 于 
fn) -f= 








一 


(1 + DOT y) 





<|y—xX1. 








9 未 凑 


从 而 结论 成 立 . 
(2) 如 果 x > y, 则 由 (1) 的 结论 在 表达 式 


gst) — galy) = (x 9) + [fr) -AD + [FOr)) 
- FFC + [FFC A(z))) 


-ff fy)))) 


中 ,每 一 个 差 数 的 绝对 值 都 小 于 前 一 个 差 数 , 旦 符号 相反 , 即 


| f(x) ~ f(y) I<iy~rxrl, 


| A(f(x)) 一 fF)) I<| f(r) — fly) 1 


A ‘f(x))) — Ve “f(y))) | 
<| FA: f(x)))— UC f(y 1 


4 一! 个 


因此 有 8g,(x)- g,(y) > 0. 
于 是 g,, (x) 在 [0,11] 中 递增 . 


(3) 只 需 注意 到 大 = 1 而 











Fi 1 Fr Fr 
AF,i) F: Fi + Fi Fa 
十 二 二 
下 1 
Ne _F fF . F, 
就 有 gt ,) = PB YF, 
和 ir... 
于 是 得 gn-1(1) = BBEt te 
由 以 上 , 引 理 (1),(2),(3) 得 证 . 
下 面 证 明 本 题 的 结论 . 


如 果 有 某 个 x; = 0, 则 x, = 0, 于 是 由 关于 前 -1! 
即 得 结论 . 
若 每 个 1 天 0, 则 由 
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项 的 归纳 假设 





一 
1 
1 Ci 十 人 站 
于 是 有 
ny + | + 必用 一 2 十 "十 Til 
_ 1  _... 
TF + 十 
1 Un + A 
十 ] 1 
U2 十 1 
U3 十 
第 
] + 
Cj 十 XA 函 四 
下 面 我 们 证 明 : 对 于 固定 的 zx € [0,1], 上 式 右 端 在 对 一 切 i, 都 | 数 
有 a; = 1 时 达到 最 大 . z 一 


自 先 ,不 依赖 于 rsdns dn—1l 43 之 值 , 令 a2 一 1 时 ,可 使 表达 式 


达到 最 大 .因为 a; 仅 出 现在 最 后 一 项 中 . 


现 设 对 ?7 2 ,表达 式 在 di-1 一 Ci-2 一 二 0Q2 二 1 时 ,不 依赖 于 


Tn dn nl itt 0 之 值 而 取 最 大 值 .此 时 仅 在 后 面 i - 1 项 中 含有 
a;, 且 这 些 项 的 和 确切 地 等 于 





Un 十 nn 


但 由 引 理 之 (2) 的 结论 , g;-; 是 增 函 数 , 其 值 在 a 的 最 小 可 能 值 处 达到 
最 大 ,也 就 是 在 a; = 1 时 达到 最 大 . 





这 样 一 来 , 便 有 


光 放 十 nl 十 … 十 证] 
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三 如 + 站 i 1 
] 十 1 了 一 1 + 1 
数 Zn | + 
论 « 
1 

* ' 1 十 x,, 

一 BC 

bb. 

= 并 + 关 + + (由 引 理 的 (3)) 

14.9 ” 试 证 方程 


[rl+[2r]j+[4xz]j+[8x]+|116z] + [32x] = 12345 
没有 实数 解 . 
(第 13 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1981 年 ) 
[证 ] 记 f(z)=[zxz]j+[2xrl+[4rl+[8xj+ [16x j +132x]. 
假设 方程 有 一 实数 解 x , 则 
f(xr) = 12345. 
又 因为 f(195) = 12285 < 12345, 
f(196) =12348 > 12345. 
则 f(195) < f(x) < f(196). 
又 因为 f(x) 是 一 个 不 减 函 数 , 则 
195 < x < 196. 
i 记 y=x-195, 则 0<y<1l. 
f(y)} = [zx—1951+[2r—2.195] + +[32x - 32. 195] 
= f(x) - f(195) 
= 12345 — 12285 


= 60. : 中 
由 于 0< y< 1, 则 对 一 切 正 整数 ”， 
0<ny<n, 
从 而 [nyl nxn-l1. 
因而 又 有 


fly) = [yl+[2y] + [4y] + [8y] + [16y] + [32y] 
00+] +3+7+153+3] 
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= 57. © 

Oj 与 名 矛盾 . 

因此 原 方程 没有 实数 解 . 

14.:10” 设 正 实数 a > 1, 自 然 数 宇 2, 上 且 方 程 Larj] = z 恰 有 nn 个 
不 同 的 解 . 试 求 a 的 取 值 范围 . 

(中 国 四 川 省 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) . 
[ 解 ] 由 题 设 可 知 ,x 必 为 整数 ,日 x 这 0. 
令 ia| = a 一 [aj, 则 


az = [alx + lalx, 


从 而 原 方程 化 为 
xz= [ar]= [ajr+[ialzj. QD 
因为 fa] 之 1, 所 以 式 成 立 的 充 要 条 件 是 
[a]= 1,Bialx <1. 全 
因为 x+ = 0 显然 是 方程 的 一 个 解 ,所 以 


[arj = > 
只 对 ”~ 1 个 正 整数 成 立 . 
又 若 fajz<1，x<>x, 则 显然 








elz < 1 
故 ijalx < 1 的 正 整数 解 必 是 x = 1,2,…,n 一 1. 
这 时 有 lal < 一 
又 当 z 之 时 ,xz 不 是 人 的 解 (否则 至 少 有 + 1 个 解 ), 即 要 求 

lalx 之 1 成 立 . 

由 fajx 宇 1 及 x 之 nn, 因而 有 ialn 守 1, 即 

lal 宇 土 . 

天 
于 是 二 slal< 二 
又 由 [aj = | 则 
1 1 





1+— <<ac<i+ 
n nl1 


14.11 [aj 表 示 不 大 于 数 a 的 最 大 整数 ， 例如 [VY2] = 1， 
[-v2] = -2. 那么 方程 
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和 迪 冰 


[3xz +1 =2zr 一 广 
的 所 有 根 的 和 是 多 少 ? 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 [3z+H = 1, 则 z 是 整数 , 且 
0 过 (3r+1)-t<l1. 由 
于 是 原 方程 化 为 


满足 @ 的 整数 zt 为 


当 +1 = 一 2 了 时 ， zi = 于. 
当 ! =- 3 时， tz =- 了 


所 以 zi+z=(- 芝 )+(- 六 ) =-2. 
14.12 ” 解 方程 [xj|xl +x= 2ix|+10. 
(前 苏联 教委 推荐 试题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 因 xz = [x]+ x}, 则 已 知 方程 可 化 为 
[rjixl+[xr}- {zx} = 10, 
([x]— 1)(lxri+1)= 9. 
因为 [x] -1 是 整数 , 则 |x| + 1 是 有 理 数 . 
因为 0 委 |xi < 1， 


故 可 令 {x| = 至 ,其 中 0<n<k. 


于 是 有 
([x]— 1)(n+k) = 9k. 
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当 =0 时 ,1izl = 0, 由 已 知 方程 得 
r= 10. 
0 时 ,1 可 设 (n,k) = 1, 这 是 
(nt+k,k)=1. 
于 是 9 应 是 n + 上 的 倍数 . 
71 十 天 3 或 9 
(1)n+ 训 k= 二 3 时 ,由 0 三 n < 上 得 
k= < 


no 二 |! 
1 加 
Iz = 六， [zj] = 


(2)n+k= 9 有 时, 
若 n = 1,k = 8, 则 


l _ 
| 了 工 | = 8 [zj] = 9. 
在 ?=2,&=7, 则 


Itz= 邱 ，[z]= 


着 n = 4,k = 5, 则 
Izl = 邱 ，[z] = 
于 是 已 知 方程 有 3 个 解 : 
__ 1 1 2 4 
x= 10, /77 ， 2 8， 8 了， 0 
风机 


14.13 求 方程 | 车 | + [ 千 ]+…+ [六 |]= 1001 的 整数 解 . 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 方程 可 知 x > 0. 且 x 之 6! 
奉 x = 61, 则 原 方 程 化 为 
720 + 360 + 120 + 30 + 6 = 1001, 
这 是 不 可 能 的 . 
所 以 工 < 61. 
设 T=a*St+pb-.4!+c:3l+t+d:.2!+k.1!. 
其 中 a ,b,c,d,k 为 非 负 整数 , 且 有 
4a 生 5, 和 过 4c 近 3 和 2 去 1. 
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# 但 十 各 


[ ~] 普 歇 


Sk 小 潍 





把 x 的 表达 式 代 人 已 知 方程 得 
206a + 416 + 10c+3d +A& = 1001. 


由 于 41]b + 1l0c + 3d + k < 201, 
由 此 可 知 
800 < 2064a. 志 1001， 

所 以 a = 4. 

于 是 410 + 1l0c + 3qd + k= 177. 

由 于 10c + 3d + 上 过 37， 
则 140 < 415 委 177， 
所 以 b=4. : 

于 是 10c +3d+k= 13. 

从 而 可 得 c=1l,d=1,k=0. 

因此 ， T=4-.5!1+4.4!+3!+2! = 584. 


14.14 求 方 程 x* -8[xj] +7= 0 的 所 有 解 . 
(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 】 设 x 是 已 知 方程 的 根 .并 设 [z]】= 7 
于 是 ,已 知 方程 化 为 
T+7= 8n. 
因此 >” > 10. 由 
<z<X71+1l 
可 得 102+7 二 zz+7<(+1l)2+7= +2n+8. 
n :+78n<n +2n+8. 
n*—-8n+7 牵 0, 


n2*—6n+8>0. 
解 得 I< <2 或 4<n 达 7. 
B= 1,5,6,7. 
则 有 r+7= 8,40,48,56. 
解 得 r=+1,+V33, t+V41,+7. 
因为 实 0, 所 以 z+ 宇 0, 妈 只 有 
x = 1,V33, V41,7. 
14:15 ”已 知 a 是 方程 习 - 1989z -1=0 由 


的 正 根 .证 明 存 在 无 穷 多 个 自然 数 ,满足 方程 
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[an + 1989af an]| = 1989n + (19892 + 1)[an]. 人 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 事实 上 ,我 们 可 以 证 明 , 对 每 个 自然 数 w, 避 式 均 能 成 立 . 
首先 , ~ 一 也 是 方程 D 的 根 . 
由 韦 达 定理 
4a 一 一 = 1989 ， 


a = 1989 + 一 > 1989. 四 


[an + 1989af an]] = 1989 + (19892 + |) fan ] 
< 一 [ (logo + £ )a + osg(losg+ 工 )to]] 
= 1989n + (19892 + 1)[ an ] 
> Es + L289[ 0] | = [Lar |. 
a a 


令 r=ar-fo], 则 0 所 < 1. 





继续 上 面 的 等 价 变 换 
| + [mw]|= [an] 
© [+ (0 - 7") |= [on 
< iow). 1989, | ~ [on] 
> [m0 89,]- [on 
© em 


0 
Sr- |=0 
由 名 及 0 过 r < 1 有 
0< (1- B33), <r<1， 
所 以 [+ - 183, | -0. 
因而 所 成 立 , 即 对 每 个 自然 数 n ,满足 
[oan + 1989af an]] = 1989n + (1989? + 1)[an|. 
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1989 
Q 





14.16“ 解 方程 习 -2z -3= 12.[< | 
(中 国 四 川 省 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] ” 原 方程 可 化 为 
2 一 

(元 ) -1 [3 中 
令 | 2 ! | -= 帮工 二 -1 ~—mtr, 0r<l1. 
由 四 知 ,m 为 非 负 整数 ,日 ( 工 于 上 ) 为 整数 

(==1) = m2 +2mr + re’. ©) 


今 2mr 十 A =n, 则 nn 为 非 负 整数 . . 
将 四 代入 四 得 m+2mri+r -1= 3m, 
m*— 3m+n-1l1=0. 


' 3+ v9- 4(n-1) 
所 以 m 二 7 . 
当 n = 1 时 ,m = 0,3; 
当 n =3 时 ,m = 1,2. 
而 ”为 其 余 非 负 整 数 时 ,7 均 不 是 非 负 整数 . 
当 p = 0 时 ,r= 二 1, 与 0 寺 r < 1 矛盾 . 


给 未 器 











当 m 二 1 时 ， 
r+2r-3=0 
解 得 r = 1 或 -3, 与 0 过 rr < 1 蔬 盾 . 
当 p = 2 时 ,由 | 


r+4r-3=0 
得 r =-2+Vv7, 于 是 





<- m+r=2+(-2+VY7)= 7, 
r=1+2Y7. 
当 姑 =3 时 ,由 
r+6r—-l=0 


得 x =-3+ v10, 于 是 
-3+(-3+ V1)= vi, 
r=1+2Vi6. 
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所 以 ,x = 1+2V7 或 zx=1+2VI10 是 原 方程 的 解 . 
14.17” 设 ， 是 自然 数 , 问 关 -[z] = (rr-[z] 六 在 1 委 z 委 7 
中 共有 多 少 解 ? 
(瑞典 数学 竞赛 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,x = 7 是 方程 的 一 个 解 . 
设 1 夺 x 之 nn. 
记 m= [zx]j,ix = a, 则 
T= m+a, 
X= m+2mat+a, 0Za<l. 
代 人 已 知 方程 得 
m+2mata’— [m+2nae+a’]= we， 
m +2ma—m :~ [2ma tal = 0, 
2ma — [2ma + a*] = 0, 
2ma = [2mea + a’|]. 


于 是 ”2ma 是 整数 ， 

为 使 2mwa 是 整数 ,又 由 于 0 三 a 过 1, 则 
-0 1 2 2m-l! 
“一 27” 2m’ ”21 


因此 ,对 于 每 一 个 确定 的 m,a 可 取 2m 个 , 即 有 27m 个 解 . 
由 于 zi 可 取 1,2,…,n 一 1, 则 有 
2[1+2+:…+(n-1)]=n(n-1) 
个 解 ,再 加 上 x = n 的 解 , 则 共有 
n(n 一 1])+1=n* 一 nxn 十 1 个 解 . 
14.18 在 (z,y) 平 面 上 指出 满足 Lz] +[y]j* = 4 的 一 切 点 (x， 
y).- 





(第 7 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 因为 [x] 和 [yj 都 是 整数 ,所 以 有 下 面 的 四 种 可 能 性 : 
(1)Lzj=2,[y] =0, 即 
2 二 yyY<3，0 近 所 1 
(2)[zj=0，[y] = 2, 即 
0 和 所 1，2 近 < 3; 
(3)[x] = 一 2，[yj] = 0, 即 
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字 尝 





-2<r<-1, 0Zy<l1; 
(4)[x] = 0，[yj] = 一 2, 即 
0 过 rr<1,， -2<y<-1. 
由 此 可 得 到 如 右 图 有 阴影 的 区 域 . 
14.19 ” 解 方程 x” 一 [xj] = 3. 
(第 20 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 设 过 = [zj+r，0 所 rr<< |， 
则 已 知 方程 可 化 为 
Trt=3—r. 
于 是 由 0 过 r+r<<1 得 
2<x -x 所 3. (由 
由 x3-x>0 可 知 
-1<x<0 或 z>1. 
然而 显然 有 x > 0, 于 是 .z > 1 





若 z 之 2, 则 
7 -T= r(x -1)>2:.3=6, © 
饭 与 外 于 慎 . 
于 是 1< 工 < 人 2， 
从 而 [x] = 1. 
己 知 方程 化 为 z = 4. 
解 得 x+ = 4. 


14*:20” 求 方程 3x? - [zj = 3 的 实数 解 . 

(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] (1 若 z 委 -1, 则 

37™* [xl<3r+~x+1l1<0, 
(2) 若 -1 委 z<0, 则 

3 - [zj=3z+1 过 1， 
(3) 知之 之 2, 则 

3z 一 [zx] 闻 3z3 一 并 D37r 一 并 之 4， 
(4) 各 0 委 z< 1, 则 

3 [x] = 3x <3. 
以 上 名 种 情况 ,方程 
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3z 妇 一 [z]j=3 
最 后 一 种 情况 . 
(5) 若 1 x < 2, 则 
3xz3 [x] = 3x -1=3. 


_ /4 
一 3 


因此 ,已 知 方程 只 有 一 个 解 了 = A/ 生 。 
14.21 ?7 为 一 正 整 数 , 试 确定 有 多 少 个 实数 zx, 满足 


1 过 rx<n 和 x- [rx]= (rx- [rx]). 
(澳大利亚 数学 竞赛 ,1992 年 ) | 
[ 解 ] 设 LIzj=a，xz=a+r，1 过 < 过 -1，0 过 < 1 函 四 
于 是 数 
(atr?-[(at+rB]=(atr-[at+r]). 2 


所 以 . a +3ar+3ar = [(a+r)]. 
于 是 a”+3a’r+3ar* 是 一 个 整数 . 当 x 从 0 增 大 至 1 时 ,a3 + 3a2r 


+ 3ar? 从 a3 增 大 到 a3 + 3a2 + 3a ， 
从 而 有 
a al+t+3ar+3ar <<a +3a+3a4= (a+1)3-1. 
所 以 对 0 过 rr 之 1, 取 (a +1)” 一 1~a; 个 整数 值 ,由 于 1 坟 a 志 nn 
一 11, 所 以 满足 题 设 的 实数 x 的 个 数 为 
-1 
>)[(a +1)3 一 1 一 a3] 





= (3a2 + 3a) 
-3[ 人 2 一 Den 一 1) ， 2 D] 
一 13 一 nH. 


14.22 ” 解 方程 [x*]+ [x*]+[x]= |xi-1. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 


[ 解 ] 因为 已 知 方程 的 左边 [x ]+ [x*] + [zj 是 整数 ,所 以 方程 
的 右边 也 是 整数 .又 因为 
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0 扫 lz < 上， 


则 必 有 zx = 0. 
于 是 x 是 整数 ,从 而 方程 化 为 
x3 二 x + 二 一 1， 


x "+x*+Xx+1=0. 
(r+1)(x*+1)=0. 
二 三 一 上 |. 
于 是 ,方程 有 惟一 解 :x = 一 1. 
14.23 令 fxri=xz-[zxl. 


(1) 找 出 一 个 实数 xz, 满足 fx| + | 二 | = 1 


(2) 证 明 满足 上 述 等 式 的 x ,都 不 是 有 理 数 . 
(中 国 初中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
1 


[ 解 ] 设 r+=mt+ta, 一 三 +B, 这 里 m,n 为 整数 ,0 志 a < 
1,0 和 < 1. 

耕 izl+ {l=a+p=1, 
则 r+ =mtntatB=mtntl 


是 整数 . 令 z+ 二 = (kE 2), 则 
x*~krt+l=0. 


4 _ kt Vk*—4 
解 得 禄 二 7 . 
当 |k1= 2 时 , | x 1= 1, 容 易 验证 它 不 满足 所 设 的 等 式 . 
当 4 之 3 时 ,x = 人 +k 一 4 是 满足 等 式 的 全 体 实数 


车 -4 是 完全 平方 数 , 即 
k* -4=h’,(h€ N), 
则 k*— h?*=4. 
(k+h)(k—-h)=4. 
由 于 + 请 与 上 一 有 的 奇偶 性 相同 , 则 只 能 有 
k++h =2, 
k~—-h= 2. 
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从 而 与 & 实 3 邓 盾 . 
所 以 x 是 无 理 数 . 即 满 足 题 设 等 式 的 x 部 不 是 有 理 数 . 


14.24 解 方程 + 站 = [+ 区， 
(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
- [ 解 ] 由 方程 和 类 xz 关 0，[xj] 关 0, 且 


(x-[z])+( 尖 - 了 六 )=0， 
(zr- [xz])(1- 7 )= 0 
于 是 zx= [z] 或 者 于 j=1， 














当 过 = [x 时 ,x = n,n 是 任意 非 零 整数 . } 
当 | = 1 时 ， & 
[> = 92. 了 
设 z+=[xjta, [xl=n, nE€EZ, 且 0 之 a 过 1, 则 和 
n(n+a) = 92. 

由 nnta<n+t+l 

得 2 >0 时 ,过 92< mn t+1). 
此 不 等 式 无 整数 解 . 


n 之 0 时 ， 
n 守 92 > n(n+1). 
此 时 有 整数 解 x = - 10. 于 是 
(— 10)(-10+4a) = 92， 
a = 0.8. 
因此 7=-10+0.8=-9.2. 
于 是 本 题 的 解 为 
Xx 二 n， 7 为 非 零 整数 ,或 x = 一 9.2. 


14.25 ” 求 使 方程 | 1 | = 1989 具 有 整数 解 x 的 最 小 的 自然 数 


(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 


世界 数 学 奥 林 距 克 解 题 大 天 典 885 











I0- _] < |< 过 
并 1~ zx 
雪 则 -1< 1989 过 也 ， 
论 工 
关 即 To < 工 委 17066 
于 是 有 
10” .0.000502512 < zx < 10"” .0.000502765. 
由 此 不 等 式 可 以 看 出 , 仅 当 = 7 时 ,有 
5025.12 < x $5027.65. 
此 时 有 整数 解 ”x = 5026. 
于 是 所 求 的 最 小 的 n = 7. 
14.26 车 a,b 都 是 整数 ， 求 满足 方程 组 
[x]+2y= a， 
[ y] +2x=6b 
的 实数 对 (yy)? 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 
2y = a — [xj, 
2r = b—[yj|. 
都 是 整数 . 
(1) 知 zx,y 都 是 整数 , 则 有 
2y=Q 一 区 
2 二 如 一 y 
= 26— a 
Pa 3 l 
解 得 1 _ 2 D 


当 且 仅 当 22 -~ 4a 与 2a -6 都 能 被 3 整除 , 即 
a + b 能 被 3 整除 时 ,Q@ 是 方程 的 解 . 


(2) 车 x 是 整数 ,y 是 半 整 数 , 即 是 与 整数 相差 了 的 数 . 
令 y = + E 2Z ,于 是 
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和 = a— Xx， 


2+ = bk. 
20606-a+l 
TT 3 
解 得 1 _24-6-2 1 © 
> 3 2 


当 目 仪 当 265--a+1 和 2a 一 5 一 2 能 被 3 整除 ,或 等 价 地 4 + 0 三 
1 (mod3) 时 ,@ 是 方程 的 解 . 
(3) 若 x 是 半 整 数 ,y 是 整数 , 同 (2) 可 得 


y z 
当日 仅 当 a +5 志 1 (mod3) 时 ,@ 是 方程 的 解 . 
(4) 若 zx,y 都 是 半 整 数 , 同 理 可 得 


24 -0+1 
一 3 


= 从 
1 2a-6b6-1, 1 由 
>》 3 2 


当 且 仅 当 a + 5 三 1 (mod3) 时 ,由 是 方程 的 解 . 
(5) 当 a + 6 二 2 (mod3) 时 ,方程 无 解 
14"27  ” 求 出 方程 [rn Y2] = [2+ mv2] 中 
的 所 有 整数 解 . 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] (1) 先 求 xm 是 正 整数 的 解 .由 中 
[ny2] 一 2 十 [ 7 v2]. 
则 mx 是 正 整数 时 ,n 也 是 正 整 数 解 . 
显然 ,mm < nn. 
奇 7 之 m+3, 则 
[m2] 之 [(m + 3)Y2] 
= [m v2 + 3 V2] 
三 [mvV2+4] 
二 [m VY2] + 4 
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[nn] 苹 时 


加 十 小 - 


> 2 十 [7 V2]. 

因此 n<m+t+3. 

即 n= 二 m+1 或 n = m+2. 

(1 )n=m+1 时 ， 

[ny2] + 2 = [ny2] 

= [(m + 1) V2] 
= [my2 + v2] 
二 [f my2] 十 | p21 + V2] 


a 


所 以 2 = [iv21 + #21. 
1nW2) 宇 2 -92. 


(中 )n = m+ 十 2 时 ， 
[mY2]+2 = [ny21 
= [m2 + 2V2] 
= [nf2] + [iv2 + 242]. 
所 以 2 = [fmy2! + 22]. 
2 所 |my2j+2WM2<3， 
mv21 < 3- 22. 
我 们 熟知 , 当 a,P 为 正 无 理 数 ,并 且 
+ = 1 
时 ,和 集 {[maj| m= 1;2,… 与 和 [nBj1 n= 1,2,.…| 
是 互补 的 . ( 见 14 . 66 题 ) 


由 于 ” 士 + 一 





万- 
则 集 {[m V2] 1 m = 1,2,…| 与 集 {[(2+ v2)h]1 hh=1， 
2,…| 是 互 补 的 . 


藻 守 三 mm 十 1, 则 [mY21 与 [(m +1M2] 之 间 , 由 [>M2]+2= [Cn 
+ 1W2] 可 知 , 恰 有 一 个 整数 [(2 + Y2)h], 所 以 
: m V2 < 2+)h < (m+ 1)Y2. 
即 <(V+1l)A< mr+l 
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从 而 这 时 必 有 m = [(V2 + 1)4]. 
若 n = mr 十 2, 则 由 
[pvN2] +2= [Cm+ 2)V2 ] 
可 知 [m Y2],[(m +1)v2],[( + 2)V2] 是 三 个 连续 整数 .由 于 
3 过 [(2+YV2)(+ID]-[(2+Y2)7 
<[2+Y2+1] 
二 4， 
所 以 ,fm 2] 前 面 的 整数 为 [(2+ V2)h],[nV2j] 后 面 的 整数 为 [(2 
+ Y2)(h +1)], 并 且 [(2 + Y2)h] 前 面 的 整数 为 [(mm - 1) Y2], 从 而 
(m — 1)v2 <(2+vD)h < m V2 
<(m+2)v2 < (2+v2)h + 1). 
即 ml<(+VhA<m<m+2< (1 +2)(h+1). 
这 时 必 有 
m =[(1 + V2)h]+1 


={[(1 + V2)h]+ t+ D1 T+ | 


已 知 方程 @ 的 正 整 数 解 为 
m = [(1 + v2)h] 
[(1 + v2)(h +1)]-[( + V2)4) 
+| 3 


n= [(l1+V2)h]+1 
+2 | 1 + V2)(h+1)]-— 1+ /24] | 四 
3 


hh 二 = 1,2,3,.…. 
下 面 证明 ; 这 样 得 到 的 正 整 数 (m,n) 确 为 方程 @ 的 解 . 
令 ”V2h = 1+t，/ 是 正 整数 ,0<t1<1. 
若 上 <2-v2, 则 
[(1 + 2) (Ch + 1)]-[(1 + V2)4] 
= [1 + v2 + 1(1 + V2)h!) 
= [1 + Y2+#] 
= 2. 
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所 以 
m = [(1+v2)h]=h+i. 


数 m=h+l+i=m+t+l. 
由 于 jm 21 = {Ch + D2 
= 1+ t+ (V2h -1) 2! 
= {1— (/2— 1)1| 
宇 1-(/2-1) 
= 2— 2. 
所 以 @ 式 成 立 . 
若 ! >2- 2, 则 
m = [(1+vY2)h]+1 
ht+lt+l, 
n= m+2. 
Im 21 = i(h+ 1+1) v2| 
={/2 -1- (2- 1) 
= (VY2-1)(1 — 1) 
<(2- DW2-1) 
=3- 2vV2. 
所 以 @ 式 成 立 . 


而 1 = 2 -2 的 情况 不 会 发 生 . 
因为 若 Y2h = /+ 2 一 VY2, 则 





1+2 
V2 = 六 十 1 
为 有 理 数 ,矛盾 . 
于 是 ,由 @ 得 到 的 (m,n) 是 @ 的 解 ,并 且 @ 包括 了 所 有 的 正 整 
数 解 . 


(2) 当 m= 0 时 ,n = 2. 

(3) 当 7 二 一 1] 了 时 ,nn = 0. 

(4) 当 m <-1 时 , 则 n < 0. 

由 于 [{-xl]=-[zxj-1 (x& DZ) ， 
所 以 由 四 式 得 
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-[-2-mw]-1=-[-Av2]-1， 
艺 [- mv2] = {- nv2+2].. 
从 而 可 得 
m =— [(Y2+1)h]-1 
,fA2 + DA+1)]- [+ Dh 
2| 3 


n =— [(Y2+ 1)h] 
-| 2+ Dh+1D)]- [WW2+ Dn | 
3 
h = 1,2,.…. 
14.28 ”数列 lai 定义 为 a1 = 1， as = aw+ 二 (nn 之 1 
求 [aio0]. 


[jj 浸 罗 
三 一流 


(日 本 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 z CQ2 1 1 一 CQ2 十 证 + 2 可 得 
Q3+1 一 af 


Hl 
一 > (a3 一 a7) 
”= 1 


即 a = 27+1+ > 


1 三 ] i 
"li 
于 是 。 199 < ai = 199+ >， 3 
i = | t 
由 于 当 i 守 2 时 ,ai 之 4, 故 


199 < aa < 200 + 人 < 225. 
从 而 142 < aioo < 1%. 
所 以 [ ajo0] = 14. 


14.29 。 求 形式 为 | 蕊 | 的 一 切 素数 ,其 中 是 自然 数 
(第 9 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
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然 志 泪 


[ 解 ] 设 p= [地] 
(1) 当 n = 3k(k € N) 时， 
p= [4 ]= 3k*. 


仅 当 & = 1 时 ,p 是 素数 ,p = 3. 
(2) 当 nn = 3k+1(k € NU 101) 时 , 


p = [ 亏 ]- | 全 二 | = 38 +2k = kh(3k +2). 
仪 当 上 & 一 1 时 ,pb 是 素数 ,p = 5. 
(3) 当 n=3k+2 (k EN UU 10 时 ), 


p= | 所]= [44 ]= 3 +144+1 = (k++1). 


当 上 = 0 时 ,p = 1, 当 > 0 时 ,pp 是 合 数 .因而 , 当 n = 3&k+2 时 ,p 不 
是 素数 . 
综合 以 上 ,p= 3 和 5. 


14.30 ”能 使 | 于 ] 为 素数 的 所 有 自然 数 ”的 倒数 之 和 等 于 多 


少 ? 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
2 
[ 解 ] 设 m= [等]. 
(1)n = 5k(k 是 自然 数 ) 时 ， 
25k? 
m = [下 |- SA&2 


当下 = 工时 ,7 为 素数 ,此 时 7? = 5. 
(2)n 二 Sk+1 (k 是 非 负 整数 ) 时 ， 
= [5&4 ] -= Sp2 +2k+ [1 = k(Sk+2). 
当 上 上 二 1 时 ,mm 为 素数 ,此 时 nn = 6. 
(3)n = S +2 (k 是 非 负 整数 ) 时 ， 
m = | +2) |- Sk* + 4k = k(Sk + 4). 


当 & = 1 时 ,m = 9 是 合 数 ,因此 对 所 有 正 整 数 &, 都 是 合 数 . 
(4)n = 5k + 3 (是非 负 整数 ) 时 ， 
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SE+3) | = (Sk + DY D 


当 = 0 时 ,m = 1, 当 & 是 正 整 数 时 ,” 是 合 数 . 
(5)n = S+4 (kk 是非 负 整数 ) 时 ， 
[全 二 人 | =- (5k + 3)(k+1). 


当 = 0 时 ,mm = 3 是 素数 , 当 & 是 正 整 数 时 ,m 是 合 数 .此 时 7 = 


ni 一 








4, : 
所 以 y = 4,5,6 时 ,| 志 | 是 素数 
这 样 的 的 倒数 之 和 为 
了 + 了 + 到 =- 祁 | 
14.31 求 | 2 二 妇 | + | 35 证 | 生生 | 志 
+ [1989 + 989 | + | 1990+ 1995 ] x 
1989 1990 


(第 1 届 “ 希 望 杯 ”数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 当 k& > 1 时 ， 


Vk <k. 
则 0< 站 <1 
a 
于 是 tk | + 到 |- 1. (&k>1). 


从 而 原 式 = 1989. : 
14:32 设 S= [VI] + [VY2] +… + [V1988]. 求 [VS]. 
(理科 实验 班 入 学 数学 复试 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 ， z 
若 xEM= {n,n +1,…,(n+1)* 一 11, 则 
[Vz] = nn. 
而 M 中 有 2n + 1 个 元 素 . 从 而 
[waz2]+[Twna2+1ll+…+[wn+1l) -1 
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= n*: (2n + 1). 
由 于 ”44? = 1936, 所 以 
[VT] + [+ … + [ V1935] 
=1.:3+2.:5+.… +43.87. 
又 1988 一 1936+1= S3 ,所 以 
L V1936] + [ VI937] + …+ [ V1988] = 4 53| 
则 有 


x 过 站 


SG-1.3+2.5+… 二 43 .87+44 7 33 
= 58146. 
所 以 [VS] = 241. 
14.33 求 [VT] + LI]+L3]+ +[V1985 1990]+ [- v1]+ 
[- V2] + [- v3]+* +[- V1989: 1990] 的 值 等 于 多 少 ? 
(第 工 届 * 希 望 杯 " 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 当 z 为 平方 数 时 ， 
[Yzx]+[- Vz]=0, 
当 z 为 非 平方 数 时 ， 
[VX]+{- Yr] =-1. 
已 知 的 式 子 中 有 1989 . 1990 对 数 , 其 中 有 1989 对 平方 数 ,有 1989- 


对 非 平方 数 , 所 以 其 和 为 
— 1989 = - 3956121. 


、 F305n 
14.34 计算 和 式 之 ;| 2 生字 | 之 值 
(第 1 届 中 国 东 北三 省 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 因为 503 是 素数 


所 以 当 nn = 0,1,2,…,502 时 ,2 不 是 整数 . 


由 于 305n + 305(503 = 2) _ 305, 


所 以 。 3052 与 305(503 一 的 小 数 部 分 之 和 为 1, 于 是 


[ 3052 |+ | 205(503 2) | - 304. 


> |- | 


n=0 = 1 
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25 加 
LE 


= 304 .251 
= 76304. 


14.35 求 出 | 也 全 二 5 | 的 个 位 数字 ， 
(第 47 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 今 10% = 上， 则 
1020000 
A= | Om | 








=| 去 | | 
-| 二 一 3200 + 3 | 
十 3 3 ” 
因为 3200 = 9190 < y+ 3, 所 以 
3200 
0< Ta3<1. 
又 因为 上 +31120 -3 和 则 
1200 _ 3200 
A= :+3 
ti200 一 8120 
+3 


因为 A 的 分 母 ! + 3 的 个 位 数码 是 3, 分 子 12% - 815 的 个 位 数码 











是 9 
所 以 A 的 个 位 数码 是 3. 
2 32 1980” 
14.36 在 数列 | 1 i501 | 河上 ,| 1980 | 中 ,有 多 
少 个 不 同 的 数 ? 
(第 6 届 全 傻 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
2 
[ 解 ] 设 z = [总 
则 数列 | x 是 不 减 数列 . 
(1) 当 有 之 44 针 ,由 44* = 1936 < 1980 可 得 
0 < 二 <1. 
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于 是 zi = xx = = xz44 =10. 

(2) 由 于 & = 62 时 ,62? = 3844 < 2 . 1980 ,而 
63* > 2 . 1980, 

所 以 当 45 过 过 2 时， 


Kal 


2 
1 < jo80 


于 是 x4s = X46 = … = X62 = 1. 

由 以 上 可 知 , 数 列 | zx 的 前 62 项 失 有 两 个 不 同 的 数 0 和 1. 

下 面 考察 上 之 63 时 的 情形 . 

1980 1980 

当 > 1 时 ,zini 与 x 显然 不 同 . 

此 时 由 ”2k + 1 > 1980 解 得 & > 989. 

于 是 当 989 < & 和 < 1980 时 ,所 有 的 zs 都 不 同 , 即 xgo0 ,x991，… 
X1980 这 991 个 数 是 不 同 的 . 

(4) 当 & = 989 时 ， 


< 2， 





2 
[3 |= 494. 
当 & 委 989 时 ,类 < 1, 此 时 > 屏 与 zl 或 者 相同 ,或 者 差 1, 于 是 在 
过 89 中 ,必然 会 出 现 0,1,2,.:.…,494 这 些 不 同 的 整数 . 
因此 ,已 知 数列 | ze}+ 中 ,出 现 不 同 的 数 的 总 数 为 
991 + 495 = 1486( 个 ). 
14.37 ” 通 项 为 a, = b[ Vn +c]+ 4d 的 数列 ,逐次 算得 各 项 是 
1, 3, 3, 3, 5, 5, 5, 5, 5$,* 
其 中 每 一 个 正 奇数 mm 恰好 连续 出 现 六 次 .上 述 b,c,d 是 待定 的 整数 ， 
求 +c+d 的 值 ， 
(理科 实验 班 入 学 数学 复试 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 z 
anrl an = blvVn+l+c]- blvVntel, 
且 a, 是 奇数 ,ai 之 a,, 则 


| dtl dyn EC 10 ,21. 
即 bp[Lvnt+l1+c]j-blvn+c]=0 或 2. 
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对 任何 自然 数 ，, 恒 有 


[Vxnt+l+c]j-[Vn+c]€ ji0,11 中 
显然 ,2 关 0. 


当 al 一 a, = 2 时 , 即 
pvVR+T+c]-[vz+c])=2 
时 ,由 Q@ 知 ,只 能 有 
[va+l+c]-fva+c = 1. 
因此 b= 2. 
由 于 5 是 常数 ,所 以 5 = 2. 
下 面 求 c. 
由 aa =BVI+c]l+d 
| =2[vVi+cj+d 
可 知 ， c 之 - 1. 
由 题 设 数列 的 特征 ,我 们 有 
ae = 2k—1. 
取 充 分 大 的 k&， 使 24+3>c, 这 时 
(Rk+1)+e<(k+1)+2k+3= (k+2). 


从 而 有 [vk+1)+c]<k+2. . GOD) 
- 另 一 方面 ,又 有 





ar = 2(k+1)-~1, 
则 acprty — a1 = [2(k +1)-1]-1= 2k. 
即 2[ VR+1)+ce] -2 VI+tce]= 2k. 
[VE+1 +c-LVI+c] = 


由 不 等 式 四 ,有 
[V1i+c]<2, 
因此 C< 3. 
从 而 -1 过 cc<3, c=-1,0,1,2. 


车 c = 0,1,2, 则 均 有 
as—as= [v5+c]~-[v4+cl}=2-2=0 
与 as 一 04 三 2 
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页 泪 


戏 盾 . 


.于 是 ,只 能 有 < = 一 1. 

下 面 求 4. 

由 cl=2[v+cl+d=1l 
可 知 d=1. : 


因此 ， p+ct+ada=2+(-1)+1=2. 
14:38 当 0 过 zz 过 100 时 , 求 丽 数 
f(z) = [z]+[2z]+| 至 ]+[3z]+[4z] 
所 取 的 不 同 整数 的 个 数 ， 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 
亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 1] (1) 若 zx=3+a, 开 是 非 负 整 数 ,0 和 aa < 1, 则 


fx) =3k+ [6k +2a]+[Sk+ 与] + [9k + 3a|] + [12k + 4a | 
=35k + [a] + [2a] + [3a] + [4a] 


0， 若 0 之 a<< 地 ; 
1 ， 车 十 之 a < 本; 
2， 若 计 二 < 了 
=35k + <4, 若 方 苹 a< 二 1 
5, 若 汪 a < 与; 
6， 若 和 <w< 村; 
7 若 评 二 wa< 1 


对 固定 的 &， f(x) 有 7 个 不 同 的 值 , 即 当 a 从 图 中 的 一 个 区 间 变 
到 另 一 个 区 间 时 , F(z) 的 值 变动 一 次 . 


O 1 


w | 
| 


1 13 
.4 3 25 


(2) 若 x = 3k+1+a， 此 是非 负 整数 ,0 过 a < 1T, 则 
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2 
f(x) = 35k+11+ [2a] + [3a] + [4a] a+ 这 | 
0， 车 0 二 a< 亏 ; 
wl 1 
1 ， 有 5 人 a < 
|] 1 
2， 右 才 和 % < 3 
3， 着 二 二 wa< | 
= 35k+ 11 + 1] 5 
>， 石 施 科 a< 本 
2 3 
6， 在 子安 < 玫 ; 
3 4. 
7， 右 才 科 c<< 5 
4 
8, 右 5 侍 a<1. 多 
0 工 工 工 工 2 34 1 
54 3 2 3 45 


对 固定 的 &， f(x) 有 8 个 不 同 的 值 , 当 a 从 图 中 的 一 个 区 间 变 到 
男 一 个 区 间 时 ,f(x) 的 值 变动 一 次 . 





f(x) = 35k +23+[2a] + [3a] + [4a] + 和 ,1 
0， 若 0<a < 二 
二 1. 
1， 石 才 < a 所 3 ， 
2， 车 二 之 a < 各， 
里 3 人 9 ， 
= 35k + 23 + <3, 车 所 之 a < 二 ; 
. ol 2 
5， 石 7 Sa< 3 
0， 石 3 a< 7; 
7， 车 了 过 a<1 
0 1 I 2 1 2 3 | 
4 3 5 2 3 4 
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对 固定 的 &, f(x) 有 7 个 不 同 的 值 , 当 a 从 图 中 的 一 个 区 则 变 到 男 
一 个 区 人 时 , f(x) 的 值 变 动 一 次 . 

当 x = 100, 即 对 第 二 种 情况 的 & = 33,a = 0 时 , f(x) 只 有 一 个 
值 35、33+11. 

而 当 0 才 x 志 99 时 ,第 一 种 情况 ,可取 从 0 至 33 共 34 个 值 ,第 二 
种 情况 ,k 可 取 从 0 至 32 共 33 个 值 ,第 三 种 情况 ,可 取 从 0 至 32 共 33 
个 值 . 

所 以 当 0 迄 工 过 100 时 ,了 f(x) 共 可 取 

34 .7+33.8+33.7+1=734 
个 不 同 的 整数 值 . 

[ 解 2] 设 =3a+r，71 关 0，0 乏 <3, 则 
fx) = fl3n+r) 


= [3n+r}j+[6n +27r]+ [Sn+ I]+[I9n+3r]+[12n+47r] 


9 丰 深 


=3n+6n+Sn+9n+l2n+[rl+12r + [ 江 + [3r1l+f{4r] 

= 35n 十 flrj. 

这 样 ,对 于 每 个 n 宇 0, 在 区 间 [n ,n+3) 上 上 隔 数 f(x) 给 出 的 不 同 
整数 值 的 个 数 相同 . 

为 此 ,只 需 考 虑 区 间 10,3) 上 的 情形 . 

注意 到 f(x) 是 一 个 阶梯 函数 , 且 它 的 值 至 少 在 点 [zj], [2x]， 


[以],[3z],[4z] 之 一 跳跃. 显然 /(z) 在 区 间 [0,3) 上 有 22 次 跳跃， 





即 在 
0 + 1 3 2 3 
' 4 3 2 5 3 4 
| 6 5 4 3 5 7 9 
”5 4 3 2 3 4 3; 
» 9 7 1 5 8 1 
” 4 3 5 2 3’ 4 

处 跳跃 . 


因此 ,在 区 间 [0,3) 上 函数 f(x) 所 取 的 不 同 整 数值 的 个 数 是 22. 
于 是 ,在 区 间 10,99) 上 不 同 整数 值 的 个 数 为 
22 . 33 = 726. 
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同 理 , 函数 在 区 间 [99,100] 所 取 的 不 同 整数 值 的 个 数 与 [0,1] 上 

相同 ,而 在 [0,1] 上 函数 有 8 次 跳跃 , 即 在 
0， 工 二 1 3 2 3 1 
， ， ， ， ， ， 本 ， 

处 跳跃. 

因此 ,在 区 间 [0,1j] 上 函数 f(xz) 所 取 的 不 同 整数 值 的 个 数 是 8, 从 
而 在 [99,100] 上 f(x) 所 取 的 不 同 整数 值 的 个 数 也 是 8. 

所 以 ,f(x) 在 区 间 [0,100] 上 所 取 的 不 同 整 数值 的 个 数 是 

726 + 8 = 734. 
14.39 “在 实数 x 使 得 
[r+ + [r+ |+ 十 [r+ |= 346. 


100 100 
求 | 1007y ]. 
(第 9 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 r= [rj+a,， 0 过 a<l1. 
则 原 式 化 为 
19 20 91 

73[ rj+ [a 十 |+ [a 十 0 |+ … 十 [a 十 人 | = $46. 

因为 [a + 7 ] = 0 或 1，; = 19,20,…,91, 则 





9] _ 
\ 7 
o< >le + 总 |< 73. 
又 546 = 73 .7 + 35, 
所 以 [ri=7. 


[a + me = 19,20,.…,91) 
中 有 35 个 1, 因 此 和 需 


[a+ 7 |-= [a+ 38 |= .= [+ |= 1 
于 是 
6 三 a。< 六 


因为 ~ = [rj+a=7+a, 所 以 
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ni 


43 44 
743 区 100r < 744. 


即 [100r] = 743. 


一 3 4 T1989 
2+AW3+NW4+…+ VI1989 + V1990, 


求 S 的 整数 部 分 的 值 . 
(中 国 福建 省 福州 市 高 中 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] ”首先 用 数学 归纳 法 证 明 : 
对 一 切 大 于 2 的 自然 数 nr, 恒 有 
n+2< 2". 
当 n = 3 时 ,n+2= 5 之 8 = 2, 不 等 式 成 立 . 
假设 n = k(n 之 3) 时 ,不 等 式 成 立 , 即 
k+2 < 2. 
那么 ,n = + 1 时 ， 
kt+3<2+1<2+2= 21, 
则 nn = + 1 时 ,不 等 式 成 立 . 
所 以 对 一 切 大 于 2 的 自然 数 ”, 恒 有 
n+2< 2 
即 Vn+2<2. 


， - 4 器 
所 以 SS= War+V3+V4+ + V989 + To00 


3 4 


2+V3+V4+…+ VI989+2 


< 2+ V3+ yy 
< V2A+V3+37 
< V2+2 
= 2. 
又 因为 S > 1 
所 以 1<S<2. 
即 LS = 1 
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14.41 ， 试 对 任意 正 整 数 ，, 计 算 和 > | 5 | 


(第 10 届 国际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 一 个 等 式 : 


对 一 切实 数 z， 有 

[z+ 二 |= [2z]- [zj. Q) 
为 此 , 设 += [zxj+t+a, 则 0 过 a<<1. 
于 是 有 


[z+ 二 |]= [telra+ 才 = [x]+[a+ 二 |] © 


[2z]j- [zj= [2[x]+2a]—-[[xj ta] 
= [xz]j+[2a] lal. ®) 
比较 中 ,3 可 知 ,QD 式 等 价 于 


[e+ |= [2a]- [ol, 0<a<l 


等 式 [e+ 十 | = [2a] - [a] 成 立 . 
当 方 芝 w < 1 时， la + 让 < 池 ， 1 委 2a<<2, 于 是 


[+ 十 j= 11]-[a=1 


等 式 | e+ 二 |= [2a] - [a] 成 立 ， 


因此 ,人 式 成 立 . 
由 名 式 可 得 
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[ = ] 疼 束 


吾 十 和 洲 








， [| 
0 
因为 当 k 适 当 大 之 后 ,对 固定 的 自然 数 n， nn < 24， [ 私 |=0 
从 而 上 式 为 : 





14.42 ”在 区 域 + >0，y>>0，xy = 1 中 , 求 函数 
( ) = 一 之 一 一 
六 TIzJ+TyJTi 


的 值 域 . 
(奥地利 数学 竞赛 ,1988 年 ) 


[ 解 】 由 对 称 性 , 设 x 衬 1. 
(1) 当 > = |， y 三 1 时 ， 


(2) 当 >1 时 , 令 z=7+a) 其 中 2 全 TEN;0 委 ac< 1 


则 = -i [yl=0, [x]=n, 








f(x,y) = 1 十 | 
首先 证 明 函 数 y = zx + 二 在 x > 1 时 是 增 函数 ， 
为 此 , 设 | > .并 > 1, 则 


~ y=(x -zo)+ (让 一 立 ) 
V1 2 | 2 并 | 2 





由 于 xt] > y > 1 ,出 x) 2 > 0， 
1 
yy>0, yi> wy. 
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即 沽 数 y = 工 + 二 在 zx >1 时 是 增 蚂 数 . 
考虑 国 数 山 , 由 于 


nnta<nt+l, 
n+ Wd + 
则 ni Sf) < + 


了 1 
12 十 ， n+1l+ +r 


， 本 _ 
记 Can = n+l’ 2 = n+l 
_ _ +l (Ca+l +l .2-n 
Gan er nnt+l1) ntl)(n+2) n(n+ 1)(n + 2)’ 
于 是 , 当 n 这 1 时 ,有 
al>a=a3<a 人 < as 
即 aa 二 a3 最 小 . 
(n+1)+1 (n+2)+1 
pb, — bn+l = 2 i 2 
(n+1) (n+ 2) 
加 2n 十 3 
-rn ta 
于 是 , 当 nn 之 1 时 ,有 


b> b> b> b> bs>…, 








, 则 


即 6 | 最大. 
所 以 , 当 z > 1 时 , f(x,y) 的 值 域 为 


[a2,b1) 二 | 三, 全) 
于 是 , f(xz,>y) 的 值 域 为 
3) 


14.43” 求 (Y2 +Y3)18% 的 小 数 点 的 前 一 位 与 后 一 位 的 数码 .并 且 
证 明 你 的 结论 . 








(芬兰 等 四 国 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
注 : 芬 兰 等 四 国 指 芬兰 .英国 .外 牙 利和 瑞典 . 


[ 解 ] (V2 +V3)1980 = (5 + 2V6)99. 
因为 2.4 < v6 < 2.5, 
4.8 < 2y6<5, 
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a 


所 以 0<5-2Y6< 0.2. 
(5 ~ 2V6)9% < 0.2?0 = 0.008330 < 0.013530 = 0. 1560. 
由 于 不 =(5+2V6)9%0+(5 -2V6)99 是 一 个 整数 ,所 以 
(5S+2V6) 细 = mm — (5 — 2v6)%, 
(S+2V6)% = mo- 1+[1- (5-2v6)%]. 
于 是 [ (5 + 2 V6) 1 = pl], 
1(5+2yV6)501 = 1-(5-2y6)% = 0.99… 
由 于 
mm -1 =(S+2V6)9%+(35-2vV6)2 -1 
=2[5990 + Cg 和 05988(2 V6)2 + … + C52(2 V6 )988 


+ (2Y6)’%] - 1， 
从 而 mm-1=10.S+2(2V6)990 -1 
= 10.S+2.2425 -1. 
由 于 24:2 的 个 位 数 与 442 的 个 位 数 相同 ,而 44 的 个 位 数 是 4, 所 
以 2. 2442” 的 个 位 数 是 8. 
于 是 疡 -1 的 个 位 数 是 7. 
即 (〈(vV2 +Y3)280 的 个 位 数 是 7. 
又 因为 (Y2 + V3)1980 的 小 数 部 分 为 0.99…， 
所 以 小 数 点 后 的 第 一 位 数码 是 9. 
14.44 证 明 如 果 ”是 任意 自然 数 ,那么 将 数 ($+ V26)” 写 
成 十 进 制 小 数 时 ,小 数 部 分 开头 的 2” 个 数码 是 相同 的 . 
( 甸 牙 利 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] “我们 证 明 ,将 数 (5 + V26)" 写成 十 进 制 小 数 时 ,小 数 点 以 
后 的 前 ”个 数码 或 者 都 是 0, 或 者 都 是 9. 
这 就 等 价 于 证 明 : 
| (5+ V26)" — [($+ V26)"] 1< 107. 
为 此 只 要 证 明 
(5+ V26)" + (5— V26)" 
是 整数 ,以 及 


; 1 
15 ~ V26 1< 刷 
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即 可 . 

对 (5 + V26)”+ (5 - V26)" 进行 二 项 式 展开 可 以 看 出 含有 v26 
的 奇 次 寡 的 项 相互 抵消 了 ,而 只 剩 下 含有 v 26 的 偶 次 军 的 项 ,因而 (5++ 
V26)" + (5 一 V26)" 一 定 是 整数 . 

另 一 方面 ,由 S$.1 = 26.01 > 26, 所 以 


5 < V26 < 5.1， 
1 
15- V26 1< 10: 


由 以 上 可 知 
| (5+ V26)" — [($5— V26)"] 1< 10-”. 
由 于 $- V26 是 负数 , 则 是 奇数 时 ,小 数 点 后 的 前 个 数字 是 0; 
n 是 偶数 时 ,小 数 点 后 的 前 ”个 数字 是 9. 
14.45 ”对 于 像 3.27 这 样 的 正 数 ,3 叫做 这 个 数 的 整数 部 分 ,0.27 


叫做 这 个 数 的 小 数 部 分 . 求 一 站 尼 的 小 数 部 分 , 瑟 的 整数 部 分 和 


这 个 数 本 身 是 等 比 数 列 的 连续 三 
人 7 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 , 有 z 


[x 


[| 


由 于 x = [xj+ x|, 则 


[一 1 
各 


[Er 
iz| [x] [zx) 

由 于 jzj,[zj,z 是 等 比 数列 的 三 项 , 则 
[zj 关 0. 

于 是 [zj] 之 1 

所 以 有 [xz] < 1 = 1+ 1 < 


因此 必 有 [xr]=1. 
故 @O 式 化 为 = 1+ zl 
为 简便 计 , 记 jz+ = r, 则 有 

一 +7 一 1=0， 


一 二 VS 
2 3 


7 二 
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由 rr>0 得 = 二 二 上 


所 得 正 数 z 为. 


办 


z= [r+tr=l+t=lts 1 


本 ， 
14.46 前 1000 个 正 整数 当中 , 有 多 少 个 可 以 表示 成 [2z] + 
[4x] + 16x]+ [8x] 的 形式 . 
(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 令 f(x)= [2zl+[4r]+[6r]+[8zx]. 
设 是 整数 , 则 
f(r+n) 
= [2x +2n)j+ [4r+4nlj+[6x +6nj+ [8x+ 8n] 
= [2rj+[4x]+ [6x]+ [8x] + 20n 








9 次 


= f(x) + 20n. OD 
如 果 某 个 整数 可 以 表示 为 f(xxo), 即 
f(xro) 二 上. 
其 中 xo 为 菜 一 实数 . 


则 由 @, 对 n= 1,2,3,…， 
k+20n = f(xo) + 20n = f(xo+ n). 

即 & +20 也 可 表示 为 f(x) 的 形式 . 

由 此 ,我 们 只 要 注意 , 当 过 在 (0,1j 中 变化 时 , f(x) 可 能 产生 前 20 
个 正 整 数 中 的 几 个 ， 

其 次 ,如 果 让 x 增加 ,那么 仅 当 2z,4z,6z,8zr 达到 某 个 整数 时 ， 
f(x) 才 会 改变 ,而且 总 是 变 成 某 个 较 大 的 整数 . 

在 (0,1] 中 ,这 种 变化 恰好 发 生 于 下 述 情况 : 即 + 具有 全 的 形式 ， 
其 中 1 记过 nn, 而 n= 2,4,6,8, 这 样 的 分 数 共有 12 个 ,它们 从 小 


到 大 的 排列 是 : 
1! 1 1 11315 23 57 


8’6'’4'3'8’2'8'346°'8' 
因此 前 20 个 正 整 数 中 只 有 12 个 可 以 表示 成 所 要 求 的 形式 . 
由 于 1000 = 50 . 20, 由 人 @ 知 ,前 1000 个 正 整 数 共 分 成 50 段 ,每 段 
连续 20 个 相 邻 正 整 数 , 其 中 有 12 个 可 以 表示 成 所 要 求 的 形式 . 


z go8 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





所 以 适合 要 求 的 数 共 有 50， 12 = 600 个 . 

[ 解 2] 令 f(x) = [2z]+[4z]+[6z]+l8z1 

由 此 可 得 

Frz+ 坪 ) =[2r+1+[4z+2]+[6z+3]+[8z+94] 
=[2zx]+ [4x] + [6xj+ [8rxj]+10 
= f(x)+10. 

我 们 只 须 注意 , 当 x € [0, 方 ) 时 ,f(x) 能 表达 哪些 自然 数 . 


在 x € [0, 方 ) 时 ,[2z] = 0, 因 此 
f(x) = [4x] + [6zx] + [8zx]. 
分 以 下 情况 讨论 : 
(1) 当 zE [0, 言 ), 这 时 
fx) = 0. 
(2) 当 zeE [二 ,二 ), 这 时 [4z] = [6z] = 0， 
f(x) = [8zj = 二 
(G3) 当 zeE | 二 ,十 ), 这 时 [4z] = 0， 
f(x)= [6zj+[8zrj=1+1l1=2， 


至 十 光 


函 
数 
x 





f(z)=1+1+2=4, 
(5) 当 zxe [二 , 襄 ), 这 时 
f(x)=i1+2+2=5, 
(6) 当 x | 总, 十 ) ,这 时 
rz)=1+2+3= 6， 
(7) 当 z = 方 ,这 时 
f(z) = 10. 
因此 , 当 x E (0, 汪 | 时 ,f(x) 能 表达 1,2,4,5,6,10 这 6 个 自然 
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数 . 
这 些 数 加 上 10 的 倍数 也 能 表示 成 这 种 形式 ,因此 前 1000 个 自然 数 


中 ,有 6 100 = 600 个 能 表达 成 这 种 形式 . 
14.47 ”数列 |x,| 满足 x， = 请， EN 


1 1 1 
求 出 和 Tiltirit + 的 整数 部 分 . 


也 00 十 1 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 由 zl= Xx +X 及 Xx! = > 0 可 得 
Ti > Xe>0. 

且 TH 一 人 十 RE 二 RCR， 
(ze + 1D) ret — Xe) = TREE+T 
1 1 1 


Tl re 


9 过 演 














从 而 有 
1 1 ... 1 
rtl zx+rit 0 二 
EEC 
一 一 一 上 + 一 一 | 十 下 十 [一 ~ 一 一 一 
1 2 2 之 3 XI00 XI0l 
_ 1 
] 101 
了 
工 101 
>2- 上 
之 3 
由 xi = 工 得 
| 2 








于 是 I< zi+rDfI+ + ri< 2 
l 1 . 1 
妈 [i + iri |= . 


14.48 ”试问 : 数 n! 能 否 以 数码 组 1976000…000 结尾 ? 
(第 39 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
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[ 解 ] ”由 于 2 的 未 尾 的 0 的 个 数 取 决 于 ! 中 5 的 最 高 次 寡 , 这 是 
因为 n! 中 2 的 最 高 次 军 大 于 5 的 最 高 次 寡 , 并 有 目 在 28 时 ,至 少 多 4 
个 

所 以 将 n! 除 以 10 的 最 高 次 医 而 去 掉 n! 中 末尾 的 0 之 后 ,所 得 的 
结果 应 是 2 的 较 高 次 方才 的 倍数 . 

去 掉 末尾 的 0 之 后 的 未 四 位 是 1976 应 至 少 是 16 = 24 的 倍数 ,然而 
1976 不 能 被 16 整除 . 

因此 nx! 不 能 以 1976000…000 结尾 . 


14.49 是 自然 数 ， 日 1001 1002 . '… 1985 . 1986 是 整数 ,& 


11* 
的 最 大 值 是 多 少 ? 
(中 国 北京 市 高 中 一 年 级 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 原 式 可 化 为 
1 + 2. 3.…1000 . 1001 . 1002:…1985 . 1986 
11* . 10001 

1986! 

11* . 10001. 
1986! 中 含 因子 11 的 最 高 寡 次 为 


| 1986 | | | | | 
11 11° 1 


= 180+16+1 
z = 197. 
1000! 中 含 因子 11 的 最 高 罕 次 为 
[种] 
11 11° 
= 90+8 = 98. 
所 以 上 的 最 大 值 为 197 - 98 = 99. 
14.50 “” 现 有 一 些 正 整数 ,其 中 的 每 一 个 数 都 小 于 195S1 , 而 其 中 每 
两 个 数 的 最 小 公 倍 数 都 大 于 1951 ,证 明 这 些 数 的 倒数 之 和 小 于 2. 
(第 14 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,19S1 年 ) 
[证 】 设 已 知 的 整数 为 cl ,az，…,a，. 
由 已 知 , 每 两 数 的 最 小 公 售 数 都 大 于 1951， 
因此 ,1,2,3,…,1951 中 的 每 一 个 数 都 不 能 同时 被 cl ,a,,…,a, 中 
的 两 个 数 整除 . 
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[na] 小 虹 


全 -二 梁 





所 以 1,2,… ,1951 中 能 被 a1,a;,… ,a 之 一 整除 的 数 的 个 数 为 
M= | 2 |， | + | 1 | 
a, J 


ul [# 
则 M < 1951. 
丸 一 方面 | > 1 1, i = 1,2, ,7. 


让 浴 


于 是 有 (J - 1) + + 1) + + (Ll _ 1) < 1951, 
1951 ,1951 ,.. , 1951 


Ql U7 


< 191+n< 2.:1951. 


于 是 有 32- + + + <2. 
14.51 设 。， 6 为 整数 , 为 正 整数 ,证 明 
bla(l(a + b)(a+26):…[a+ (n — 1)6] 
nl 
是 整数 . 
(第 26 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 p 是 不 大 于 nn 的 素数 . 
则 户 在 2! 中 的 宕 指数 为 


[二 号 | + 





(1) 如 果 p 15, 则 p 在 分 子 中 的 次 数 宇 n - 1, 而 分 母 中 的 次 数 
之 n 一 1, 于 是 ,分 母 中 的 素 因 数 p 可 约 去 . 
(2) 如 果 p 16, 则 p 必 能 整除 
aa+edT+T( 户 -1)6 
中 的 一 个 ， 
个 数 
QQ+pD…a+(7 一 1)2 
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中 至 少 有 | 二 | 个 数 能 被 2 整除 ， 


同样 ,至 少 有 | 志 | 个 数 能 被 p? 整除 ,… 
所 以 素数 bp 在 乘积 a(a + 56)…[a + (n - 1)5] 中 的 次 数 满 足 


之 [二 |+ | 号 |… 


p p 
因此 ,分 母 中 n 1 的 素 因数 p 可 以 全 部 约 去 . 
综 上 可 知 ， 

plia(la + b)(a+26)%[a + (n -1)8] 
nl! 

是 整数 . 


14.52 ” 设 ;,i 为 非 负 整数 ,满足 s+: = nn,p 为 素数 ,将 写成 下 

列表 达 式 
n= np tnt ++nipt+no, 

其 中 0 委 并 < pp，0 和 过 :所 人 . 

对 s ,t 也 有 类 似 的 表达 式 . 

(1) 证 明 人 2 + t0 一 M0) 二 (SI 十 = + + (sp+it on) 
是 能 整除 二 项 式 系数 C 的 2 的 最 高 次 各 . 

(2) 证 明 恰 有 (zo+1)(z+i) (+1) 个 二 项 式 系数 CC,0 委 ， 
< 委 n ,不 能 被 p 整除 . 

(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] (1) 在 nn! 中 ,p 的 最 高 次 蜂 为 


nt 天 天 
— 十 一 一 一 十 和 和 十 一 -一 
站 | al 
= n+ Cp +t nn) + Cap + np +t ne2) t+ + (pe! + 


ne 1p + 二 nl) 


= nl+ p+ t pI)+ + nl + p)+n 


二 pA 一 ]) 十 十 n2( p? 一 1) 十 ni(p 一 1) 
1 


一 (nn ng An 0) 


p 
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本 
教 
rr 





加 十 淤 





所 以 在 CG, = -Tr 一 ji = 滞 ; 中 户 的 最 高 次 军 为 


一 1 一 Mn0- 一 SS 十 中 十 十 0 一 大 十 大 十 二 加 





孝 1 一 11 Nl 一 
论 p-! 
卷 
(sot+to~ no)+ (si + 让 Nn)+t+ +(s+t ng) 
= pe -一 全 一 
(2) 由 于 s +t =n, 则 当 且 仅 当 5 志 n;， 7 = 1,2,…,k 时 ,(1) 


中 的 表达 式 , 即 能 整除 C 的 p 的 最 高 次 短 为 0, 亦 即 GC; 不 能 被 p 整除 . 

因为 s; 有 x; + 1(i = 0,1,2,… ,kk) 种 选择 ,所 以 共有 (no + 1)(n) 
+ 1)…(ns + 1) 个 二 项 式 系数 G (0 过 ;过 n) 不 能 被 p 整除 . 

14.53 ”证 明 对 每 一 整数 x > 1, 方 程 

和 j++ 靳 + 车 +1=0 
没有 有 理 根 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥 亲 匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] ”首先 证 明 , 对 每 个 正 整 数 及 每 个 素数 p,p* Vk!. 
设 ; 宇 0 为 整数 ,满足 
PSEk<pY, 

则 满足 p” | 有 1 的 最 大 整数 7 满足 


k k k 
p++ “十 一 
] 
1 C—O 
pp.—P.l 
| Lp 
p 
<k. 
所 以 pe tk!. 
; rl ZT 
设 方程 nl TaD + 1+1r+1l=0 山 
有 有 理 根 a , 则 
| 1 
a tn t+ ple 十 。 +51ot+1ia+al 0 
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设 a = a € N,(c,d) = 1, 则 


ca 十 nc ld 十 十 a ca :+nlq”=0. © 
于 是 4 1c, 从 而 4d = 1. 
即 知 方 程 WD 有 有 理 根 a , 则 。 必 为 整数 
设 p 为 n 的 素 因 数 , 则 由 上 面 的 方程 @ 可 知 p1c", 邯 p1o". 从 而 


pia. 
设 7 为 满足 p” |! ni 的 最 大 整数 , 则 由 
Pla, Ft! 
可 得 pi! | iat, k = 1,2,…,n 
从 而 由 方程 2 可 知 
pilin! 


出 现 巴 盾 . 即 方程 QD 没有 有 理 根 . z 
14.54 ”如 果 有 正 整数 ,使 得 关 ! 未 尾 恰 有 7 个 零 , 则 正 整数 ? 
称 做 “阶乘 尾数 ”. 问 比 1992 小 的 正 整数 中 ,有 多 少 个 非 “ 阶 乘 尾 数 ”? 
(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 令 f(m) 为 数 my! 末 屁 零 的 个 数 . 
显然, /nj 是 mx 的 不 减 函 数 . 
而 且 , 当 mx 是 5 的 倍数 时 ,有 
flm)=f (m+1)= flm+2)= fm + 3) 
=f(m+4)< fl(m + 5). 
这 样 ,我 们 可 把 fk)(k = 0,1,2,…) 列 出 : 
0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2,3, 3, 3, 
3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 6, 6, 6, 6, 6,… 由 
其 中 每 个 数 在 这 列 数 中 出 现 5 次 . 
下 面 来 看 1991 是 否 出 现在 @ 中 . 
易 知 ,zz! 示 尾 零 的 个 数 是 
ft = 定格 | 从 


A= 1! 


若 有 zr ,使 f(xm) = 1991, 则 
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鲍 风波 


因此 ， mm > 4. 1991 = 7964. 
利用 @O 易 得 
f(7965) = 1988, f(7970) = 1989, Ff(7975) = 1991. 
现 将 数列 中 一直 排 到 f(7979) = 1991 这 一 项 ,得 
0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,.…,1989,1989,1989,1989,1989,1991, 
1991,1991,1991,1991. 全 


数列 人 共有 7980 个 数 . 


由 于 每 个 不 同 的 整数 都 恰好 出 现 5 次 ,所 以 数列 @ 中 共有 0 = 
1596 个 不 同 的 整数 , 且 都 是 集合 10,1,2,…,1991} 中 的 元 素 . 
因此 有 ”1992 - 1596 = 396 个 整数 没有 出 现在 数列 @ 中 ， 
所 以 有 396 个 正 整 数 比 1992 小 且 不 是 “阶乘 尾数 ”. 
14 .55 设 m 为 正 整 数 ,wx! 中 所 含 因子 2 的 个 数 记 为 n(n1). 
求证 存在 自然 数 六 > 199013%0 ,使 加 = 31%0 +4 (mm). 
(中 国 浙江 省 高 中 数学 夏令 营 ,1990 年 ) 
[证 ] 令 p 21. 
m1 中 含 因 子 2 的 个 数 为 
生生 
= (2" 一 1)+(2 1)+…+(1-1) 
= (2 +2c2+，…+1)-a 
一 22 一 一 a. 
即 n(m)= 2*-1-a. 
只 要 取 a = 3””, 则 有 
m=2°—-1= (2 一 1 一 ay+a 
一 322 + n(m). 


下 面 证 明 xm > 19901290. 
m=2 1>2 


1989 
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- (227)3 > 19903 > 1990l990. 
14.56 ”数列 j av 上 按 下 列 递 推 关系 给 出 : 


1 
di = 1,， al 三 a, + fa’ nn 这 1. 


a 
求 使 不 等 式 a,，> 20 成 立 的 所 有 nn. 
(第 18 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 首先 计算 数列 的 前 若干 项 : 


a2 二 2， a3 = 2 方 ， ad 三 了 3， as = 3 方 ， 


上 | 一 


6=3 生 ，o =4，as=14 
下 面 证 明 ; 此 数列 单调 增加 , 且 它 的 项 具有 形式 
m+ 0<kS<m-l. 
当 nn = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 


车 a，= m+ 二 ， 0 三 上 £m 一 1, 则 


[a,] 一 | 十 & |= 


1 





因而 有 
tnt = + fa] 
加 ky 了 
二 (nm +t )+ 7 
二 1 十 + 
于 是 我 们 得 


7 十 1， 若 上 = 二 m-1， 
dn+l 一 


m+ 二， 1 妇 刀 一 上 共有 < Mr 一 
因此 ,数列 有 1 项 的 整数 部 分 为 1, 有 2 项 的 整数 部 分 为 2, 有 3 项 的 
整数 部 分 为 3,…, 于 是 ,整数 部 分 不 超过 19 的 项 有 
19.20 
7 一 





1+2+3+*…+19= 
而 好 191 一 20. 


190,， 
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[| = ] 巩 炊 


可 十 洲 





所 以 当 > 191 时 ,a, > 20. 
14.57 ”定义 图 数 f(n)(n € N) 如 下 : 设 


(27 )! A(n) 
ni(n+t 1000)! BO) 


这 里 A(n),B(n) 是 互 素 的 正 整 数 . 
夺 B(n) = 1, 则 f(n)= 1， 
若 B(n) 关 1, 则 f(n) = B(n) 的 最 大 素 因数 . 
求证 f(n) 的 不 同 值 只 有 有 限 个 ,并 求 出 它 的 最 大 值 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] ” 先 证 明 下 面 的 引 理 : 
引 理 ” 设 n,a 是 正 整 数 , 且 设 分 数 
(27 )1 


nl(n+t+a)! 
被 写成 既 约 形式 , 则 分 母 不 能 被 任意 大 于 2a 的 素数 整除 . 
引 理 的 证 明 如 下 : 
设 = (2n)1(2a)! 


nl(n+a)t! 


任 一 素数 p 在 x 中 的 最 大 的 窜 等 于 


六 











之 2 24 nn n+a 
(1) 0 
由 于 对 任意 非 负 数 y, x ,不 等 式 
[2y] + [2zj] 守 [yl+ [y+z] © 
成 立 . 
事实 上 , 设 y = [yij+&a， zx=[{zj+pB，0 乏 ca，p8<1. 
则 不 等 式 @ 等 价 于 
2[yl +fl2cj+2fzj+[28 关 [人 +[It+[z+[e+p]. 
[z] + [2a] + [28] 守 [a+ B]. (3) 
由 0 科 w,8< 1 可 得 


0 雪 c+8<2. 
有 [aca+ 有 B=0, 则 人 @ 式 显然 成 立 . 


车 [a + B] = 1, 则 ,8 中 至 少 有 一 个 不 小 于 六 ,从 而 [2c] 与 [28] 
中 至 少 有 一 个 为 1, 则 @@ 式 成 立 ， 
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从 而 可 证 @@ 式 成 立 . 
由 @ 式 可 知 ,Q 中 的 每 一 项 均 不 小 于 0, 因 此 zx 是 整数 . 
从 而 T3251 的 分 母 不 可 能 包含 任意 大 于 2a 的 素数 . 引 理 得 证 . 
由 引 理 及 f(n) 的 定义 可 得 
fln) < 2000. 

从 而 f(xn) 的 值 只 有 有 限 个 . 
小 于 2000 的 最 大 素数 为 1999 ,可 以 证 明 

f(999) = 1999. 
当 nn = 999 时 . 


(2n)1 1998! 1 
nl(n + 1000)! ”999119991! 


”1999 . 999! 
所 以 B(999) = 1999(9991). 
”因为 1999 是 素数 ,所 以 f(999) = 1999. 
因此 , f(n) 的 最 大 值 是 1999. 
14.58 ”证 明 由 a, = [nV2] 定 义 的 数列 |a,1 中 含有 无 限 多 个 2 的 
整数 短 . 





(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ] 显然 ， 
[1 :VY2] = 1 = 20， 
[2.vV2] = 2 = 21， 
[3,.v2]= 4= 22. 
一 般 地 , 必 存 在 无 穷 多 个 自然 数 , 使 
2* 1 














和 |>1- 上 三 中 
成 立 . 
事实 上 ,如 果 ix) < 方 ,出 
[2x = 21zl. 
2 1 1 
如 果 | 1- 点 < 去 ,那么 
Fk+1 2 24 
| 和 2 与 |=2| 孝 |， 
于 是 
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Ne 由 器 
































Fk+2 Dk+1 2* 
| 邱 = J2 =4| | 
2A+ Fk+2 DR+1 四 2 
万 |=2| 乞 | = 8| 往 |， 
如 此 继续 下 去 , 必 有 一 个 > 上 &, 使 得 
2 | 
车 |> 14- 二 
因而 @ 式 成 立 . 
2 
此 时 令 n= | 务 |+ 1, 则 由 
-1l<[xj<x 
和 2 < ® 
人 万 n 
2 2 
则 i+ 和 n+ | 和 |> +1 万 
2 ,1 
所 以 < 万 + 万: @ 
由 名 ,名 得 
2 2 .1 
<< 万， 
24<m .2<2+1 
所 以 [n :V2] = 2*. 
— 2 2k 2 | : 了 
即 取 = | 径 ]+ 1 时 ,LV5n] = 2 ,其 中 | >1- 方 
14.59 ” 求 所 有 的 自然 数 ,使 得 mig( 妇 + 总 | = 1991 


这 里 N 是 自然 数 集 . 
(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 


[ 解 ] ”由 于 
+72-1<k t+ | 音 | 坟 已 + 间 ， 
则 mi 让 十 | 苔 |)= 1991 


920 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





等 价 于 : 





对 所 有 的 &E N， 
四 > 1991， 由 
且 存 在 ko E 和 N ,使 得 
局 + 和 < 1992. © 
由 于 人 二 有 
&4 - 1991&2 + 7 之 0， 
(2-091) 1- >0, 
,> (p- yl) 


为 使 此 式 成 立 ,只 要 199 上 ~ ( 如- !L) 的 最 大 值 小 于 或 等 于 
即 可 . 
由 于 最 接近 二 的 平方 数 为 32: = 1024, 所 以 当 率 = 32 时 ， 


(已 - 名 ! ) 有 最 小 值 (1024 - 1 ) 
从 而 有 
1991“ 1991 \* 


) 之 (1024 -SL ) = 967 . 1024. 

由 于 @ ,存在 ko EN ,使 得 

ké — 1992R1 + n < 0， 
即 — (ki — 996)* ~ nn + 996° > 0， 
n <— (kf — 996) + 996°. 

为 使 此 式 成 立 , 只 要 求 出 使 - (有 - 996) + 996? 的 最 大 值 大 于 7 
的 ko 的 值 即 可 . 

显然 ,ko = 32 时 , - (名 ~ 996)2 + 996 有 最 大 值 - (1024 - 996)? 
+ 996 , 即 

n <— (1024 - 996) + 996* = 1024 . 968. 
于 是 ”1024 . 967 委 n < 1024 . 968. 
即 集合 1 1 1024 .967 之 << 1024 :968，n € NI 为 所 求 . 
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14:60” 设 是 一 个 固定 的 正 整数 ,565(n) 是 k++ 关于 所 有 正 整 


数 上 的 最 小 值 .证 明 [5(n)] = [vv42 +11. 
(第 34 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1973 年 ) 
[证 ] 令 c(n)= v4n+1. 


又 设 k(n) 是 使 得 有 + 让 为 最 小 的 & 值 . 则 


让 尝 





1 一 | 
b(n—1)<k(n)+ k(n) 
7 
<k(ln) + tn) 
=b(n). 
即 有 b(n—-1)< b(n). 由 
由 + 如 之 2 kr = 2m(m € N), 
则 当 = mm 时 ,k + 如 取得 最 小 值 2%， 
即 对 正 整 数 坟 ，b(m*) = 2m. ©) 





2 
ni + mm 
; 取 


又 对 正 整 数 mx , 当 且 仅 当 一 区 或 & = mr +1 时 ,k++ 
得 最 小 值 2m + 1, 即 
bl(m +m)=2m+l1. 3) 
由 ,多 ,3 可 得 
[b(n)}j =2m,， 当 wn nm +m; 
[en)] = 2m+1, 当 m+m 人 Rn < (nt+t 1)7. 
另 一 方面 ,c(n) = V4n + 1 也 是 一 个 增 函 数 ,并且 
cf(2 一 1) = V472 一 3 < 27， 
c(m*) = V4mi+1>2m, 
c(m :+m) = V4m:+4m+1=2m+t+i. 
由 此 也 可 得 
[c(n)] = 2m, 当 pm nm t+nm; 
[c(n)] = 2m + 1, 当 pmp+mn<(m+1). © 
由 由 ,人 得 [5(n)] = [c(n)] = [V4n +1]. 
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14.61 ”证明 对 每 一 个 自然 数 上 (&A 2) ,存在 一 个 无 理 数 x ,使 得 
对 每 一 个 自然 数 ,Lr”] 尘 -1 (mod &). 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[证 ] 首先 用 数学 归纳 法 证 明 
当 y+ s ,rs 为 整数 ,日 能 被 & 整 除 时 ,对 任意 自然 数 m,r”+ s”*” 是 
整数 且 能 被 & 整除 . 
设 r+y=Ap，rm= kg, 其 中 kEN, p,g€72. 


则 r+s = (ris) -2rs 
= k*p” — 2kg 
是 整数 , 旦 能 被 整除 . 
因此 , 当 m = 1,2 时 结论 成 立 . 第 
假设 对 于 小 于 m 的 自然 数 ,结论 成 立 . 即 了 
Fr 二 ssr 4 sp 1+ sm | E 
都 是 整数 且 能 被 上 整除 二 


由 于 r+” = (rt sr lt sl)- rs(r ?+ "2), 
则 x” + s” 是 整数 , 且 能 被 & 整除 . 

于 是 对 所 有 目 然 数 mn ,xr” + s” 都 是 整数 , 目 能 被 & 整除 . 

下 面 我 们 证 明 存 在 这 样 的 x 和 s ,其 中 > 是 无 理 数 ,* 满足 0< < 
1 ,使 得 x + s 和 vs 都 是 整数 , 且 能 被 & 整除 . 

为 此 考虑 方程 

r+*— kpr+kg= 0. 

如 果 r,s 存在 , 且 0 < << 1, 则 必须 满足 

| = kp — 4dkg > 0, 


2 ,2 
/i 
0< 2— Ykp ~ 4kg 记 4kg | 


4 
妈 1” > © 
p>g>0. 
显然 ,满足 这 样 条 件 的 整数 p,g 是 存在 的 ,从 而 r,s 是 存在 的 . 
为 使 7 是 无 理 数 ,只 要 pp” - 4kg 不 是 平方 数 就 可 以 了 ,为 此 设 9 
二 上, 则 
A =k’*p? — 4ka 
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=k’*(p* 一 4). 


数 显然 ,p* - 4 不 是 平方 数 ,否则 若 

论 2 2 

类 p -4= wu’, 
则 (p+u)(p—-u)= 4, 
这 是 不 可 能 的 . 


于 是 ,对 任意 自然 数 &, 我 们 选择 g = 上 ， p 满足 条 件 中 , 则 存在 
r 和 s, 使 r+ ;与 rs 都 是 整数 , 旦 能 被 & 整除 ,r 是 无 理 数 ,0< ss < 工 
于 是 += [rj+1 二 0 (mod &). 
14.62 证明: 如 果 自 然 数 A 不 是 完全 平方 数 , 则 可 找到 自然 数 
7z, 使 得 4 = [a + Vn + 二 | 
(圣彼得堡 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 令 nwn=A-[vAl. 
我 们 证 明 n 即 为 所 求 . 
记 [ VA] = x, 则 有 / 
z2<A4A<(r+i)2， 
即 +1<AZr +2, 
x -rx+lA-r 人 rtr. 
由 于 A-x= ,于 是 有 
Vr -rt+l</ Vetr, 
从 而 : 


即 有 
[nt /ait |= nt+r= A 
14:63 求证” 当 且 仅 当 存在 某 个 正 整数 上 ,使 得 = 24-1 时 ， 
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2*” 能 整除 ”1!. 
(第 17 届 加 拿 大 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[证 ] “对 于 任意 给 定 的 正 整数 ,总 可 以 找到 正 整 数 , 使 得 
24 < nn < 22. (QD 
因此 ,nn! 中 含有 因子 2 的 个 数 mm 为 


.1 国 ，… 革 ] 
由 函数 [x |] 的 性 质 
[xl+lyj 志 [x+y] 


可 得 
1 1 1 
”<[ (+ 站 t+) : 
1 3 
0) ks 
四 


由 于 1 和 也 -1 < 2, 可 知 


2 一 1 
如 果 2” 能 整除 1, 由 @ 式 可 知 ,必须 
m 二 nl1. 
再 由 四 式 知 有 有 = 1, 即 n= 2 
有 反之 ,如 果 n = 2 1, 由 和 的 定义 知 
m =2* +243+ +2+1 
=2 一 1 
=n—1. 
即 n! 中 有 x 一 1 个 因数 2, 从 而 2"! 能够 整除 1. 
14:64 设 a= 一 ,这 里 r,s 是正 整数 , 且 r>>;s,(r,s) = 1, 令 集 
合 N = 1[naj | nn = 1,2,…| .求证 对 任何 mm € N, rtm+1. 
(中 国安 徽 省 数学 奥林匹克 学 校 集训 试题 ,1989 年 ) 
[证 ] 分 两 种 情况 讨论 : 
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过 | na- 二 -1 ©@ 





SE 机 汶 


(1) 若 = 二 则 we 为 正 整 数 ， 
N= imiln=1,2,.…| 


因为 x > 1, 则 
ritrnt+l 
= n+ 1， 
结论 显然 成 立 . 


(2) 若 > 1, 因 为 一 > 1, 所 以 


1 二 | 工 |< [ 衬 j|<…< [=Dr |- [r+ |< 六 一 二. 


入 





任 取 mx = [noa] € NN,, 令 
no =gqg+t+k (0 s— 1). 


[noa] = | (gs + 4) .| 


=|gr+ kal 
= gr+ [kal. 
m+1l= [noj+1= gqr+t+l+l[kal. © 
由 不 等 式 外 
0 和 [ka <yr 一 1 
1 之 [kaj+l1l<r. 
则 由 凶 
art+li<<m+l<(g+1l)r= gr 十 了. 
所 以 rtm+t+1. 
14:65 ” 设 S(x) 表示 数列 |[ mz] ,ew, 证 明 方 程 
X77 ~ 10x*+29r~-25=0 
有 相 异 的 两 实 根 a,B, 使 S(a) 站 S(8) 中 有 无 穷 多 个 正 整数 . 
(中 国 国家 集训 队 训 练 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 记 f(x) = x ~ 10x*+ 29x -25, 则 
f(1)=-5<0, f(2)=1>0, 
f(2)=1>0, f(3)=-1<0, 
f(5)=-5<0, f(6)=5>0. 
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于 是 ,方程 f(x) = z 立 -1I0z2+29r 一 25=10 
在 区 间 (1， 2),(2,3),(5,6) 中 各 有 一 根 , 设 这 三 个 实 根 为 a,8B,7Y, 则 
a>0, BB>0, 7Y>00, 
月 一 十 记 + = 公 . 
若 用 S'(a),S'(B),S(7Y) 表示 S(a),S(B),S(7Y) 中 小 于 或 等 于 
M( M 为 任意 给 定 的 自然 数 ) 的 数 的 集合 , 则 


sl 1=[¥), 1s(p1= |Y¥], 1s 1= |Y¥), 


IS'(a)fS(B)ItIS(B) NS(7Y)I+lIS(a) Nf S(7) | 
宕 | S'(a) I+1S (8)1I+I1S(7Y)I~-M 
1 1 1 
> ML( 二 + tgt :7 3 


> 务 M- 3. 


由 此 可 得 , 当 M 趋向 于 无 穷 时 ,Q@ 式 中 的 三 项 中 必 有 一 项 趋 于 无 
穷 .所 以 , 必 有 满足 方程 的 两 实 根 (不 妨 设 为 a,8), 使 S(a) 门 5(8) 中 
有 无 穷 多 个 自然 数 . 
14.66 ” 设 正 无 理 数 x 与 y 满足 一 + =1. 
求证 两 数列 [x],12xj,…, [nzj,… 与 [yj, [2y],…,[nyj],… 合 在 一 
起 恰好 不 重复 地 构成 自然 数 集 . 
(第 20 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1959 年 ) 
[证 ] 易 知 z > 1,y > 1, 则 必 有 
[(k+1)zxl~- {kr}>1, 
[(x+1)y)] ~ lky] >1, 


从 而 可 知 数 列 
fr}, [2r}l, ,nr),: QD) 
[yj, [2yj, < [Le © 
都 是 严格 递增 的 . 


翁 定 存在 茶 个 整数 在 数列 忠和 书 中 重复 出 现 ， 那么 必定 存在 两 
个 整数 a 与 5 ,使 得 
p= [arj] = {by}, 
0 p<ar<p+i+l, 
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[ = ] 站 时 


号 十 浪 





p<oy<pt+l1l. 
因为 x 和 > 都 是 无 理 数 , 则 上 面 两 个 不 等 式 中 不 可 能 有 等 号 出 现 


由 此 推 得 
y 


这 时 就 出 现在 相 令 整数 PP 和 p+ 1 之 间 还 有 整数 a + 的 情形 ,这 


是 不 可 能 的 . 
因此 ,在 数列 和 人 @ 中 决 不 会 有 相间 的 整数 . 
册 假 定 存在 某 个 整数 p 在 数列 中 与 多 中 都 不 出 现 ,那么 也 会 存在 
两 个 整数 a 与 5 ,使 得 
ar<p<p+t+l<(at+l)r 
by<p<p+l<(b+l1)y. 
由 此 可 推 得 
a+l b+l 


a el lL 
十 < + lI< ritp+l 





p 7p 
ato<p<prl<a+t+b+2. 


即 
文 时 ,在 数 a + 5 与 a + 5 + 2 之 间 出 现 了 两 个 整数 ,这 是 不 可 能 的 . 


这 时 ， 
因此 不 可 能 在 数列 中 ,@ 中 有 某 个 整数 不 出 现 . 


由 以 上 ,本 题 得 证 . 
ie 、 Ee _ 7 f 
14.67 ”车 历 壳 所 有 正 整数 .证 明 f(n) = | ， a + 


历 遍 除数 列 a，= 3n* - 2n 的 项 之 外 的 所 有 正 整 数 . 
(第 29 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 


[证 1] 令 = | /二 + 村 | 网 
5 n+ti+k. 


~ 
| | 
| 
Pe 
十 
mm 
人 
十 
| 上 


f(n) = EE T+ 


正 整数 满足 
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n 十 上 十 1， 若 3 + 广 <k+l 
-| _ 


n+ 忆 二 2， 若 





若 不 发 生 / + + 十 之 k+1 的 情况 ,/(n) 随 的 增加 逐 次 增 
加 1. 


发 生 和 /一 + 十 之 k+1 的 情况 ,f(x) 跳 过 1 个 自然 数 n+ + 
1. 由 于 


nl 


n+l 
+ 3 +2 


+ 
< +123(e + 十) > 





宇 k+1 之 


nt1>3+3k+H > 


Sn = 3k* + 3k. 
所 以 f(n) 跳 过 的 数 为 
ntk+1=3k* +3k+k+l 
=3(k+1)—2(k+1) 
. 一 dg+l: 
又 Fi) = 2. 
所 以 fl(n) 历 遍 除数 列 
oa =1, ay=8, ‘*, ar = 3k° — 2k, 
之 外 的 所 有 自然 数 . 
[证 2] 设 mm 为 自然 数 . 
在 区 间 (0,m) 中 ,f(xn) 的 个 数 即 为 满足 不 等 式 


n+A/ 且 + 广 < 77? 
的 n 的 个 数 .因此 有 : 


my QD 


3 











个 f(n) € (0,nm). 
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同样 ,在 区 间 (0,m) 中 ,有 


1 二 3 ， 
4 | © 
个 (这 可 从 不 等 式 34 _ 24 过 区 -1 解 出 ) 
由 于 
2 
0 过 a/3m 一 3m—2= < 1， 
am- V3m -3 
所 以 
蔬 om- [5 Bu-2 |， @) 
3 
于 是 由 外,@, 加 ,在 区 间 (0,m) 内 ,了 (nn) 与 a, 的 个 数 一 共 有 mm 一 
1 个. 


在 区 间 (0,m + 1) 内 ,f(n) 与 a, 的 个 数 一 共 有 nm 个 值 . 
因此 ,在 区 和 间 [xmx ,m+ 1) 内 恰 有 一 个 fn) 或 一 个 a). 即 对 自然 数 
m ,或 者 
fln)= m, 
或 者 a = 1. 
但 两 者 不 能 同时 成 立 . 
于 是 f(n) 历 遍 除 a, 之 外 的 所 有 正 整 数 . 
14.68 ”对 实数 x,y, 令 
S(x,y)= {sls= [nrt+y]j, n€ NI 
证 明 若 > > 1 为 有 理 数 , 则 存在 实数 u ,wv ,使 得 
S(r,0) (| S(u,v) = 好， 
S(r,0) lj S(u,v)= N. 
> 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 


于 
u =- 2 发 通 -Fo < 委 v<0 的 v, 即 为 所 求 . 


(1) 如 果 S(r， 0) 站 S(u,v) 冯 多 , 则 存在 一 个 上 有 是 S(r,0) 与 
S(wu,v) 的 公共 元 素 , 即 
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k= [nr] = [mut+ v|. 
因为 = 之 , 且 & = [于 ], 则 
gq d 


wp p+ | |,0< |i<l 
d dq do 


即 有 np=kgy+c,，0 夺 cq-1. 中 
又 由 = [mu+t+wvwj]= [2 风 
mp+v(p-q)=k(p-gq)+t+d,0<d<p- gq © 
QD + 名 可 得 

(m+n)p+wv(p—-gq)= kp+c+d. (3) 

1 
因为 po <v<07>g, 则 

v{(p- 9g)< 0. 
又 c+d 之 0， 
于 是 由 他 式 得 


k<Zm+n. (4) 


另 一 方面 ,由 -了 6 三 v 及 四 ,加 得 
v(p—-g) 宕 -1l,ct+d<p-l1. 
则 由 多 起 得 
(m+n)p=kp—- vp—-q)+(c+d) 
<kp+l+p-1]1 
=(k+1)p. 
从 而 m+n<kt+l. © 
@ 式 与 @ 式 矛 盾 ， 
所 以 S(r,0) MN S(u,v) = 2. 
(2) 在 n> nm 时 ， 
[nr] > [mrj,( 因 为 rr > 1)， 
fnut+v]> [mu+ vw]. 
所 以 ,在 S(u,v) 中 没有 相同 的 元 素 . 
从 而 S(u,wv) 门 11,2,…, 上 一 1 的 元 素 个 数 等 于 满足 [mu + v] < 
k 的 m 的 最 大 值 训 | , 即 m1 满足 
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瑟 辣 梁 


[=] 深 多 





miu+v< k, 
(mit+1)u+wv 之 上 . 














数 . 加 
论 解 得 kt lm<t “ 
着 __ _ 
即 HL > m >- AY 
所 以 777 1 --|[“+v | 
同样 ,SCr ,0) 站 12 ,有 一 1 二 的 元 素 个 数 2 满足 (此 时 x = ~， 
v = 10) 
r—k 
n=- [|. 
于 是 有 
minuto kr-k 
u 六 
=2 k++ ea 
<2— 上. 
所 以 171 十 21 DR 一 2 人 2， 
即 nj+nl 之 kk 一 1l. 


又 由 于 S(w,v) 门 S(r,0) = 名, 所 以 得 
(SC(u,v) UU SCr,0)) NN 11,2,.… ,8k 1 = 11,2,.…,k~—1|. 


此 式 对 所 有 的 上 均 成 立 ， 
因此 S(u,v) U S(r,0)= N. 


14.69 ” 设 {x| 表示 不 小 于 实数 x 的 最 小 整数 , 则 
llogsl1} + llogs2| + flogs3! + *… + llog> 1991|} 
的 值 等 于 多 少 ? 
(第 2 届 “ 希 望 杯 ”数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 jzf 的 定义 


ilog2l} = 0， 

ilog22| = 1,， 

llog23| = {log4| = 2， 

| log>S| 一 |logz6| 一 | log27| 一 | log8| 二 3， 
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jlomw513} = llog2$14}| = … = flogz1024| = 10， 


jlog>1025| = … = {log219911 = 11. 
则 所 求 的 和 为 
0+1+2 .2+2.3+2.4+…+2 .10+967.11 
= 19854. 


14.70 ” 求 方程 [x? -2x] = [x]* 一 2[zj 的 实数 解 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 y= 过 一 1 , 则 
[办 =[cz 一 2z+1 
=[z2 一 2zj+1， 
[y] =([z]— 1) 
=[x} :~ 2[x]+1. 
于 是 [y] = 
(1) 当 y 宇 0 时 , 则 
y 宕 [y] >y-1, 
所 以 [y] <y< Vit[yy, 


即 rE[lnt+l,l+ Vl+n’), n= 0,1,2,.…. 
(2) 当 y < 0 时 , 则 
[y]* 宇 yY 宇 [Ly]， 
所 以 必须 y 为 整数 时 ,才能 有 
[yj}* = [六 


[ ss ] 普 梭 
下 十 小 


Bx =0,—1,—2,.…. 


93 
14.71 整数 | TD 3 
后 写 个 位 数字 ) 





| 的 末尾 两 位 数字 是 多 少 ?( 先 写 十 位 数字 ， 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 】 设 103! = 上 , 则 


[|=[; 生 3) 


+3 3 | 











tt+3 f+3 
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=1*—3t+3+ -| 


=t*—3t+3 -1 
=1(t—-3)+8 
=10:(10”! — 3)+8. 


所 以 |- | 的 未 两 位 是 08 


14.72 ” 求 方 程 4x* 一 40 [x]+51=0 的 所 有 实数 解 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 


e 志 浴 





[ 解 ] 因为 [x jz， 
所 以 0=4r*-40[xj+51l 守 4x* 一 40x+51 
={2x—3)(2x —17). 


3 17 
即 > STE. 


于 是 [x]=1,2,3,4,5,6,7,8. 
当 [x]=1 时 ,方程 化 为 4x*+11=0 无 实数 解 . 
当 [ Xx]=2 时 ,方程 化 为 4x” 一 29=0， 


由 了 <x< 了 得。 = 2 

当 [z]=3 时 ,可 得 zx= 69 ,与 [z]=3 了 矛盾 ， 

当 [z]=4 时 ,可 得 = 09 ,与 [z]= 4 矛盾 ， 

当 [z]=5 时 ,可 得 二 = 149 ,与 [xz]- 5 矛盾 ， 

当 [z]=6 时 ,可 得 = 时 ,此 时 | 轨 型 | -6， 
因此 ,z = > 中 是 方程 的 解 

当 [z]=7 时 ,可 得 z= 229 ,此 时 | 2 瑟 | =7， 
因此 ,z= 立 229 是 方程 的 解 


当 [xz]=8 时 ,可 得 = 9 ,此 时 | 269 | = 8， 
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因此 ， 


印 


了 = -人 269 是 方程 的 解 


2 ”2 


14*73” 求 满足 方程 [ 饼 | + | 所]+[ 冬 ]=a 的 实数 a 


由 以 上 , 题 设 方程 的 解 集 为 23,189， 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 


[ 解 ] 由 -1<[zx] 志 x ,可 得 


_31 _ 
一 309 3. 
a,a,.a_3l 
cs2+3+5304 
31 _ 31 
即 304 3< < 三 5304 
所 以 0<<a<90. 
又 a 是 非 负 整数 , 故 有 


全 ( 儿 -)+( 委 -3)* (条 -了 -3 各; 
因而 a 委 99. 








0 个 结果 . 
1 


又 15i+ 107j+6k (i=0,1;;=0,1,2;k=0,1,2,3,4) 是 方程 


的 解 ， 


所 以 a=15i+10;+6k (i1=0,1;;j=0,1,2;k=0,1,2,3,4) 


14.74 ”对 实数 zx,[z] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 求 使 
[logz1j + [logs2] + [log23] +…… + [log>n | = 1994 
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(※) 


[ = ] 普 凤 


吕 症 梁 





成 立 的 正 整数 2，. 
(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 令 S,= 立 [logzi]. 
注意 到 ,对 非 负 整数 &, 有 2 个 正 整 数 z, 使 [iog2zj=A&, 即 = 
24 24 上 1,24+1 一 1 
所 以 ,对 正 整 数 ,有 
Sr_1=0+(1+1)+(2+2+2+2) 十 … 
t+[(r-1)+(r-1)+…+(r—1)] 
2"-i 个 
=1.:2+2:22+.…:+ (rm1):2"7 1 
=(r 一 1) 2 一 (2 一 2) 
=(r -2).2"+2 
令 =8, 得 Syss = 1538<<1994， 
令 r=9, 得 Sst=3586>1994. 
因此 ,如果 S, =1994, 那 么 2 一 1<n<2 1, 
1994 = S, = Sss + (n —255):8 
=1538+8n—255X8=8n— 502. 
所 以 n = 312. 
14.75 求 满足 下 式 的 所 有 自然 数 a 和 


[2] [名 ]- [+ 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 


[ 解 ] 由 对 称 性 ,不 妨 设 a 太 6. 
由 zx-1<[fz] 委 z， 





即 -1< 和 + 人 -tb<2, 

或 -ab<a th -a -bb-ab<2ab, 

6 —(at+1)6—2ab +a?—a<O, 
bB3-(at+1)b+ab+a?—a>0. 


整理 得 





OO 
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先 考虑 人 中式， 
车 5 宇 a*+2, 则 

—- (a:+1)6* -2ab+a 3—a’ 
=b [6b (ba -1)-2a]+t+a? a>b (6-2a)+a’—a’ 
=(b-a)*+a’—-2a >(al -at+2) +a 2a’ 
=(a*-a+2)*—-a*+a’{(a—1) 
=(al+2)(a? -2a+2)+a’ (a—1)>0. 

与 式 蔬 盾 . 5 之 a*+2 不 真 ,于 是 b 志 a +1. 
再 考虑 @ 式 ， 
设 f(xr)=x3-(a +1)x +art+a’—a’. 
当 4a 宇 2 时 ,有 f/f(~a)=-a ~-(a +l)a’ -a’+a’ -a’<0, 
又 f(0)=a?-a’>0, 
且 f(a)=a’(-a:*+2a -1)<0, 
而 f(a)=a’(-a+2a-1)<0, 
同时 f(a*+1)=a (2a* -a+1)>0. 
因此 ,方程 f(x)=0 的 三 个 根 在 区 间 ( 一 a,0),(0,a),(a’,a?+ 
1) 中 各 有 一 z 

故 , 当 ae 委 2 委 导 时 ,有 三 (6)<0. 与 @ 式 矛盾 .于 是 bp 之 a*+1. 
当 a=1 时 ,@ 式 化 为 六 -202+0>0， 
即 (1) >0 ,所 以 6b 宇 2=a?+1. 
总 之 ， 若 加 式 成 立 , 则 5b 之 a*+1. 

上 ,只 能 有 = e+1. 
下 +1 代 人 原 式 得 


“ 4+2a2+1 “+1,_1 
[+s |=| < + | ta Cast1). 


当 a 实 2 时 ,上 式 化 为 a +2a = a+a (a’++1), 这 是 一 个 恒等式 . 
当 4 =1 时 ,上 式 化 为 
-an 
因此 ,< 委 时 , 原 方程 的 所 有 解 为 
b=a’+l,a€EN. 


[2 ] 梁 玫 
至 -十 浴 
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同 理 ,5 委 a 时 , 原 方程 的 所 有 解 为 
a=b*+1,bEN. 
因此 , 原 方程 的 所 有 解 为 
b=a:+1,a€EN 或 a=b+1,bEN. 
14.76 ” 设 pi1,p2,p3,… 是 依 递增 次 序 排列 的 素数 ,xo 是 0 与 1 
之 间 的 实数 .对 正 整 数 & ,定义 
0 ， 藻 必 -1=0 
的 | 色 |. 者 xz-_1 关 0 
这 里 |r| 表示 xz 的 小 数 部 分 . 求 出 一 切 xo 满足 0< zo 和 1L 且 使 数列 . 
zo,;X1,X2，… 中 最 终 出 现 0, 并 加 以 证 明 . 
(第 26 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 】 我 们 证 明 ,该 数列 最 终 出 现 0, 当 且 仅 当 re 为 有 理 数 . 
首先 ,我 们 证 明 对 六 1, 若 xi 为 有 理 数 , 则 它 的 前 一 项 Xxh-1 也 是 
有 理 数 . 


车 x =0( 为 有 理 数 ), 则 由 题 设 定义 ,或 者 有 x _， = 0, 或 者 有 -人 
为 正 整数 ,从 而 x 为 有 理 数 ， 

若 x 为 非 零 有 理 数 ,那么 由 
和 | pb | 


kl 





| 


可 得 et 
ck 
k-l 
于 是 .二 一 ! 也 是 有 理 数 . 
由 以 上 结论 可 知 ,对 某 个 玉 , 若 x 站 有 理 数 ， 特别 地 ,车 数列 最 终 
出 现 0, 那 么 xo 也 是 有 理 数 . 
现 设 zo 为 有 理 数 ,那么 数列 zo ,x ,zy，… 为 有 理 数列 . 


车 -1=， 0 吉之 ,那么 
pe 1 
| nL -| Be |=,0<r<m 
m m 
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这 里 7 是 np 除 以 mm 的 余数 . 

所 以 ,数列 | zi | 的 每 一 个 非 竺 项 的 分 母 严格 地 小 于 前 一 项 的 分 母 ， 
从 而 非 零 项 的 个 数 不 超 过 zo 的 分 母 . 

因此 ,数列 | zx 最终 必 出 现 0. 

14°77 设 非 负 整数 列 di dd2,，"""，, ai997 满 足 Qi 十 aj at ja + 
a;+1 对 所 有 i,j 之 1,i+ j 寺 1997. 

证 明 存在 惟一 实数 x ,使 得 对 一 切 2 =1,2,…,1997,a,= [nzj. 


(第 26 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[证 ] 奉 a,=[nzj 存 在 , 则 
nr-l<a, 人 nr<a,+1, 


因而 sre rE (et). 


n n n 





我 们 取 定 x = max 字 , 则 只 需 证 明 对 于 一 切 1 委 m 委 1997, 近 入 zx 


他 六 十 ] 
Ed 


< 
nm 
a, am+l 
即 7 ， 
因而 nam + n> ma,. (x) 
我 们 用 数学 归纳 法 证 明 (※) 式 . 


当 区 二 n= 二 1 时 ,(※) 式 成 立 . 
假设 m,n 均 小 于 时 ,(※) 式 成 立 . 
当 m,n 中 较 大 的 一 个 为 时 ,有 两 种 情况 : 
(1) 当 n= 时 . 设 nn= gm++ r,g€EN,0<rRm. 
由 已 知 不 等 式 有 
ay 和 :am +ar+1lsal Dnt+at+a,+2 
ga + a,+g, 
又 由 归纳 假设 ra,, + r > ma,， 
于 是 Ma, mgay + ma + gm 
< mgantra,trti gm 
= (mg 十 rjam t (mgt+r) 


= na t+ nn. 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 939 


函 
数 
zr 





一 于 第 





所 以 ,(※ ) 式 成 立 . 
(2) 当 m= 时 , 设 n=gqnt+r,gEN,0<r<m. 
由 已 知 不 等 式 有 


Un 一 Con+ ,aon + a 之 a(g- 1)n + a,ta, 


9 志和 


之 "之 gan + a,. 
则 na, 宇 nga, + na,,， 
而 na, +n 之 ngan + na,+n 

=(m—r)ast+na,tn = ma,t+ na,+n— ra,, 

由 归纳 假设 na, 二 n> ra, 
于 是 na, + n>ma, + na, + n — ra, > ma,. 
所 以 ,(※) 式 成 立 .从 而 本 题 得 证 . 
14:78 ”确定 所 有 的 实数 对 (a ,5) 使 得 a [bn ]= 6 [ean ] 对 一 切 正 


整数 成立 . 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[ 解 】 令 2=1, 得 a 1b]=6b[aj， 由 
设 a=Laj+ial,6b5=[65]+ 161, 其 中 iai,16561 为 a,b 的 小 数 部 
分 , 则 由 已 知 有 - 
al[lolntibln]=6 [lalnt+ {laln), 
a[lblntalibinl=6b [lalnt+b [ialn)], 
由 得。 alibln]=b[Tlaln]. © 
存在 自然 数 , 使 |a| < 过 , 令 n= 上 ,由 加 得 
a [lk {151]=0. 3 
车 < 天 0, 则 由 图 可 得 “1614< 过， 


这 就 表明 , 当 a 为 整数 ( 即 fai =0) 时 ,2 必 为 整数 . 
同样 , 若 bz#0, 且 161< 亡 , 则 [al < 二， 
于 是 , 当 a,b 都 不 是 整数 时 ,存在 ,使 得 


1 1 1 1 
Fri 人 lel<， HTS1b< 
令 n=k+1, 则 


1<n i61l<4 <2 1<， lal < <2 
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由 人 @ 式 可 得 a= 5. 

由 此 可 得 ,本 题 的 解 为 
(0,a),(a,0),(a,a)( 当 a 为 任意 实数 时 ) 
(a,b)( 当 a,b 均 为 整数 时 ). 
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第 十 五 革 其 他 


15.1 ”从 1,2,…,1982 中 怎样 划 去 最 少 个 数 的 数 , 使 余下 的 每 一 
个 数 都 不 等 于 其 中 男 两 个 数 的 积 ? 划 去 的 应 是 哪些 数 ? 
(第 16 届 爹 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 。 划 去 2,3,4,…,44 这 43 个 数 即 可 . 
此 时 ,除去 1 之 外 , 任 两 数 之 积 都 大 于 45*, 从 而 大 于 1982. 
铬 划 去 任意 42 个 数 , 必 留 下 下 面 的 三 数组 中 的 一 个 ; 
(2,87,2 . 87), (3,86,3 . 86),*…, (1,89 — 1,1(89 — 1)),.…, (44, 
45,44 .45)， 2 过 1 世 44. 
因为 当 2 之 1 之 44 时 ,函数 1(89 -1) 是 严格 增 的 ,所 以 上 面 的 三 
数组 中 的 129 个 数 互 不 相同 , 且 均 不 超过 
44 . 45 = 1980 < 1982. 
于 是 43 个 数 是 划 去 的 最 少 的 数 . 
15.2 ”在 |1000,1001,…,2000} 中 ,两 个 连续 整数 相 加 而 不 进位 
的 整数 对 有 和 多少? 
(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 邻 % 表 示 为 1akx. 
如 果 a ,5,c, 中 的 一 个 是 5,6,7 或 8, 则 与 m+ 1 相 加 需要 进位 ; 
如 果 2 = 9,c 关 9, 或 者 a = 9,64 与 c 至 少 有 一 个 不 是 9, 则 ”与 7 
+ 1 相 加 也 需要 进位 . 
如 果 x 不 是 上 面 所 说 的 ,那么 它 一 定 是 下 面 的 几 种 形式 之 一 : 
labc, lab9, 1a99, 1999. 
其 中 a ,b,c € 10,1,2,3,4}. 





942 . 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





对 这 样 的 n， 与 n+ 1 相 加 时 不 需要 进位 ,所 以 共有 
S+S+S+1= 156 对. 
15.3 ” 非 负 整数 有 序数 对 (n,n), 若 在 求 和 m + n 时 无 需 进位 
(十 进 制 下 ), 则 称 它 为 “简单 ”的 . 求 所 有 和 为 1492 的 简单 的 非 负 整 数 
.有 序数 对 的 个 数 . z 
(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 因为 在 求 和 时 没有 进位 ,所 以 个 位 加 至 2 的 方法 有 三 种 : 
0+2，1+1，2+0. 


十 位 加 至 9 的 方法 有 十 种 : 
0+9, 1+8, 2+7, 3+6, 4+5S, 
9+0，8+1，7+2，6+3，3+14， 第 
百 位 加 至 4 的 方法 有 五 种 : z + 
0+4, 1+3, 2+2, 3+1, 4+0. 拓 
千 位 加 至 1 的 方法 有 二 种 : 他 
0+1, 1+0. 


从 而 ,所 有 和 为 1492 的 简单 非 负 整数 有 序数 组 总 数 为 
2.3.10.3= 300. 
15.4 ”我 们 注意 到 61 = 8 . 9. 10. 试 求 能 使 n! 表 示 成 n - 3 个 
连续 自然 数 之 积 的 最 大 的 正 整 数 . 
(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] nn!= n(n 一 1)(n -2 54: 3: 2.1 
= 24n(n — 1)(n 一 2)…9， 
此 时 24n(n 一 1)(n 一 2)…5 应 是 n -3 个 连续 自然 数 之 积 ,所 以 可 
以 得 到 ”= 23. 
下 面 证 明 ”= 23 是 符合 题目 条 件 的 最 大 的 正 整 数 ”. 


者 n> 23, 则 

nl = 24n(n om-1)…5 < (n+ ln(n — 1).5. 
而 nl > n(n -1)(n -2)..…5.4. 
因此 有 


n(n—1)5.4<n!l<(n+1)n(n ~- 1).5. 
即 nn!1 介 于 两 个 相继 的 n -3 个 连续 自然 数 之 积 之 间 , 所 以 n! 不 能 表示 
成 n -3 个 连续 自然 数 之 积 . 
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而 ”=23 时 ,显然 有 
231 = 24 .23 .22 .… .6.5. 
因此 ,所 求 的 最 大 正 整 数 ”为 23. 
15.5 ” 某 州 颁布 由 6 个 数字 组 成 的 车 牌 证 号 (由 0 - 9 的 数字 组 
成 ) ,该 州 规定 任何 两 个 牌号 至 少 有 两 位 数字 不 同 (因此 证 号 |027592| 和 
[020592| 不 能 都 被 使 用 ). 试 决定 车 牌 证 号 最 多 有 多少 个 ,给 出 证 明 . 
(第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 】 该 州 可 以 颁布 105 个 证 号 . 
对 满足 条 件 的 车 牌 证 号 的 数字 可 以 采用 下 面 的 一 种 作法 . 
对 每 一 个 $ 位 数 节 xizzz3z4zs, 我 们 用 同 余 式 
X66 三 XI+ XI T+ XA4+ Xs (mod 10) 
决定 .x6. 
对 于 任何 这 样 构 造 出 的 两 个 不 同 的 数 
aiaza3asasa6 和 bib203040s06,) 
至 少 有 一 个 数位 1 委 j) 声 5, 使 得 a; 关 6;. 若 另 四 位 数字 均 相 同 , 则 
as ~ bs =(al+a2t+a3+ast+as)— (by+ b+ 0b3+ ba+ bs) 
=a;—-b 关 0 (mod 10). 
因此 ae 关 66, 所 以 alaza3a4asa6 和 616263640566 至 少 有 两 位 数 
字 不 同 . 
由 于 用 0,1,2,…,9 这 十 个 数字 组 成 的 5 位 数 共 有 105 个 ,于 是 任 
何 两 个 按 上 面 作法 构造 的 六 位 数 至 少 有 两 位 数字 不 同 , 且 共有 105 个 . 
车 有 大 于 10° 个 牌号 , 则 至 少 有 两 个 牌号 的 前 5 位 相同 ,因而 它们 
只 有 一 位 数字 不 同 ,不 符合 该 州 的 规定 . 
15.6 ”求证 任何 整数 可 表示 为 五 个 整数 的 立方 和 的 形式 . 
(前 苏联 大 学 生 数 学 竞赛 ,1977 年 ) 
[证 ] ”因为 对 一 切 整数 w, 恒 有 
6n= (nt+1Pt(~-nj3+(-n+(n-1). 
即 :能 被 6 整除 的 任何 整数 都 可 以 表示 为 四 个 整数 的 立方 和 的 形式 .又 
因为 


ean 
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6n = 6n 十 03， 
6n+1= 6n+1, 
6n+2= 6(n-1)+2, 
6n+3= 6(n— 4)+3, 
6n+4= 6(n+2)+(-2), 
6n+5= 6(n+1)+(-1). 
故 任何 整数 都 可 以 表示 为 五 个 整数 的 立方 和 的 形式 . 
15.7 ” 正 整 数 a,65,c,d 满足 
ab=cd, at+b=c-d, . 
证 明 存 在 一 个 直角 三 角形 ,各 边 的 长 为 整数 ,面积 为 ab. 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 由 已 知 等 式 得 
(a + qd)(b+4d) 
ab+d(lat+bt+d) 
ap + cd 
= 2ab. 
(atad)+(bptay) 
=a’*+b*+2d(a+b+d) 
=a’+b*+2cd 
= (a + 6b)*. 
所 以 ,以 a + d,b+ 4d 为 直角 边 ( 这 时 斜 边 为 a + 65) 的 直角 三 角形 
的 各 边 均 是 整数 , 且 面 积 为 ab. 
15*8 ” 试 证 对 于 任意 给 定 的 正 整数 , 必 有 惟一 的 一 对 整数 和 


1,0 之 1 之 上 ,使 得 = 二 p(k 1)+1. 
(中 国 北京 市 高 中 数学 竞赛 ,1964 年 ) 


[证 ] 。 当 = 2,3,4,… 时 ,二 (hk -1) 都 是 正 整数 ,有 数列 


Lo L303) Laan 
2 2. (02-D, 六 :3 03-1D, 广 :4.(4-1， 


是 无 界 递增 数列 . 
对 于 任意 正 整数 n ,上 述 数列 中 只 有 有 限 个 数 不 大 于 ”, 把 这 有 限 
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个 (不 大 于 的 ) 数 中 之 最 大 者 记 作 广 A(E ~ 1) ,那么 


记 k(k -Dn<(k+ Dk 


守 示 洪 


1 1 1 
由 此 0 去 7 一 麻 R(R 一 1) < T+ DE Tk(k 1) = 上 . 


“> 


1 = 一方 k(k 一 1), 则 0 达 1 < 如 ,而 


-1 
n 二 > k(k 1) + 7. 


可 见 , 合 乎 要 求 的 整数 和 i/ 是 存在 的 . 
下 面 证 明 合 乎 要 求 的 整数 对 (k ,i) 是 惟一 的 . 
设 有 (k,l41) 和 (k,l2) 两 对 整数 都 合乎 要 求 ,假如 Ri < 之,, 那 么 


n =A(A 一 1) + 
< 本 A( 一 1) + 
= 六 (局 + Dh 
<7h(k 一 1) 


志方 ha(k 一 二 二 Li2 一 7 


这 个 矛盾 说 明 Ai 不 会 小 于 &a2: . 同 理 ,A> 不 会 小 于 Ai 
于 是 ki 一 &2 ,由 此 


] 
{| 二 nn RilkI — 1) 


1 
二 7 一 > 2(k2 — 1) 


= |. 
这 就 是 说 ,k,l 及 上 ,,1; 这 两 对 整数 必定 完全 相同 , 即 合 平 要 求 
的 整数 上 ,! 只 有 一 对 . 
15'9 ” 设 是 一 个 给 定 的 大 于 2 的 自然 数 ,而 V, 是 一 个 形 如 1+ 
kn 的 数 集 ( 其 中 & = 1,2,…). 一 个 数 m € V, ,如果 不 存在 两 个 数 p， 
9 VV ,使 得 pg = nm, 则 称 产 为 V, 中 的 不 可 分 解数 . 
试 证 明 存 在 一 个 数 + € VV, 这 个 数 可 用 不 只 一 种 方式 表示 成 数 集 
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V 中 的 几 个 不 可 分 解数 的 乘积 . 
(第 19 届 国 际 数学 奥 林 匹 元 ,1977 年 ) 
[证 1 VV = 111+n,l +2n,.…,1+ kn,…|. 
其 中 >>2， 有 = 1,2,…. 
因为 n > 2, 所 以 ,显然 有 
n-l&V,, 2n-l1&V,. 
并 且 n 一 1 与 2n -1 均 不 可 能 分 解 成 几 个 V, 中 的 数 的 乘积 .由 于 
(nC—1) (2n-1)=1+/(2n -3)nE€ V,,， 
(n -1)=1+(n -2)n€E VY,, 
(2n —1) =1+4(n -1)n€V,. 
于 是 (n -1)(2n 一 1),(n 一 1)?* 和 (2n -1)? 都 是 V, 中 的 不 可 分 解数 . 
设 xr = (nn 一 1)(2n 一 1)*, 则 由 于 
r=(n -1) (2n-1) 
=1+ [nxn(2n 一 3) + 2(2n — 3)]n, 


密 洋 
Hi 十 种 


可 得 yx € 也 . 
显然 ,r 有 如 下 两 种 方式 表示 为 VV, 中 不 可 分 解数 的 乘积 : 
r= (n -1). (2n -1), 
r=[(n -1)(2n -1)]:[(n -1)(2n — 1)]. 
由 此 可 见 , 存 在 一 个 数 x € V,, 它 可 以 用 至 少 两 种 方式 表示 为 V， 
中 几 个 不 可 分 解数 的 乘积 . 
[证 2] 用 狄 里 赫 莱 定 理 : 
在 任何 一 个 等 差 数 列 中 ,如 果 公 差 与 首 项 互 素 ,那么 这 个 数列 就 包 
含有 无 限 多 个 素数 . 
考察 等 差 数 列 
n—1,2n -1,3n 1,.…,kn—1,.… 
显然 ,其 首 项 2 -1 与 公差 nn, 有 
(n—-l,n)=1. 
于 是 由 狄 里 赫 莱 定理 ,此 数列 中 有 无 限 多 个 素数 . 
从 这 无 穷 多 个 素数 中 选 出 四 个 素数 : 
kin 1, kan-1, kn—-l1l, kn-l. 
显然 ,这 四 个 素数 中 的 任 两 个 数 的 乘积 均 属 于 V, ,并 有 kn 一 1 攻 


世界 数学 奥 林 此 克 解 题 大 酵 典 947 





VE = 1,2,3,4). 所 以 任 两 数 之 积 都 是 w, 中 的 不 可 分 解数 . 
这 样 我 们 可 以 用 三 种 不 同 的 方式 把 数 


rr 二 [| Gm 一 
分 解 成 V, 中 的 不 可 分 解数 的 乘积 : 
”一 [(k1in ~ 1)(k>,n 一 1)j] . [ (kan 一 1)(kan 一 1)j]， 
r= [|(kn om 1)(kRan 一 1 TCR — 1)(kan — 1)], 
r= [(kin -1kRan -1)}:[(k2n — 1)(ksn — 1)]. 
15.10 ”一 袋 花 生 共 有 1988 颗 , 一 只 猴子 第 一 天 拿 走 一 颗 花 生 ， 
从 第 二 天 起 ,每 天 拿 走 的 都 是 以 前 各 天 的 总 和 . 如 果 到 某 天 徐 里 的 花生 
少 于 已 拿 走 的 总 数 时 ,这 一 天 它 又 从 拿 走 一 颗 开 始 , 按 原 定 的 规律 进行 
新 的 一 轮 . 如 此 继续 下 去 ,那么 这 袋 花 生 被 猴子 拿 光 时 是 第 几 天 ? 
(理科 实验 班 入 学 数学 复试 ,1989 年 ) 
[ 解 】 设 猴 子 第 一 轮 用 了 天 , 即 第 & + 1 天 时 又 从 拿 一 颗 花 生 开 始 . 
这 时 ,前 天 共 拿 走 花生 
1+1+2+22+23+ 十 24-2 一 2*71 
颗 , 且 满足 1988 - 24-1 < 2*-!. 
者 在 第 二 轮 用 了 上 天 , 则 在 第 二 轮 拿 走 2 二 ! 颗 , 并 有 
1988 -2 一 2 <271l, < 大. 
由 此 ,只 须 把 1988 分 解 成 2 的 宕 的 和 , 即 
1988 = 2100+2?+28+27+26+22. 
所 以 ,一 共用 了 
(10+1)+ (9+1)+(8+1)+(7+1)+(6+1)+{(2+1) 
= ]1+10+9+8+7+3 
= 48( 天 ). 
15.11 ” 按 以 下 规则 作 一 个 三 角形 的 表格 : 
在 最 上 一 行 写 着 自然 数 a, 往 下 在 每 一 个 数 上 的 / 
左下 方 写 上 有 , 右 下方 写 上 有 + 1. 例 如 a = 2 人 
时 ,如 图 .证 明 在 这 个 表格 中 每 一 横行 中 的 所 有 16 5 
的 数 都 不 相同 /VN 
(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] ”假设 在 表格 的 某 些 行 中 有 相同 的 数 . 设 n 是 这 些 行 中 最 上 
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面 那 一 行 的 行 数 ,并 设 p 和 g 是 这 一 行 中 两 个 相同 的 数 , 即 p = gq. 

因为 在 第 ” - 1 行 中 没有 相同 的 数 ,而 户 ,9 是 第 n -1 行 中 的 数 ~， 
s 经 过 不 同 运 算得 来 的 . 

设 p= 2， dg = s 十 1, 则 有 

s=g-1=p-1=r*-1. 

设 ;是 由 数 a 经 过 者 干 次 乘 方 运算 及 加 1 运算 得 到 的 .而 进行 平方 
运算 的 最 大 数 不 会 大 于 r - 1, 这 是 因为 s= xr*~1. 

这 就 表明 , 数 * 在 进行 了 最 后 一 次 平方 运算 后 ,又 至 少 进行 了 一 - 
1 一 (r 一 1)” =2r-2 步 得 到 的 ,而 且 这 些 步 都 是 加 1 运算 . 

于 是 从 数 a 得 到 s 至 少 需要 2r -1 次 , 即 2 ~2 实 2r -1 次 运算 得 


到 . 第 
但 是 x 和 ;在 同一 行 里 , 且 由 4 经 过 2r -1 次 运算 得 到 的 任何 数 不 + 

小 于 a+2r-1>r. 和 
于 是 由 < 得 到 * 的 过 程 中 没有 进行 过 乘 方 运算 ,这样 由 三 角形 表格 他 


的 构造 可 知 ,9 = s+ 1 一 定 在 第 行 中 最 右边 ,最 小 的 那个 数 ,这 就 与 
p = 9 逆 盾 . 

因此 ,表格 中 任何 一 行 都 没有 相同 的 数 . 

15.12 ” 桌 上 放 有 两 堆 火 柴 ,分 别 有 100 根 和 252 根 ,两 人 轮流 拿 
取 火 柴 ,每 一 次 只 能 从 其 中 一 堆 中 取 走 火柴 , 且 所 取 的 根 数 应 为 另 一 堆 
火柴 数目 的 约 数 , 谁 拿 取 最 后 一 根 火 柴 谁 就 获胜 . 试问 ,如 果 两 人 都 采 
用 正确 的 策略 ,那么 谁 将 获胜 一 一 是 先 拿 的 ,还 是 其 对 手 ? 

(列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 我们 证 明 , 先 拿 者 必 输 . 

对 于 每 个 自然 数 ,用 v(n) 表示 使 得 n 可 被 2 整除 的 最 大 的 整 
数 训 , 即 

v(n) = maxlk |2*|1n, kAENI. 

如 采 在 两 人 都 拿 过 相同 次 数 之 后 ,两 堆 中 分 别 剩 有 nn 和 根 火 柴 ， 
且 v(n) = v(mm), 我 们 证 明 , 在 先 拿 者 再 拿 一 次 之 后 ,这 一 等 式 必 被 破 
坏 . 

设 先 拿 者 在 第 一 堆 中 拿 出 > 根 火 柴 ,r 是 的 约 数 , 故 有 

v(r) 坟 v(m) = v(n). 
如 果 v(r) < v(xn), 则 
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vn—r}<vn)= v(m). 
如 果 v(x) = v(xn), 则 有 
n= 2tn, r= 24r1. 
其 中 | 和 ri 均 为 奇数 ,从 而 ai -~ ri 为 偶数 ,于 是 
2tl | nr = 2(nl— ri). 
因此 就 有 
vn—-r) 守 k+l> v(m). 
综 鞋 即 知 ,此 时 等 式 v(n) = v(nm) 确 被 破坏 . 
如 果 在 两 人 都 拿 过 相同 次 数 之 后 ,两 堆 中 分 别 剩 有 ?2 和 mm 根 火 柴 ， 
和 县 vn) 关 v(m), 不 妨 设 v(n) > wm), 各 刚好 轮 到 第 二 人 拿 ,那么 
他 就 可 从 第 一 堆 中 取出 xr = 2”*” 根 火柴 ,使 得 等 式 v(n 一 r) = v(m) 
成 立 , 在 下 一 步 轮 到 先 拿 者 拿 火 柴 , 由 以 上 证 明 , 等 式 v(n - >) = 
v(m) 将 被 破坏 . 
由 于 ”wvw(100) = v(252) = 2, 故 第 二 人 总 可 以 在 他 每 次 取 过 之 后 
都 保持 等 式 v(2) = v(m) 成 立 ,因此 他 必 可 获胜 . 
15.13 “” 某 整数 集合 既 含 有 正 整 数 ,也 含有 负 整 数 ,而且 如 果 a 和 
b 是 它 的 元 素 ,那么 2a 和 a + 5 也 是 它 的 元 素 . 证 明 这 个 集合 包含 它 的 
任意 两 个 元 素 之 差 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 设 所 给 集合 为 A. 
我 们 首先 证 明 : 着 cE A，n EN, 则 
ncE€EA. 
对 n 用 数学 归纳 法 . | 
n =1 时 ,cEA4, 这 由 已 知 条 件 可 得 . 
n 二 2 时 ,由 题 设 2c E A. 


假设 nx = 上 时 有 kc 和 AAA. 
那么 由 题 设 + c € A, 于 是 
(k+l1)cE€EA. 


于 是 对 nEN, ncE€Eh. 
设 a > 0 是 集合 A 的 最 小 正 整 数 ,5 < 0 是 A 的 绝对 值 最 小 的 负 
整数 , 则 有 
a+bEetA, 
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b<at+b<a. 
由 于 A 中 不 含有 小 于 a 的 正 整 数 ,也 不 含有 大 于 5 的 负 整 数 ， 于 是 
a+b=0, b=-a, 
因而 0€ 有 A. 
于 是 集合 A 包含 元 素 a 的 整数 倍 , 即 
lka, a€E A, kEZICA. 
下 面 我 们 再 证 明 ,除了 元 素 a 的 整数 信之 外 ,所 研究 的 集合 不 包含 
其 他 元 素 . 
假设 在 a 的 两 个 连续 整数 信 ga 与 (g + 1)a 之 间 的 元 素 x 属于 这 个 
集合 A ,于 是 
T=ga+r, 0<r<a. 第 
这 时 由 xz € A,ga € A, 则 z t 
rr 二 XX+(-gqg)a€EA. 
然而 0 < rr <a, 这 与 a 的 选取 矛盾 . 
于 是 A 是 a 的 整数 倍 的 集合 
A= i!kal aE€ A, kEZI. 
其 中 a 是 A 中 的 最 小 正 整 数 . 
由 于 A 中 任意 两 个 元 素 之 差 也 是 a 的 整数 倍 , 因而 也 属于 这 个 集合 . 
15.14 S 是 有 理 数 x 的 集合 ,其 中 0 < r < 1, 且 + 有 循环 小 数 的 


展开 形式 为 0. abcabcabc… = 0.ak ， a,b,c 不 一 定 相 异 , 在 S 的 元 素 
中 能 写成 最 简 分 数 的 不 同 的 分 子 有 多 少 个 
(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 


[ 解 ] 因为 0. 5 = 中 

叉 999 = 33 . 37. 

如 果 abe 既 不 能 被 3 整除 也 不 被 37 整除 , 则 分 数 就 是 最 简 形 式 . 
由 容 斥 原理 ,有 


99 - (2 尘 + 2 )+ 


宪 泊 


999 
3。37 





= 648 
个 这 样 的 数 . 
此 外 ， 还 有 形 如 矿 ， 其 中 自然 数 是 小 于 37 的 3 的 倍数 ,这 样 的 
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有 3,6,9,…,36 共 12 个 . 
所 以 满足 条 件 的 分 子 有 648 + 12 = 660 个. 
15:15 ”一 个 打 纸 洞 机 可 以 放 在 平面 上 任 一 点 , 当 它 操作 时 ,可 以 
把 与 它 距离 为 无 理 数 的 点 打 掉 ,至 少 需 要 多 少 台 打 纸 洞 机 ,才能 把 平面 
上 的 所 有 点 都 打 掉 ? 
(第 51 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,两 台 打 洞 机 是 不 
够 的 . 了 
下 面 证 明 三 台 打 洞 机 足够 , | | 
例如 ,在 直角 坐标 系 中 , 把 三 台 | 
打 洞 机 放 在 点 A(0,0),B(ad,0)， ACoo 
C(2d,0),d = $5. i 
设 PP 是 平面 上 任 一 点 ,P 到 A,B,C 的 距离 分 别 为 c ,5,c. 于 是 有 
a + c= 26b + 2d’, 
| a“ — 26* + cc? = 22. 
a ,b,c 不 可 能 都 是 有 理 数 ,所 以 P 点 至 少 被 一 台 打 洞 机 打 掉 . 


15*16 设 N= > eo““, 其 中 e 二 1 或 -1,k = 1,2,.…,60. 
证 明 N 不 是 一 个 整数 的 五 次 方 . 





(波兰 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 
假设 N 是 某 个 整数 的 五 次 方 . 
不 妨 设 ee = 1 否则 eco = - 1, 可 考虑 -NN. 令 
zx = (60%")$ = 60$%0" = 609 2， 

则 N < 60% + 59 .53959 

< 606 + 60%0° 1 

一 x” 十 净 


<(ri+1). 
又 N > 60%" - S9 。 5959 


>> x -x 


= (zx—-1)P+5r- 10xz3+i0z2z-4zr+1 
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> (x - 1)°. 


这 时 由 (xr-1P<N<(r+t1) 
及 N 是 一 个 整数 的 五 次 方 . 
所 以 N= x’. 
NS 一 并 
59 ， 
从 而 就 有 > ak = 0 © 
和 39 ， 58 ， 
然而 | Dek: | 守 595 -| > ek | 
k= |! k=1 


> 5959 ~ 58 . 5858 


> 5$959 — 5959” 

= 0. © 
Q@ 和 名 矛盾 ,从 而 N 不 是 整数 的 五 次 方 . 
15.17 ”对 于 每 个 正 整 数 z, 定 义 g(z) = zx 的 最 大 奇 约 数 . 


| 
f(x) = Be 
a 
2 * ,如 果 z 是 奇数 . 
构造 序列 :zl = 1,z ri = 7 
证 明 数 1992 将 出 现在 该 序列 中 , 试 确定 使 得 zx。 = 1992 的 最 小 的 
n ,并 说 明 这 样 的 ”是否 惟 一 . 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] ”由 题 设 中 g(x) 与 f(x) 的 定义 可 求 出 
g(1) = 1, g(2) = 1， 8(3) = 3， g(4) = 1, 
g(5) = 5$, g(6) = 3. g(7) = 7， g(8) = 1, 
g(9) = 9， g(10) = 5, g(11) = 11, g(12)= 3. 
f(1) = 2， f(2) = 3， f(3) = 4， f(4) = 6， 
f(5) = 8, f(6) = 5, f(7)=16,  f(8) = 12， 
9) =32， f(10)=7, Fl) = 64， f(12) = 10. 
把 f(z) 的 值 写成 如 下 的 三 角 数 表 
1 
2 3 


供 界 数学 奥林匹克 解 题 大 醉 典 953 





内 


4 6 5 

8 12 10 7 

16 24 20 14 9 

32 48 40 28 18 11 


这 个 三 角 数 表 , 奇 数 在 对 角 线 上 , 表 中 其 余 各 数 均 为 其 上 方 邻 数 的 


2 倍 , 每 个 正 整数 都 恰好 在 表 中 出 现 一 次 . 


因此 , 仅 有 惟一 的 ”可 使 x, 等 于 1992. 
注意 到 2k—-1= TER+1) ， = 1,2,3,…: 
令 z = 1992, 则 有 
不 n+l 一 4， 231 ， 
X42 = 2 .253， 
nt3 一 = 255 =2.:128—1= 3》. 128.(128+1) 一 8256: 
因此 ,所 求 的 = 8253. 
15.18 ” 既 约 分 数 的 分 母 为 30, 求 小 于 10 的 所 有 这 样 的 正 有 理 数 
的 和 . 
(第 10 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] ”小 于 10, 分 母 为 30 的 既 约 分 数 可 写成 322 十 的 形式 ,其 
中 ”和 > 为 满足 0 过 志 9，0 志 r+ 过 30 的 整数 . 
当 且 仅 当 > 与 30 互 素 时 ,全 和 了 是 既 约 分 数 ,因此 应 有 
r € 11,7,11,13,17,19,23,29}. 
这 样 x 有 10 种 选择 ,而 +r 有 8 种 选择 ,而 县 没有 两 对 选择 (n,r) 能 
使 福 了 二 rr 的 值 相同 . 
由 此 可 知 ， 所 求 的 和 共有 8. 10 = 80 了 


再 注意 到 , 若 加 满足 题目 要 求 , 则 10 - 专 也 满足 要 求 ,这 样 可 把 
克 与 (10 - 专 ) 配 成 对 计算 . 





则 所 有 这 样 的 分 式 的 和 为 
(二 + 到- 1 (了 + 3 二) (+ 3200- 149) 
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= 40 . 10 = 400. 


15.19 “如果 整数 ”可 以 表示 成 ?= ar+az+…+a ,其 中 al 


a2 ssa 是 满足 字 + i 二 二 = 1 的 正 整数 (不 一 定 相 异 ) ,那么 ， 
我 们 称 n 是 “好 数 ”. z 
已 知 整数 33 至 73 是 “好 数 ”, 证 明 每 一 个 不 小 于 33 的 整数 都 是 “好 数 ”. 


(第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 蔡 (alyaz，…ak) 是 “好 数 ”n 的 一 个 分 解 , 则 有 


一 人 一、 
总 
| 
一 用 
4 十 
,A 
[a 
十 
| 
十 
~ 
OO 


=， 
从 而 方 1 3 + I + + = 1 
x 为 二 二 -二 二 
则 有 十 + 二 ++ + 了 =， 
了 + 站 + + | 
再 由 (DD 可 得 


2n+8=4+4+2al+2a)+ + 2a,, 
2n+9=3+6+2al+2ar+ + 2a. 

这 就 是 说 ,2n + 8 和 2n + 9 都 是 “好 数 ”. 

于 是 可 以 得 到 结论 :车 n 是 一 个 “好 数 ” ,那么 2n +8 和 27 +9 都 

是 “好 数 ”. 

现在 设 P, 是 这 样 的 命题 ， 

所 有 整数 n,n + 1,…,2n + 7(n 之 33) 都 是 “好 数 ”. 

我 们 用 数学 归纳 法 证 明 命题 已,. 


当 % = 33 时 ,2n +7= 73, 由 题 设 ,从 33 到 73 之 间 的 所 有 整数 都 
是 “好 数 ”， 
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因此 命题 P33 成立. 
假设 n = 上 时 ,命题 Pi 成立, 即 庆 ,上 二 1,…,2k + 7 都 是 “好 数 ”， 
又 由 上 面 的 证 明 & 是 “好 数 ” 时 ,2k + 8,2k + 9 都 是 “好 数 ”, 于 是 
E+t1l,ki2,..,2(k+1)+7= 2k+9 
都 是 “好 数 ”, 即 由 命题 PP 成 立 可 以 推出 命题 P 成 立 . 
因此 ,对 n 实 33, 命 题 已 , 都 成 立 . 
所 以 对 每 一 个 不 小 于 33 的 整数 都 是 “好 数 ”. 
15.20 ”对 正 整 数 n 宇 1 的 一 个 划分 x, 是 指 将 nn 分 成 一 个 或 若 于 
个 正 整 数 之 和 , 且 按 非 减 顺序 排列 (如 = 4, 划 分 r 有 1+1+1+1， 
1+1+2,1+3,2+2 和 4). 对 任 一 划分 x, 定义 A(x) 为 划分 x 中 数 1 
出 现 的 个 数 , 定 义 B(x) 为 划分 x 中 出 现 的 不 同 数字 的 个 数 (如 对 n = 
13 的 一 个 划分 rx:1+1+2+2+2+5 而 言 ,A(r) = 2,B(x) = 3). 求 
证 对 任意 正 整 数 ,其 所 有 划分 x 的 A(x) 之 和 等 于 B(x) 之 和 . 
(第 15 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 P(n) 表示 对 正 整 数 ”的 划分 个 数 , 且 令 P(0) = 1. 
我 们 首先 证 明 : 对 任意 正 整数 n ,其 所 有 划分 x 的 A(x) 之 和 等 于 


Sp ) = Pln -1)+ Pn -2)+. + P(0). 


对 A(x) 之 和 计算 如 下 ， 对 每 一 个 至 少 有 一 个 “1” 的 划分 拿 去 第 一 
个 “1”, 这 种 情况 将 发 生 P(n - 1 次 , 即 对 的 所 有 划分 x 中 ,第 一 个 数 
是 “1” 的 划分 有 P(n 1) 个; 同 理 对 的 所 有 划分 x 中 第 二 个 数 是 “1” 
的 划分 有 PC(n - 2) 个 ;…; 对 n 的 所 有 划分 x 中 第 n -1 个 数 是 “1” 的 
划分 有 P(1) = 1 个 ;对 n 的 所 有 划分 x 中 第 ”个 数 是 “1” 的 划分 有 
P(0) = 1 个 . 

所 以 A(x) 的 和 等 于 

Pl(n -1)+ P(n—2)+:… + P(1) + P(0). 
我 们 再 来 证 明 ; 对 任意 正 整数 n ,其 所 有 划分 x 的 B(x) 之 和 等 于 
P(n -1)+P(n -2)+:… + P(1) + P(0). 

设想 有 一 个 有 P(n) 行 n 列 的 矩阵 . 

千 划 分 x;(i = 1,2,…,P(n)) 中 有 数字 4d (1 过 4 过 7), 则 在 第 ; 
行 ,第 d 列 的 位 置 上 打 一 个 人 /”, 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 计算 打 “、/” 
数 . 
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(1) 各 行 分 别 计 和/“ 数 . 
则 第 i; 行 的 “VV" 数 = B(x;)(i = 1,2,…,P(n)), 再 将 这 P(z) 个 
数 相 加 , 即 为 B(x) 之 和 . 
(2) 各 列 分 别 计 人/” 数 . 
由 于 对 n 的 所 有 含 4d 的 划分 与 对 n =- d 的 所 有 划分 是 一 一 对 应 的 ， 
所 以 第 4 列 中 的 “VV” 数 应 为 P(x 一 d)(4d = 1,2,…,n), 再 将 这 个 
数 相 加 得 
Pln ~ 1)+ Pn -2)+:… + P(1) + P(0). 
由 (1),(2) 可 得 B(x) 之 和 . 
综合 以 上 ,命题 得 证 . 
15.21 ”能 否 将 2 写成 这 样 的 形式 
2= 荆 + 十 +.…+ l . 
ni 好 2 11 1974 
其 中 nlsN2s" "3 N1974 是 不 同 的 自然 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 首先 1 可 以 写成 三 个 分 子 为 1 的 分 数 之 和 . 





1 1 1 
1= 了 + 本 + 看 ， 
1 1 ,1 1 
J 是 2=51T+t+2+31+6- 由 
注意 到 恒等式 
1 1 1 1 
6k ~™ 12k ! 20k * 30k- © 
取 & = 1= 59, 则 
1 _1 1 1 
6 7121+201+ 30° 
考 1 1 上 1 1 1 
代入 中 得 2= 丁 + 方 + 本 +1+ 有 +3 ® 
从 而 2 化 为 6 个 分 数 之 和 . 


_ xl 1 了】 1 1 
取 k=5 =5, 则 36 = 66 + 7106+ 150; 
代入 名 得 


I 
T12137121+20+ 6 + 100+ 150° 出 


从 而 2 化 为 8 个 分 数 之 和 . 
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窜 涉 





再 取 = 多, 代入 @ 得 到 56 的 分 解 式 代入 @ 从 而 得 到 10 个 分 
数 之 和 为 2. 
进一步 取 k = 53,51,…,5%4, 每 一 次 都 使 式 增加 两 个 新 的 不 同 
项 ,于 是 经 过 这 样 的 985 次 代 换 就 使 2 化 为 
985 ,2+4= 1974 
个 分 子 为 1 的 分 数 之 和 . 
15.22 为 大 于 1 的 整数 ,确定 形 如 pg 的 数 的 倒数 和 .这 里 p ,a 
为 整数 ,满足 条 件 0<< p < d 委 11，p+g>2m 并 且 户 co 的 最 大 公 
约 数 为 1. 


名 地 深 


(加 拿 大 数学 奥林匹克 训练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 满 足 条 件 的 倒数 和 为 











=- Do D 
{pp,nt+ 
由 (D,Q 可 得 


Onti 一 9, . 
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1 
> 
15.23 ” 设 p 为 素数 ,k 是 什么 数 时 ,集合 |1,2,…,k1} 可 以 分 拆 为 
P 个 元 素 之 和 相等 的 子 集 ? 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 ; 满 足 条 件 的 的 集合 为 


V, = #1 pl ket 1, k 之 2p -1,kENI. 


由 于 在 集合 的 分 拆 时 ,至 多 有 一 个 子 集 仅 含 一 个 元 素 ,而 另外 p - 
1 个 子 集 至 少 含 两 个 元 素 , 则 


Dr 一 


k>2(p—-1)+1=2p-1. 由 
又 由 于 集合 11,2,…,k| 分 拆 为 p 个 元 素 之 和 相等 的 子 集 , 则 1 
pM = K+ 六 五 
其 中 M 为 每 个 子 集 的 元 素 之 和 ,于 是 他 
p | (4 D 四 


下 面 证 明 条 件 中 ,@ 也 是 上 E_ Vw， 的 充分 条 件 . 
显然 ,在 &E V, 时 ,k +2p€ VV,. 
事实 上 ,只 要 在 对 应 于 的 分 拆 中 将 + i， 上 +2p+1 i 这 两 
个 元 素 添 入 第 i 个 子 集 中 (7 = 1,2,…,p) 就 可 以 ,此 时 
(E+ 4D) kt2p+ 1) 全 二 + 多 二 二 4 . 


二 全 人 +.(2k+1+2p)p. 


由 p14 和 + 以 得 
(k+2p)(k+2p+1) 
p | k+2 人 + 
现在 设 满足 条 件 由,@). 
如 果 p = 2, 那 么 由 加 可 知 
41k 或 41&R+1. 


由 于 11,2,3} = 11,2} UJ 13 
1 上 11,2,3,4 = 11,4} U 12,3}. 
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所 以 3€EV,, 4€ V 
再 由 帮 E 办 时 ,有 +25E V 可 知 
数 3+2°.21 EV,, 4+2:2t€ V,. 
从 而 有 € VV,. 
如 果 p 是 奇 素 数 , 由 中,@ 可 知 
k=mp-1 或 k= mp (m 之 2). 
这 时 只 需 证 明 2p ~ 1,2p,3p,3p -1E V 
对 于 & = 2p 一 1, 有 


{11,2,.…,2p— 1} 
= {1,2p 21 U12,2p-—-3tU ip-1,plU 12p-1}. 
对 于 一 2p, 有 


11,2,…,2p| = {1,2pl U 12,2p—-ilU-…U 1p,p+1). 

所 以 2p~1€ V,, 2p€ V,. 

对 于 上 = 3p = 3(2m + 1) = 6m + 3, 有 

|1,3m +2,6m +3} U 14,3m + 5,6m 一 3 U.… 

[3m + 1,6m +2,3} UU 13n + 4,2,6m| U Jj3m +7,5,6m — 60i 
UU i6m + 1,3m —1,6! 

对 于 = 二 3p 一 1= 3(2m+1)-~1= 6m+2, 有 

(1,3m + 2,6m!l U 14,3n + 5,6n — 6} UU) . 

{3m — 2,6m -1,6 U {3m + 1,6m +2| UU 13 +4,2,6m 一 3| 
U3m +7,5,6m — 9 U… Ul6m+1,3m— 1,3|. 

所 以 有 € VV, 时 ,可 将 集合 {1,2,…,k| 分 拆 为 p 个 元 素 之 和 相等 
的 子 集 . 

15.24 今 有 26 个 非 零 数 码 ( 妈 26 个 一 位 正 整 数 ) 写成 一 行 .证 明 
可 将 该 行 数码 分 成 若干 段 ,使 得 由 各 段 中 的 数码 所 组 成 的 自然 数 的 总 
和 可 被 13 整除 . 





(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] ” 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 设 S 是 由 & 个 不 能 被 13 整除 的 自然 数 构成 的 集合 ,k 过 13; 
A(S) 是 S 中 一 切 可 能 的 部 分 元 素 的 和 被 13 除 所 得 余数 的 集合 , 则 集 
合 A(S) 中 的 元 素 不 少 于 上 个 . 

我 们 对 进行 归纳 . 
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k = 1 时, 引 理 显然 成 立 . 
现 设 & > 1. 
先 去 掉 任 意 一 个 a € S ,并 将 其 余 & - 1 个 数 所 构成 的 集合 记 作 
T, 显 然 有 A(T) CC A(S). 
易 见 ,如 果 和 集合 A(T) 中 恰 有 -1 < 13 个 元 素 ,那么 只 需 证 明 
A(T) 关 A(S) 即 可 . 
由 于 13 是 素数 ,所 以 如 果 a 不 能 被 13 整除 ,那么 0,1,2,…,12 中 
的 每 一 个 就 都 是 形 如 ar 的 数 (nn 为 整数 ) 被 13 除 所 得 的 余数 . 
以 r; 记 an 被 13 除 所 得 的 余数 ,选取 一 个 n ,使 得 ”+r, € A(T)， 
rt 如 A(T). 则 有 
r, 泣 Tt, 第 
其 中 zzo ET, 且 t 
rntl 二 ta E A(S). 


亦 即 A(T) 关 A(S). 
引 理 得 证 . 
现 将 26 位 数 先 分 成 13 个 二 位 数 : 


ai01 ,4202 ,°° ,a13013. 


谋 泣 








我 们 考察 
S = |9a1,9a,,.… ,9a13). 
由 引 理 所 证 可 知 ,集合 A(S) 由 被 13 所 除 的 所 有 13 种 可 能 的 余数 
组 成 
设 m 是 所 有 13 个 二 位 数 之 和 , 则 必 有 
， - 0 


9aj +9a, tt9ai 
现在 ,我 们 将 二 位 数 
ai bi ， ai, bi,， i a b; 
部 拆 成 一 一 位 数 , 得 到 2p 个 一 位 数 ， 则 由 
aib; 一 4 b; = a; 9 ! 一 ] … ‘pp 可 得 ,2p 个 一 位 数 与 其 余 13 
个 二 位 数 之 和 为 
112 一 ?ai 一 9a,， 一 … 一 9a; . 


由 由 式 , 它 能 被 13 整除 . 
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15.25 “将 顺序 为 1,2,3,…,22 的 2n 张 牌 变 成 n + 1,1,n +2， 
2,:… ,nC—1,2n,n. 
即 原先 的 前 ” 张 牌 移 至 第 2,4,…,22 张 ,而 其 余 的 2 张 牌 ,依照 原来 顺 
序 排 在 奇数 位 置 即 第 1,3,5,…,2n 一 1 张 ,这 称 为 一 次 “完全 ” 洗 牌 . 试 
确定 有 哪些 ,从 顺序 1,2,…,2n 开始 ,经 过 “完全 ” 洗 有 牌 可 以 恢复 到 原 
来 状况 . 


SE 机 泪 


(第 28 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 可 以 证 明 . 对 任意 自然 数 , 都 可 以 将 顺序 为 1,2,3,… ,2 
的 牌 ,经 过 上 次 洗 牌 后 ,使 顺序 恢复 原状 . 
事实 上 , 令 m = 2n+1. 
一 次 洗 牌 后 ,将 z+ 变 为 y, 有 
= 2x (mod m )， 
因此 经 过 次 洗 牌 后 ,xz 变 为 2*r (mod m). 
由 于 m 是 奇数 , 则 
27(m) = 1 (mod x ). 
其 中 gp( mm) 为 欧 拉 函数 . 
从 而 290)T 三 并 (mod m ). 
因此 ,经 过 有 次 (RE = gl(m))“ 完 全 " 洗 牌 后 ,可 以 使 牌 恢 复原 状 . 
15.26 设 目 然 数 n(n > 3) 有 下 列 性 质 ; 把 集合 S, = 13,4,…， 
n1 任意 分 成 两 组 时 ,总 有 某 一 组 中 的 三 个 数 a ,b,c( 允 许 a = 6) ,使 得 
ab = c. 求 这 种 ”的 最 小 值 . 





(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 当 n 汪 3 时， 
3,3, 3334,35 € 5,. 
若 S, 分 成 两 组 A 和 B. 晶 不 具备 题 设 的 性 质 . 
不 妨 设 3€ A, 则 3 .3 村 4, 即 
3 €B, 
则 又 有 3 .3 各 及, 即 3EA, 从 而 3 和 A,336E 了 .此 时 不 论 35 属 于 
A 还 是 属于 B, 都 会 引出 矛盾 : 
车 33€ A, 则 由 3 € A，34€ A, 引 出 了 矛盾 ， 
若 33 € B, 则 由 3 € B，3€ B, 引 出 矛盾 . 
所 以 n 之 3 = 243 时 ,具备 题 设 的 性 质 . 
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若 n < 之 3 = 243, 令 
A= 1Ik19k&k<80l NS,, 
B= jk13 达 上 8 或 81 太志 2421 门 9 
则 A 和 B 中 的 任 一 个 都 不 具备 ab = *c 的 性 质 . 

即 对 ”< 243 ,存在 一 组 分 组 方式 ,使 得 不 具备 题 设 的 性 质 . 

所 以 ”的 最 小 值 是 243. 

15,27 ” 试 求 具备 下 述 性 质 的 最 小 自然 数 n. 如 果 把 集合 11,2， 
…,n| 任意 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 时 , 则 其 中 有 一 个 子 集 含有 3 个 不 
同 的 数 , 它 们 中 的 两 个 数 之 积 等 于 第 3 个 . 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 


[ 解 ] ”所 求 的 最 小 值 为 96. 

设 A, = 11,2,…,n|. 又 设 分 成 的 两 个 不 相交 的 子 集 为 B,C.,. + 

我 们 首先 证 明 , 当 n 之 96 时 ,一 定 有 一 个 子 集中 含有 3 个 不 同 的 |， 于 
数 ,它们 中 的 两 个 数 之 积 等 于 第 3 个 . 他 


假设 B, 和 C, 中 的 任 一 个 都 不 具备 这 种 性 质 , 即 不 含有 这 样 的 3 个 
不 同 的 数 ,使 得 其 中 两 个 的 积 等 于 第 3 个 . 
由 于 衬 96, 则 96 的 约 数 集合 
{1,2,3,4,6,8,12,16,24,32,48,96| 
的 元 素 决 不 能 都 在 同一 个 集合 中 ,不 然 ,就 存在 两 个 数 之 积 等 于 第 3 
个 . 
不 失 一 般 性 , 设 26E B,. 
对 3,4 进行 讨论 , 则 3,4 有 下 面 四 种 情况 : 
情况 A: 36EB，4E6E 了. 
情况 B， 3E€EB,, 4E€0C,. 
情况 C: 3€0C,, 4€B,. 
情况 D: 36EC，46EC 
对 情况 4 . 
因为 2,3,4 € B, 则 
6& B,,8 EE B,,12& B,. 
即 6€C,8EC,,12EC,. 
从 而 48€ B,, 又 2€ B,, 则 
2.48€C,, 妇 p66E€ CG,, 
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另 一 方面 ,8 € C,,12 € CG,, 则 
8.12€ 8B,,Bh9€ B,. 

于 是 ”96 € C, 又 96 € B,, 引 出 矛盾 . 
所 以 情况 A 不 可 能 . 
对 情况 B. 
因为 2,3 € B,，4€ C,, 则 

6&B,,BR6E CC,. 
从 而 24 € B,, 
因为 3€ B,，24€B,, 则 8€ CC,. 
由 于 2€B,,， 24€B,, 邮 12€ GC,, 48€C,. 
另 一 方面 ,6 € C,，8€ CC,, 则 


a 


6.8= 48€ 8B,. 
从 48E B, 又 48 EC, 引出 矛盾 . 
所 以 情况 B 不 可 能 . 
对 情况 C， 


因为 2,4 € B,，3€ CGC,, 则 
8EC,, 24€B,. 
从 而 由 4 € B,,24E€ B, 得 6 € CG,. 
由 6€ C,，8E€ CGC, 得 48 € 8B,,， 
由 2E€B， 24€B, 得 48 € 0G,. 
于 是 又 引出 矛盾 . 
对 情况 D. 
因为 2€ B,，3,4€ CC,, 则 
12€ B,, 24€0,. 
X2€B,, 12€B,, 则 6€ CG,. 
而 由 4E€ C,，6E€ 0 得 24 € 8B,. 
于 是 引出 24 € C, 又 24 E B, 的 矛盾 . 
所 以 情况 DD 不 可 能 . 
由 以 上 ,nn 宇 96 时 ,一 定 有 一 个 子 集 中 存在 三 个 数 , 其 中 两 个 数 之 
积 等 于 第 3 个 . 
当 n < 96 时 ,可 以 构造 一 个 方法 ,使 得 任 一 子 集中 都 不 存在 符合 
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条 件 的 三 个 数 . 
对 于 Aos = 11,2,3,…,95j. 取 
B, = |1,p,p,p’ gr,pg, pq 
C= {p’,p’ ,pp ,p", pa,p’q, par, pq, pq’|. 
其 中 p,qg,r 取 不 大 于 95 的 不 同 素数 . 
例如 Bos = 11,2,3,4,5,7,9,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41,43， 
47,48,49,53,$9 ,60,61,67,71,72,73,79,80,83 ,84 ,89 ,901 
Cos = Ao95 \ Bos. 
15.28 ”每 个 正 整 数 都 可 以 表示 成 一 个 或 者 多 个 连续 正 整 数 的 
和 . 试 对 每 个 正 整 数 , 求 x 有 和 多少 种 不 同 的 方法 表示 成 这 样 的 和 . 


“|， 


(第 1 届 中 国 台 北 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 第 
[ 解 ] ” 设 可 以 表示 成 m 个 连续 正 整 数 之 和 . 令 1 
n=kt+(k+1)+…+[k+(m-—-1)]. dQ) 和 
其 中 上 是正 整数 . 则 z 他 
n= xmk+ 2 D 
m1! 
(es © 
(1) 大 为 奇数 , 则 mx -1 为 偶数 ,从 而 由 @ 式 可 知 m |n, 
有 uD 
1 -7 一 2 < 0. 
2 1+ v1l+B8n 
解 得 ni < > ©) 
反 过 来 ,由 上 述 推理 可 见 ,对 ?2 的 每 个 满足 图 式 的 奇 因数 mm ,就 可 
以 把 ”表达 为 四 的 m 个 连续 正 整 数 的 和 . 


(2) 奉 m 为 偶数 ,把 @ 式 改写 成 
2n = m(2k+m— 1). 

由 于 2k + m -1 是 奇数 ,所 以 m 是 22 的 偶 因数 . 且 若 po 是 的 
标准 分 解 式 中 2 的 指数 , 则 po + 1 是 m 的 标准 分 解 式 中 2 的 指数 .此 外 
m 仍 满足 @ 式 

反 过 来 ,对 于 每 个 满足 @ 式 , 且 其 分 解 式 中 2 的 指数 为 pv + 1 的 
m ,都 有 相应 的 ”表达 为 四 的 上 个 连续 正 整 数 的 和 . 
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SE 让 潍 


综 上 讨论 : 若 对 每 个 mn € N, 记 所 求 的 表示 为 和 的 方法 总 数 为 
fn), 则 
fln) = fi(n) + fo(n). 
这 里 fi(7) 是 n 的 满足 不 等 式 时 的 奇 因 数 nm 的 个 数 ; 了 ,( n) 是 满足 车 
2 | nn,2P0t!l Tn, 且 2?011 Yr,2P01* Ym 的 偶 因 数 1 的 个 数 . 
15.29 ”证 明 (1) 任何 一 个 形 如 2"(n 为 任意 自然 数 ) 的 数 都 不 可 
以 表示 成 两 个 或 多 个 连续 自然 数 之 和 . 
(2) 任何 一 个 不 是 2 的 自然 数 宕 的 自然 数 一 定 可 以 表示 成 两 个 或 
多 个 连续 自然 数 之 和 . 
(波兰 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[证 |] (1) 假设 结论 不 正确 , 即 存在 两 个 或 多 个 连续 自然 数 之 种 
可 表 为 2"(2 为 任意 自然 数 ), 于 是 有 等 式 
k++(k+l1)+…+(kt+t+r) = 27, 
其 中 上 有 ,r,n 都 是 自然 数 . 
因而 有 (2k + r)(r + 1) = 2°1, QO 
首先 注意 到 2& + 了 与 > + 1 部 是 大 于 1 的 自然 数 . 
其 次 我 们 注意 到 2& + r 和 xr + 工 一 为 奇数 ,一 为 偶数 .这 可 由 (2& + 
r)+ (r+1) = 2(k+r)+ 1 是 奇数 得 到 . 
因此 中 的 左边 能 被 一 个 大 于 1 的 奇数 整除 ,而 右边 是 2 的 徊 ,不 能 
锌 大 于 1 的 奇数 整除 .于 是 等 式 四 不 可 能 成 立 . 
所 以 ,任意 2 的 宕 都 不 可 以 写成 两 个 或 多 个 连续 自然 数 之 和 . 
(2) 设 M 是 自然 数 ,但 不 是 2 的 正 整数 次 寡 , 于 是 M 可 以 写成 
M = 2"(21 + 1)., 
其 中 m,n 是 整数 ,日 轴 宇 1，n 宇 0. 
我 们 只 要 证 明 , 存 在 整数 


a 宇 l]}， 上 这 2. ©) 
它们 适合 
at+(at+l)+:…+(at+tk- -1)= RM， 
印 (2a tk ik = 2771(2p + 1). (3) 


如 果 2a 二 -=2"1l, =2m+ 1 ,出 
da=2"7— nn, 上 k=2m+l1. 


此 时 条 件 @ 被 满足 . 








当 且 仅 当 2” > 闫 时， = 2"7-mm， 上 = 2 + 1 满足 条 件 包 
如 果 2a +&-1=2z+1，&= 2 ，, 则 

a=m+1—-2", k= 2"l. 
此 时 条 件 @ 被 满足 
当 目 仅 当 2* 之 加 时 ,a = m+1 一 2”"， 上 = 2 满足 条 件 四 
由 于 2” > nm 与 2” 二 mm 总 有 一 个 能 成 立 , 所 以 总 存在 连续 硅 十 个 


自然 数 之 和 恰好 等 于 M. 


15.30 设 n,m,k 都 是 自然 数 , 且 1 2 证 明 如 果 


1+2+…+n = mE, 


则 可 将 数 1 ,2,…,n 分 成 & 个 组 ,使 得 每 一 组 数 的 和 都 等 于 六、 


7 | . 


(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 用 数学 归纳 法 . 
n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 
假设 对 小 于 ”的 自然 数 结论 成 立 ,我 们 考察 集合 S, = 1],2,…， 


由 1+2+…+272 二 wk 得 
n(nt+1) 
2 


= mk. 
(1) 如 果 m = , 则 方 (n+ 1) = 是 整数 
我 们 可 以 按 如 下 分 法 分 成 方 (n+ 1) 组 : 
af, ln 1 2 
(2) 如 果 mw = n+ 二, 则 ”是 偶数 ， 
我 们 可 按 如 下 方法 分 成 女 = 组: 


jl,nl, 12,n 1， ……, 


(3) 如 果 n+1 之 吉 过 2n 有 日 芭 为 奇数 . 
我 们 先 从 S, 中 分 出 
Sn-l 一 [1,2,.…, 71 RR 1!. 


卫 二 二 2 | 
2， 2 | 


再 将 其 余 的 2n - m+ 1 个 数 两 两 配对 ,使 各 对 之 和 等 于 洲 : 


六 ,| 
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其 
他 


五 








由 于 S,,_,_! 中 所 有 数 之 和 为 
六 (六 -npn—1)(m—-n) = 地 mm -2n—1)+ n(n 二 1) 


让 举 


=m [Dm — 2n 一 1) 十 | 
所 以 $，，! 中 所 有 数 之 和 能 被 六 整除 , 且 因 产 之 下 一 于 一 1 于 
是 可 将 S,， ,1 中 的 数 分 成 证 (mm - 2w - 1) + 组 , 且 每 组 之 和 都 等 于 
nn. : 
又 把 2n - m + 1 个 数 两 两 配对 分 成 少 (2n ~ m + 1) 组 ,而 
方 (mm 一 2n 一 1 + 此 + 方 (24n 一 加 十 = 卡 ， 


于 是 可 把 S, 按 要 求 分 成 & 个 组 ,每 组 之 和 等 于 x. 
(4) 如 果 +1< 和 < 2n 且 和 为 偶数 ， 
我 们 仍然 先 从 S$; 中 分 出 S,,-,-! 来 ,并 将 其 余 的 2n - mm + 工 个 数 


两 两 配对 分 成 六 (2 一 m) 组 ,使 每 组 之 和 为 m: 
1 


{mnni,lm—nt+l,nom1!,.…, 方 7 一 1 六 十 工 (. 
这 时 还 剩 下 一 个 数 -> 没有 分 配 . 

由 (3),S，，! 所 有 数 之 和 可 以 表示 成 

7 (m — 2n—1+2k) 

的 形式 . 它 可 被 隐 整除 , 且 吝 之 mn 一 1 

于 是 由 归纳 假设 可 知 ,可 将 S,_,_| 中 的 数 分 为 nn 一 2n 一 1+2k 
组 ,使 每 组 之 和 为 全, 由 于 m -2n 一 1+2k 是 一 个 奇数 ,所 以 当 把 上 面 
剩 下 的 一 个 数 双 补 入 其 中 之 后 , 变 成 m - 27 + 2 组 ,然后 把 这 些 和 为 
他 的 组 两 两 合并 ,使 各 组 之 和 为 m. 这 时 共 分 了 十 (2n - mm) + 二 (mm 


-272+2&)= 三 大 组 . 
(5) 如 果 ma 宇 27 ,此 时 
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n(n+t+1) 
2m 


所 以 n—2k 宕 2k-1>0. 
我 们 从 S, 中 分 出 S,_24 ,后 者 中 所 有 数 之 和 和 


六 ( 一 28)(7 — 2k+ 1) 


= 廊 n(n + 1)— k(2n + 1)+2k? 


k= 福地 (n+ 1)， 


= mk — k(2n + 1) + 2k’ 
能 被 上 & 整除 ,日 所 得 之 商 不 小 于 n -~ 2 上 ,这 是 因为 


(nxn—-2k)(rn~2k+1) 1 四 
2(7 — 2k) 一 7 (n 2k+1) 宇 上 . 


多 

于 是 由 归纳 假设 ,可 将 S, -zx 分 为 组 ,使 各 组 之 和 相等 . + 
再 将 剩 下 的 2k 个 数 了 两 两 配 成 一 对 ,分 成 组 ,使 各 对 数 之 和 相等 : 五 
村 世间 


然后 再 将 这 下 对 数 并 人 前 面 分 出 的 & 组 数 , 则 这 样 的 上 组 数 各 组 数 之 和 
都 等 于 7 . 

由 以 上 ,对 S, 能 满足 题目 要 求 . 

15.31 ”能 否 将 整数 集合 分 为 3 个 子 集合 ,使 对 任何 整数 ”7 、> 
一 S0 和 nn + 1987 分 属 3 个 不 同 的 子 集合 . 

(第 50 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 我们 证 明 不 可 能 把 整数 集 分 成 3 个 这 样 的 子 集 合 , 使 n,n 
一 50,n + 1987 分 属 3 个 不 同 的 子 集 , 其 中 ”是 任意 整数 . 

如 果 一 个 3 元 数组 中 的 3 个 数 分 别 取 自 3 个 不 同 的 子 集 ,那么 我 们 
就 把 这 个 3 元 数组 叫 作 “具有 代表 性 的 ”. 

假设 存在 满足 题目 要 求 的 分 法 , 则 对 任何 整数 n ,下 面 的 3 元 数组 
都 是 “具有 代表 性 的 ”: 


(n—-50, n, n +1987), OD 
(nC— 100, nn~-50,， n+ 1937), 人 
(n+ 1937, n+ 1987, nn +2. 1987). (3) 


我 们 用 记号 i ~ j 表示 整数 i 与 整数 ; 属于 同一 个 子 集 , 而 用 记号 
i Xj 表示 整数 ; 与 整数 ; 不 属于 同一 个 子 集 . 
由 @O 知 n+ 1937 X nn — 50, 
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由 知 n+ 1937 x n + 1987. 


由 外 知 nxn~— 50, 
数 ” nzn+1987., 
于 是 只 能 有 7 ~ n+ 1937. : @ 
由 加 ,把 ”+ 1937 换 成 n ,又 得 到 一 个 “具有 代表 性 ”的 3 元 数组 
(nn 一 100，2 50， nn). (D9) 
还 可 得 到 (用 nn 一 50 换 ) 
(n—150,， x ~ 100，n -50). © 
也 是 “具有 代表 性 ”的 数组 . / 
于 是 由 @,@ 可 知 
nn 一 S0， nx n -100, 
于 是 只 能 有 
n~n— 130. (站 
由 由 和 人 可 得 
0 ~ 1937 ~ 2 . 1937 ~ … ~ 50 . 1937 
= 646 . 150 - 50 ~ 645 . 150 - 50 ~ … ~— 50. 
于 是 0 一 -S0, 即 当 ”= 0 时,” 与 六 -50 属 同 一 个 子 集 ,出 现 矛 盾 . 
因此 不 可 能 有 满足 题目 要 求 的 分 法 . 


15.32 ”给 定 自然 数 工 1 zz 和 yy ,yo，,… 两 个 和 zi + x 

+ 十 zn 以 及 y+ yz +… + yw 彼此 相等 且 小 于 win .证明 在 等 式 
Tt x2t ti Yt yt + yy 
中 可 以 删 去 一 部 分 加 数 , 使 剩 下 的 部 分 仍然 是 等 式 . 
(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 由 zj(i = 1,2,…,n) 和 y(j = 1,2,…,m) 是 自然 数 ,是 
S= Xz+r2t tr yt yt + yn 

满足 S 之 pn 可知，S 守 2， 加 宇 2，n 宇 2. 

我 们 对 mm + n 施用 数学 归纳 法 . 

(1) 当 m= n=2 了 时 ,由 2 才 S$S < 之 4 可 知 ;,S = 2 或 3. 

若 S = 2, 则 有 

S= x+rx= y+y=1+1. 
因此 去 掉 一 部 分 加 数 , 剩 下 的 仍然 是 等 式 . 
若 S = 3, 则 有 
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S=7ritzxz2= y+y=1+2. 


命题 同样 成 立 . 
(2) 假设 命题 对 mw + n 一 1 成立 . 
设 7X] = max{ x1, x ,Tal|, 
yi = maxlyl yo 上 

且 不 妨 设 之 1 > Vi: 
若 对 mn + n 有 等 式 

TI X22 Yt yt yn 中 
则 Cry) + rt yy 2 


这 个 等 式 的 两 边 共有 mm + n 一 1 项, 我们 设法 证 明 
S = y+ + yy < n(m— 1). 
事实 上 ,由 S 一 JI + ya 十 十 yn 区 niYy1 得 


站 
21 之 六 


所 以 S'=S-y<S- 之 


= SE pm = nm -1). 


因此 ,由 归纳 假设 ,对 @ 式 可 以 删 去 一 部 分 加 数 ,使 剩 下 的 部 分 仍 
然 是 等 式 ,于 是 对 @ 式 也 可 这 样 做 ,从 而 命题 对 + n 成 立 . 

15.33 ”考察 所 有 仅 由 数码 1 和 2 构成 的 10 位 数 . 试 将 它们 分 为 
两 类 ,使 得 同一 类 中 任何 两 个 数 的 和 的 表达 式 中 ,都 至 少 有 两 个 数码 3. 

(第 17 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 

[ 解 ] 设 有 两 个 由 相同 个 数 的 1 和 相同 个 数 的 2 组 成 的 不 同 的 10 
位 数 . 

由 于 两 个 数 不 同 ,而 含有 1 的 个 数 相 同 , 必 然 有 第 一 个 数 的 某 一 
1 的 位 置 上 ,第 二 个 数 恰 是 2 的 位 置 ,在 第 二 个 数 的 某 一 个 1 的 位 置 上 ， 
第 一 个 数 恰 是 2 的 位 置 . 当 这 两 数 相 加 时 ,我 们 得 到 的 3 不 少 于 2 个 , 符 
合 题目 的 分 类 要 求 . 

因此 ,凡是 含有 相同 个 数 1 的 所 有 数 包 含 在 同一 类 中 . 

我 们 可 以 这 样 分 类 : 

将 11…1 分 在 第 一 类 , 则 11…12 与 11…1 相 加 只 能 得 到 一 个 3, 因 而 


10 个 9 个 10 个 
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e 小 潍 


这 两 个 数 不 能 在 同一 类 ,于 是 11…1 2 在 第 二 类 . 
数 11…1 22 显然 在 第 一 类 ,因为 它 与 11…1 相 如 得 到 两 个 3, 而 与 


11…1 2 相 加 只 得 到 一 个 3. 因 此 ,只 要 包含 两 个 2 的 数 都 在 第 一 类 . 

由 以 上 分 析 ,我 们 可 以 这 样 分 类 : 

凡 有 偶数 个 2 的 所 有 数 都 属于 第 一 类 ， 

凡 有 奇数 个 2 的 所 有 数 都 属于 第 二 类 . 

这 时 ,在 同一 类 中 的 任何 两 个 数 或 者 有 相同 的 个 数 2( 这 种 情况 
下 ,我 们 证 明了 这 两 个 数 之 和 不 少 于 两 个 3) 或 者 一 个 数 比 另 一 个 数 至 
少 多 两 个 2, 很 明显 ,这 两 数 之 和 不 少 于 两 个 数码 3. 

15.34 ” 求 最 大 的 整数 A, 使 对 于 由 1 到 100 的 全 部 自然 数 的 任 一 
排列 ,其 中 都 有 10 个 位 置 连续 的 数 ,其 和 大 于 或 等 于 A. 

(波兰 数学 竞赛 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 设 c 一 (alya，…, 4100) 是 从 1 到 100 的 全 部 自然 数 的 任 

一 排列 , 令 


0 


As = oe 之 人 Co 由 
于 是 ,排列 oz 中 有 茶 10 个 连续 项 之 和 等 于 A, ,而 其 余 任何 连续 10 
项 之 和 都 不 大 于 A,. 
因此 ,本 题 归结 为 求 数 
A = min A,. © 
由 数 A, 的 定义 有 


As 守 al+ayt+++ ajo, 

As 之 allt ar+' + a, 

As 之 ae9l + ag2 十 … 十 Qi00， 
将 这 些 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 

10A, 守 al + ez 十 十 Cg 

=] +2+… 十 100 = 5050. 
因此 ,对 于 任何 排列 oc, 有 不 等 式 
A, 之 505. 
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由 @ 又 有 A 505. G) 
现在 考察 由 1 到 100 的 自然 数 的 下 列 一 种 排列 = (al,a2z,…， 


a 100): 
100， 1， 99, 2, 98, 3, 97， 4,， …， Sl, 30. 
这 个 排列 可 用 下 列 关 系 式 给 出 : 
a2nt1 = 100— 1, ( 当 0 委 ”和 49 时 )， 
Q2， 一 21， ( 当 1 之 nn 太 50 时 ). 


我 们 证 明 这 个 排列 的 任何 10 项 之 和 不 大 于 505. 
事实 上 ,如 果 这 连续 10 项 的 首 项 下 标 是 偶数 2& ,那么 
D1 二 0 十 Q2k+ + 十 CQC28+9 
=(a2k + Q2k+2 十 十 Q2k+8) 十 (QQ2kH1 十 G2k3 + :°° + azg+9) 
=[A+(R+lD)+…+(R+4)+[100-A)+(100 
—k—1)+:…+(100—-k—4)] 
= 500. 
如 果 这 连续 10 项 的 首 项 下 标 是 奇数 2& + 1, 那 么 
92 二 CQ2k+l 十 Q2k+2 + °° 十 QG2A+10 
= (a2k 十 Q2p4+1 十 十 Q24+9) + Q2k+10 一 CA 
=SiI+(R+S) 一 
= S505. 
于 是 ,我们 证 明了 排列 zt 的 任何 连续 10 项 之 和 不 大 于 505, 并 且 可 
以 等 于 505. 
从 而 由 避 得 ”A < 505. @ 
于 是 由 名 ,由 得 A = 505. 


15.35 ”实数 轴 上 任 给 一 个 开 区 间 , 长 度 为 士 , 其 中 为 正 整数 ， 


求证 形 如 卫 (1 < g 之 n) 的 既 约 分 数 至 多 有 | ** 半 ] 个 属于 这 个 
区 间 . / 
(第 12 届 美国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] ”把 前 个 自然 数 
1,， 2 ， 7 n 
作 如 下 的 分 类 : 
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守 亲 





Me 当 


每 个 奇数 o; 和 它 的 2” 信 (nt € N, 且 92” 迄 ) 属于 同一 类 . 
由 于 1,2,…,n 中 有 | 三 寺 ] | 个 奇数 , 所 以 上 述 分 类 共 分 为 
n+l 
[3 | 关 
这 样 的 分 类 法 使 每 个 自然 数 g(1 过 gq 这 n) 属于 且 仅 属于 其 中 一 


类 ,同一 类 中 的 任意 两 数 , 大 数 必 是 小 数 的 2 售 . 
现在 证 明 ， 的 4 和 9i2 ,以 它们 为 分 母 的 任 


何 两 个 肥 约 分 数 和 二 之 差 的 绝对 值 不 小 于 


首先 ， 由 于 六 及 元 是 婚约 分 数 ， 且 


记 
di gq; * 2* : 
所 以 p';  p:* 2*, 
从 而 [|p 2*~—p',| 守 1. 
考虑 到 gq;. 2* 之 n, 则 有 
和 -| | 工 
gq; 2 ga, 24 pe 











由 于 以 同一 类 中 任 两 数 为 分 母 的 任 两 个 既 约 分 数 之 差 的 绝对 值 不 
小 于 六 ,又 因为 所 给 的 区 间 是 一 个 长 度 为 十 的 开 区 间 , 因 而 开 区 间 内 
任意 两 数 之 差 的 绝对 值 小 于 一 ,从 而 以 每 一 类 中 的 数 为 分 母 的 既 约 分 
数 中 , 至 多 只 能 有 一 个 属于 此 区 间 . 由 于 前 x 个 自然 数 分 为 
| 2 了 | 类 ,所 以 形 如 和 (1< 9 之) 的 既 约 分 数 中 至 多 有 |[ < 玫 ! ] 个 
属于 此 开 区 间 . 

15-36 。 开 区 间 (0,1) 中 的 每 个 有 理 数 (9 是 互 素 的 正 整数 ) 





长 为 5 ,中心 在 5 了 区 问 闪 求 二 并 不 在 上 面 所 的 任 _ 闭 


区 间 内 
(第 9 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1949 年 ) 
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[证 ] 。 荐 结论 不 成 立 , 则 次 在 以 某 个 有 理 数 为 中 心 ,长 为 了 
的 闭 区 间 内 ,从 而 有 8, 使 得 


p 6 

一 - 过 1). 
7 (16 | 过 1) 

6 








9 8116 182 -1 1 
8288<Sl 
所 以 有 
2 
人 9- - 0， 
yV2 8g 
从 而 
o-26 =10 
_g 
: 2 p 
这 与 V2 是 无 理 数 矛盾 . 


15.37 ”把 1 到 31000000 的 所 有 自然 数 分 成 互 不 相交 的 两 类 ,一 
类 是 完全 平方 数 与 完全 立方 数 的 和 ,其 余 的 数 为 男 一 类 . 问 哪 一 类 的 数 
较 多 ? 证 明 你 的 结论 . 

(第 22 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 设 完全 平方 数 与 完全 立方 数 之 和 的 一 类 数 的 集合 为 A, 另 
一 类 数 的 集合 为 B. 

我 们 证 明 B 的 元 素 多 于 A 的 元 素 . 

设 nEA,n=k*+ ni, 其 中 ,mEN ,显然 用 1000, 过 100. 

这 些 能 产生 集合 A 的 元 素 的 数 对 (k,m) 不 会 多 于 1000 x 100 = 


100000. 并 且 满 足 条 件 的 数 对 (& ,mm ) 少 于 100000, 这 是 因为 存在 不 少 
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a 


数 对 (上 ,7 ) 使 > 1000000 ,而 且 不 同 的 数 对 (R ,2) 可 能 产生 相同 的 
天 

因此 ,A 的 元 素 少 于 100000 个 ,显然 B 的 元 素 个 数 远 远 超过 A 的 
元 素 个 数 . 

15.38 ”是否 存在 满足 下 述 条 件 的 整数 hn >>1: 正 整数 集合 可 以 被 
划分 成 n 个 非 空子 集 , 使 得 从 任意 n 一 1 个 子 集中 ,各 任 取 一 个 整数 . 
所 得 的 区 -上 个 整数 之 和 ,应 属于 剩 下 的 那个 子 集 . 

(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 , ,1995 年 ) 

[ 解 】 我 们 证 明 不 存在 题目 要 求 的 整数 ”. 

显然 天 2. 假 设 n 宇 3. 设 正 整 数 4€ Al,bE Ai, 自 a 关 b. 

又 设 c 是 Al 中 的 任意 一 个 正 整 数 , 它 也 可 以 与 a 或 6 相同 . 

假设 a +c,b+c 属于 不 同 的 子 集 . 

设 正 整数 集合 分 成 n 个 非 空子 集 A1,A,,…,A,. 

(1)a+ec 与 te 一 个 属于 A,, 另 一 个 不 属于 A) 的 情形 . 

设 a+cEAD+TcEAi 

在 子 集 A; 中 选取 a;,i=3,4,…,n, 则 

b+astast…+a,€ A, 
于 是 (atc)+(btaatta)tast ta EA 中 

另 一 方面 a+a3+ast+'…+a,€ 有 A,,， 

于 是 (atastaat +a)+(b+c)+art++a, EAl. ©@ 

中 与 包 天 盾 . 

(2)a+c 与 5+c 都 不 属于 Ai 

设 a+c€EA3,65+ cE A;, 则 

b+(a+c)+ad+…+w 和 Ai， .3 
at+(b+te)+tast+a,€Ay. @ 

与 由 天 盾 . 

这 表明 e+e 与 b+c 必定 属于 同一 子 集 . 

在 子 集 A; 中 选取 x,,i = 1,2,…,n. 

高 y=S-x,S=r+r t+ +,. 

则 ”y;&€ A;. 不 妨 假 定 SE A1. 如果 z= yi, 则 由 前 面 所 证 

Tit+ y=2r= SEAI. 
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如 果 zx, 关 y, 则 由 前 面 所 证 2x; =w+z 与 +tyw=S 应 属于 同一 
子 集 . 

由 于 已 假定 SEA, 则 A 应 包括 全 部 偶数 .而 A,,A;3,…, A, 都 
由 奇数 构成 . 

如 果 7 是 偶数 , 则 由 26E4rEA,r=3,…,7 是 奇数 ,于 是 2+ 
2z3+…+wEA: 是 一 个 偶数 ,出现 矛盾 . 

如 果 n 是 奇数 , 则 x 十 x3 十 … 十 元 ,EE A, 应 为 奇数 ,这 表明 zi 必 
定 是 偶数 ,于 是 A| 恰好 由 全 部 偶数 组 成 ,通过 变动 xj ,不 难 证 明 从 某 
一 点 开始 ,所 有 的 奇数 必定 都 属于 A: ,同时 又 都 属于 A; ,矛盾 . 

所 以 ,无 整数 ” ,满足 题目 所 要 求 的 条 件 . 

15'39 ”确定 并 证 明 是 否 有 整数 集 的 子 集 X 具有 正面 的 性 质 :对 
任意 整数 1 , 恰 有 一 组 整数 ,5EX, 使 入 +265 一 . 

(第 25 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 这 样 的 子 集 X 存在 . 

首先 令 X,= 10,11 

假设 已 有 X = at,az， ,ai ,使 得 a;+24(1 志 i,j 壹 k) 互 不 相 
同 . 

令 5S, = 1a;+2a;ll<i, jk|. 

取 任 一 不 属于 Sx 的 整数 7, 取 正 整 数 Ug+!1 ,又 令 CRT+e 一 一 2ak+i 
十 好 、 

只 要 w+1 充 分 大 ,对 1 所 i,j,s,t 信 上 ,有 

3aeti>as tdarti>atri ta n>arr2 t+2a > a t+2a,+2 

>a,t+2arr2>3ar+2. 

而 且 agp+1+2a; 大 于 Sp 中 的 一 切 正 整 数 , a .， + 2a; 小 于 Sp 中 的 
一 切 负 整数 ,于 是 ,对 

Ker2= ayrlyae+ UX 
中 ,和 任 二 数 ae,o,a+25 互 不 相同 , 记 : 
X= XU Xa UU Xo YU X242 

则 集合 X 满足 要 求 . 

15 40” 设 户 是 一 个 奇 素数 ,考虑 集合 11,2,…,2p1 的 满足 以 下 两 
个 条 件 的 子 集 A: 

(1)A 恰 有 pp 个 元 素 ， 
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(2)A 中 所 有 无 素 的 和 可 被 户 整除 . 
试 求 所 有 这 样 的 子 集 A 的 个 数 . 
(第 36 届 国 际 数学 与 林 匹克 ， 1995 年 ) 
[ 解 11 记 W=11,2,…,2p}， 
U=}1,2,.…,p}, 
={ip+t+1,p+2,.…,2p}. 
除 U 和 V 这 两 个 子 集 之 外 , W 的 其 他 元 子 集 E 都 使 得 
ENV3O0,EN UO. ( 湾 ) 
若 W 的 两 个 满足 条 件 (※) 的 户 元 子 集 S 和 本 适合 下 面 的 条 件 : 
(1)SfIV= Tf VY, 
(jj ) 只 要 编号 适当 ,S 门 U 的 元 素 S),S;,…,S,, 和 全 们 U 的 元 素 
tt 对 适当 的 &E 10,1,… ,pp 一 1i ,满足 同 余 式 组 
si: — tk(mod p),i=1,2,.,m 
我 们 就 约定 这 两 个 子 集 S 和 了 归 人 同一 类 . 
对 于 同一 类 中 的 不 同 子 集 显 然 有 天 0, 因 而 有 


>»; 一 > 三 mk 关 0 (mod p). 


对 于 同一 一 类 中 的 不 同 子 集 ， 它 的 各 自 元 素 之 和 ,对 模 p 的 余数 各 
不 相同 ,因此 每 一 类 中 恰 含 p 个 子 集 ,其 中 仅 有 一 个 适合 题目 中 的 条 
件 (2). 

综 上 所 述 ,在 W=|i1,2,…,2pl| 的 C8, 个 p 元 子 集 当 中 , 除 U 和 V 
这 两 个 特殊 的 子 集 外 ,每 p 个 子 集 分 成 一 类 ,每 类 恰 有 一 个 子 集 满足 
条 件 (2). 

据 此 可 以 算出 ,W= 11,2,…,2p| 的 适合 条 件 (1) 和 (2) 的 子 集 总 
数 为 


(C9, 一 2)+2， 
[| 解 2] 为 考察 W= 11,2,…,2p} 的 子 集 ,我 们 构造 如 下 的 生成 
冰 数 : 


g(t,7)=(t tr)(t tr ) (tt rx) 


_ Rm 
一 > AR NE 4 。 
kn 
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其 中 ae .是 展开 式 中 六 zx” 的 系数 , 它 表 示 W 的 适合 以 下 条 件 (a ) 和 
(8) 的 子 集 的 个 数 . 

(a) 该 子 集 恰 含 2p -上 个 元 素 ; 

(B) 该 子 集 的 元 素 之 和 等 于 mi. 


i ee , 且 玖 = |e9 ,el,…,e? 1!|, 则 有 


之 /之 BCtz) 


:EF .reFE 


-SD (Be) 


:EF 二 ,nr 


= >)( Da) 


iEE kupip 
= 《人 oo OD 
在 计算 中 用 到 了 这 样 一 个 事实 ; 


So _ | 
PET Py 若 pln. 

直接 利用 g(i,xz) 的 定义 式 ( 不 借助 于 展开 式 ), 用 为 一 种 方法 计 
算 同 一 和 式 ,有 


2 g(t,7) 


i:EExEE 


= ot) (t+ ro)(t + xr) 


itEE zrEE 


= Z(t 1)22+ >) (1 + zx)(t + xr) | 
:EE NT 


= >,[(t+1)22+(pP-1DO+1)2] 


{EF 


= 之 (t+ 1T)2 +4p(p—1) 


i€EE 


= 之 (1+ Ch te + Cp) + 4p(p—1) 


人 大 
= pl(l+ C8,+1)+4p(p—1) 
比 较 这 两 种 方 法 计算 的 结果 四 和 @) 得 
> ak = L(cs, + 4p — 2) 
Pi, pla p 


1 ，、 
(Csp -2)+4. 
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上 式 左 端 除去 Cn0,pp+1) 一 一 CQ2)， 0 一 = 1] 这 两 项 外 ， 其 余 各 项 之 和 就 是 
满足 条 件 (1) 和 和 (2) 的 子 集 的 个 数 ,因此 ,所 求 的 子 集 个 数 为 
之 pv = 他 .2 (Cs 一 2) 十 2. 
15.41 求证 存 久光 穷 多 个 自然 才 n ,使 得 可 将 1 ,2,3,…,3n 列 
成 数 表 


a 


dl U2 a 
b! b; b, 
Cl C2 Cp 
满足 如 下 两 个 条 件 : 
(1)ai+pb+cei=az+p+c=…=a+p+cs 且 为 6 的 倍数 . 
(2)airtast'e ta =6r+b + + b=ct+ey+ +c 且 为 6 
的 倍数 . 


(第 12 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 
[证 1」 将 满足 题 设 中 两 个 条 件 的 自然 数 n 的 集合 记 作 SS， 
设 n€E5S, 由 条 件 (1),(2) 推 知 , 存 在 自然 数 s 和 + ,使 得 
| +l =6sn, 


3n(3n+1) 18 
7 一 








即 3n+1=4s 
n(3n+1)= 121. 
、 n 汪 1 (mod 4). 
所 以 有 nn 法 0 (mod 3). 
因此 n 必 具 有 形式 
n=12k+9,k=0,1,.…. gb 
首先 证 明 9€ S. 我 们 这 样 进行 构造 ,由 于 
1 2 3 0 6 3 1! 8 6 
2 3 1l1+l3 0 6|=I5 3 7i1=As. 
3 1 2 6 3 0 9 4 2 




















容易 看 出 A; 的 3 个 行 之 和 ,3 个 列 之 和 都 是 15. 并 且 A; 的 9 个 元 素 
分 别 为 1 ,2,…,9. 现 记 A; 各 行 的 元 素 为 
a(3)=(1,8,6), B(3)=(5,3,7), 7Y(3)=/(9,4,2). 
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构造 3x9 的 数 表 A。 如 下 : 

a(3) B(3)+18 7(3)+9 
B(3)+9 7(3) ‘en 
7(3)+18 a(3)+9 B(3) 
! 8 6 23 21 23 18 13 


Ayu = 





14 12 16 9 4 2 19 26 24 
27 22 20 10 17 15 $§ 3 7 

4s 的 元 素 恰 为 1,2,…,27. 并 且 

各 列 之 和 均 为 15+9+18=42 寺 0 (mod 6)， 

各 行 之 和 均 为 3(15+9+18)=126 寺 0 (mod 6). 

所 以 9€ S,S¥0. . 

假设 mx € S ,我 们 来 证 明 9m€ 5S. 

由 于 mE€S, 故 可 将 1,2,…,3m 列 成 3x nm 的 数 表 A,, ,使 得 各 列 
之 和 均 为 64 ,各 行 之 和 均 为 6v, 其 中 xu 均 为 自然 数 . 

现 将 A,, 的 第 一 行 记 作 a(m), 第 二 行 记 作 8(nm), 第 三 行 记 作 y 
(mm ), 并 构造 3x3m 的 数 表 A;3,, 如 下 : 

a(m) Bi(m)+6m YY(m)+3nm 
Blm)+3m 7Y(m) a(m)+6m 
yY(m)+t6m a(m)+3m Bm ) 
其 中 B(m)+3m 表示 将 B(m ) 中 的 每 一 个 元 素 都 加 上 3m ,其 余 记号 
含义 类 似 . 

于 是 ,不 难看 出 ,Ai 的 9m 个 元 素 恰 为 1,2,…,9m, 并 且 各 列 之 
和 均 为 6u + 9m ,各 行 之 和 均 为 18v + 9nm. 

再 将 A;,, 的 第 一 行 ,第 二 行 ,第 三 行 分 别 记 作 a (3 )， Bl(3m),Y 
(371) ,并 构造 3x9m 的 数 表 A。 如 下 : 
a(3m) Bl(3m)+18n 7Y(3n)+9m / 





A 一 


ba 








Ag,= | B(3n)+9m y(3m) a(3n1)+18m 
Y(3nm)+t+18m oa(3m)+90n B(3m ) 
不 难看 出 , Ao 的 27xm 个 元 素 丛 为 1,2,…,27n, 并 月 
各 列 之 和 均 为 6u + 36m 为 6 的 倍数 . 
各 行 之 和 均 为 
3(18v+9m)+3m:18m +3m:9m = 54v + 108m? 
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喀 市 深 


0 (mod 6). 

这 就 证 得 :只 要 mES 则 必 有 9 ES. 

综合 上 述 , 知 19*jk=1,2,…|1CCS, 所 以 S 为 无 穷 集 合 . 
[证 2] 我 们 证 明 !12k +9Ik 寺 2 (mod 9)}. 

设 上 二 2 (mod 9), 记 m= 4k1+3. 

我 们 先 将 1,2,… ,3m 列 成 如 下 的 3x m 的 数 表 A,: 


1 4 7 10 128-2 12k+1 12k+4 12k+7 
A,s= |6k+5 12k+8 6k+2 128+5 … 6k+1ll 5 6k+8 2 
12k+9 6k+3 12k+6 6k .: 6 6k+9 3 6k+6 


不 难看 出 ,A,, 的 各 列 之 和 相等 , 均 为 18k + 15, A 的 第 一 行 之 和 
为 (4k+3)(6k+4), 第 二 行 之 和 为 (4k+3)(6k+5)= 到 人 加 二 二 ,第 
三 行 之 和 为 (4k +3)(6k +6). 

由 于 =2 (mod 9), 所 以 /= 全 > 为 正 整 数 . 
A,, 的 第 一 行 是 首 项 al = 1, 公 差 di = 3 的 等 差 数列 ,所 以 它 的 第 
21 项 为 : 

ay=1+3(21 -1)=61-2=44 

A 的 第 三 行 中 ,cz,c4,… ,cw- 1! 构成 公差 d; = -3, 首 项 c,=6k+ 

3 的 等 差 数 列 , 所 以 
c=6k+3-3(1-1)=6616- + 


3 
_ 16k+13 
= 
考察 第 三 行 与 第 一 行 中 第 2! 项 的 差 
12&+9 
3 





C27 一 好 21 一 4& 十 3 了 3， 


因此 ,只 要 对 换 a 与 cy 的 位 置 , 便 可 使 其 三 个 行 之 和 全 部 相等 ， 
都 为 
(4k+3)(6k+5)= 2 + 
并 且 各 列 之 和 保持 不 变 , 即 都 等 于 18k + 15. 


现 将 经 过 上 述 对 换 后 的 数 表 记 为 了 ,并 将 B,, 的 第 一 行 记 为 a 
(m7), 第 二 行 记 为 8(m ), 第 三 行 记 为 y(z2). 再 构造 3x3m =3x(12k 
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+9) 的 数 表 A;,, 如 下 : 
a( nm) Bim)}j+6m YY(m)+3m 
A3m = |B(m)+3m yl(m) a(m)+6m | ， 
Yl(m)+t6m a(m)+3m Blm) 
不 难看 出 ,A;3,, 的 所 有 元 素 恰 为 1,2,…,12k +9, 其 各 列 之 和 、 各 
行 之 和 分 别 相等 , 且 
各 列 之 和 =18k+15+9m =54k+42 二 0 (mod 6) 


各 行 之 和 = St 1) 十 了) 十 6722 十 37777 


=3(4&8+3)(68+S)+T9(4R 二 3) 
=6(4k+3)(9k+7). 
=0 (mod 6). 
这 表明 ,只 要 上 圭 2 (mod 9), 就 有 12k+9€S. 
所 以 112k+9|k 寺 2 (mod 9)|CS,S 为 无 穷 集 合 . 


寡 汶 
Ri 十 加 
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附 孙 四 








a 


数学 奥林匹克 中 第 用 的 
数论 知识 


一 .整除 

1. 定 义 :对 于 整数 a,6b(5 冯 0), 存 在 整数 g, 满 足 a = bg 就 叫做 a 
能 被 b 整除 , 记 作 51a. 

其 中 a 叫做 6 的 倍数 ,5 叫做 a 的 约 数 (因数 ), 若 5 隆 + 1, 则 5 叫 
做 a 的 真 约 数 . 

若 a 不 能 被 5 整除 , 则 记 作 b+ a. 

如 果 af1656，ar!f6b6，t EN, 记 作 a'| 6b. 

2. 关 于 整除 的 一 些 简单 性 质 : 

(210,+1laaia(a 天 0) 

(2) 若 pa,a 天 0, 则 1 委 101 委 ja 1 

(3) 若 c120,21a, 则 c 1a. 

(4) 若 51a,c 关 0, 则 Bb 1ac. 

(5) 若 cla,c15, 则 cc | mat+ nb. (m,n EE 2Z). 


(60) 车 之 ai 一 0U，b 能 整除 ci ,a2,… ,ax 中 的 一 1 个 , 则 b 能 整 


除 另 一 个 . 
二 . 同 余 
(一 ) 同 余 . 
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1 .定义 : 设 m 为 正 整 数 , 若 整 数 a 和 6 被 x 除 的 余数 相同 , 则 称 a 
和 2 对 模 疡 同 余 . 记 作 
a 和 =b (mod m). 
2. 同 余 的 基本 性 质 : 
(1)a 三 (mod m)m 10 一 和. 
(2)a 三 bmod 11) 和 > = kmta (RE ZI). 
(3)a 二 al(mod m ). 
(4) 大 a 大 b(mod m2), 则 6 寺 a(mod ni). 
(5) 若 a 圭 b(mod m1)，b 汪 cc(mod m1), 则 a 三 cl(mod m). 
(6) 若 a 大 b(mod m1)，5c 尘 d(mod m), 则 
a+t+c 二 btd (mod m), 
ac bd (mod wm), 
三 所 (mod m) {nn € N). 
(7) 帮 a 和 (mod m1),(c,m) 二 4, 则 
as (mod J ). 
其 中 符号 (c,m) 表示 c,m 的 最 大 公约 数 . 
特别 地 , 当 (c,m) = 1 时 ,车 ac 夺 bc(mod m), 则 4a 三 65(mod nm). 
(二 ) 同 余 类 和 完全 剩余 系 . 
1. 同 余 类 ;由 关于 模 m 同 余 的 数组 成 的 集合 ,每 一 个 集合 叫做 关 
于 模 mx 的 同 余 类 (或 叫做 关于 模 m 的 剩余 类 ). 
由 于 任何 整数 被 mx 除 的 余数 只 能 是 0,1,2,…,m 一 1 这 m 种 情 
形 , 所 以 整数 集 可 以 按 对 模 mx 同 余 的 关系 分 成 m 个 子 集 : 
Ao,Al,A,,… ,A,.1. 
其 中 A; = jgm+i|lm 为 模 ,g € Z,0 志 i <ml.i=0,1,2,…,m-— 
1 . 
所 有 的 A;(i = 0,1,2,…,m 一 1) 满足 
Ua 2 Ha- 
2. 完 全 剩余 系 : 从 模 mm 的 1 个 同 余 类 Abo, 和 A ;A A, 中 ,每 
一 类 A; 取 一 数 @, 则 a0,a4,42,…, ,1 叫做 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 
(简称 wi 的 完 系 ). 





DE 
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最 简单 的 模 m 的 完全 剩余 系 是 0,1,2,…,m 一 1 也 叫做 模 mx 的 
最 小 非 负 完 系 . 

显然 m 个 相继 整数 构成 模 mi 的 一 个 完 系 . 

三 .素数 与 合 数 

1 .一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 只 有 1 和 它 本 身 做 为 它 的 约 数 ,这 样 的 
正 整 数 叫 做 素数 (也 叫 质数 ). 如 果 除 了 1 和 它 本 身 之 外 还 有 其 他 的 正 
约 数 , 这 样 的 正 整 数 叫 做 合 数 . 

1 既 不 是 素数 也 不 是 合 数 . 

因此 ,自然 数 集 N 满足 N = 11 U | 素数 | U | 合 数 |. 

2. 大 于 1 的 整数 的 所 有 真 约 数 中 ,最 小 的 正 约 数 一 定 是 素数 . 

3. 合 数 a 的 最 小 素 约 数 不 大 于 Wa. 

4. 素 数 有 无 穷 多 个 . 

5$. 不 存在 这 样 的 多 项 式 

f(n) = > om 

使 得 对 任意 的 自然 数 ，, A(>) 都 是 素数 . 

6. 威 尔 偿 定 理 :p 为 素数 的 充分 必要 条 件 是 

(p-1)!=-1 (mod p). 

四 . 素 因数 分 解 

1. 素 因数 分 解 定理 (整数 的 惟一 分 解 定 理 ) :每 一 个 大 于 1 的 整数 
都 能 分 解 成 素 因 数 连 乘积 的 形式 ,并 且 如 果 把 这 些 素 因数 按照 由 小 到 
大 的 顺序 排列 (相同 因数 的 乘积 写成 寡 的 形式 ) ,这 种 分 解 方法 是 惟一 
的 . 

2. 整数 n(n > 1) 的 标准 分 解 式 

nn 二 I OD 

其 中 p:; 为 素数 ,wa， 为 正 整数 ,i = 1,2,…,nm. 

3. 约 数 个 数 定 理 : 设 d(n) = 》),1 表示 大 于 1 的 整数 的 所 有 正 
约 数 的 个 数 ,n 的 标准 分 解 式 为 式 , 则 


d(n) = Ha + a;). 
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4. 约 数 和 定理 : 设 c(z) = >.d 表示 大 于 1 的 整数 n 的 所 有 正 约 
数 的 和 , 的 标准 分 解 式 为 四 式 , 则 
a.t+l 


ni ps 1 
o(n) = . 
二 户 ] 


5. 在 n! 的 标准 分 解 式 中 , 素 因数 户 的 方 寡 为 >) bs | 
其 中 记号 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 








数 
五 .公约 数 和 公 倍数 : 
1 .公约 数 和 最 大 公约 数 . 林 
() 奉 clabclaz cla 则 c 叫 ataz av 的 公约 数 . 交 
a1,42，,…,ay 的 所 有 公约 数 中 最 大 的 一 个 叫 af,az，…，,on 的 最 大 | 
公约 数 . 记 作 (al,as,…,a,). 附 
(2) 若 a1,42,…,a, 的 标准 分 解 式 为 线 
2 知 
Ql 一 {i ps, 识 
fr = 1 
U2 一 [fw， 
i= 上 
Qn 一 I] pi . 


其 中 p, 为 素数 ,a;,8,,…,6; 为 非 负 整数 ,; = 1,2,…, 识 . 则 


pt 
(a1sa2,* an) = {| ps, 
tf = 1 


其 中 1 = min la;,B;,…,6,|. 

(3) 如 果 a 是 2 的 倍数 ,那么 a 和 5 的 公约 数 的 集合 与 5 的 约 数 集 
合 相 等 . 

(4) 如 果 a 是 6 的 倍数 , 则 (a,65b5) = 5。. 

(5) 设 a 和 2 是 不 同时 等 于 0 的 整数 , 且 cg = aro + byo 是 形 如 az 
+ by 人 (zy 是 整数 ) 的 数 中 的 最 小 正 数 , 则 4 = (a,6). 

(6) 数 a 和 2 的 公约 数 集合 与 它 的 最 大 公约 数 的 约 数 集合 相等 . 

(7) 设 m 是 任意 正 整数 , 则 (ea ,pm) = (a,b)m. 
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(8) 设 是 a 和 的 一 个 公约 数 , 则 【生生 ) = “名 名 

(9) 设 正 整 数 a 和 5(a > 5) 满足 等 式 2 = bytr， 0 之 r< 
b, 则 (a,b) = (6,7). 

由 此 可 得 到 求 a,6b 最 大 公约 数 的 轰 转 相 除 法 : 

由 a= bgtri, 0ri<b, 

知 六 1] 一 0, 则 (ea ,2) = 0. 

若 ri 关 0, 则 又 可 用 ri 去 除 5b ,得 

b= riqgg+r2a0Sr2 < 7, 
若 7， = 0, 则 (a,6) = (pr 三 ri. 
若 r2 天 0, 再 用 六 2 去 除 rl, 得 
ri = rgq3t+r3, 0Er3< 72. 
如 此 继续 下 去 ,由 于 
b>ri>r>r3> 人 
以 及 rr(i = 1,2,…) 是 非 负 整数 , 则 一 定 在 进行 到 某 一 次 时 ,例如 第 ? 
+ 1 次 得 到 rt = 0, 但 由 于 一 天 0, 则 有 
(a,b) = (b,r1) = (ri1,72) 二 ”二 (r,s ry) 一 7,,. 

用 此 法 还 可 以 求 (5) 中 形 如 ax + by 的 最 小 正 数 & = azo + byo. 

2. 公 倍数 和 最 小 公 倍数 ， 

(1) 若 a116， a216 ,a 1656, 则 5 ai,az, ,a 的 公信 
数 . 

ai,a2，,… ,as 的 所 有 公 倍 数 中 最 小 的 一 个 叫 a1,42，… ,a 的 最 小 
公 售 数 . 记 作 [a ,a2,…,an]. 

(2) 若 ai ,4a2，… ,a 的 标准 分 解 式 为 


e 六 深 


al = [| pg, 
= 1 
人 2 一 li #, 
=1 
nt 
,= Tp 


其 中 pp 为 素数 ,a,B,…,6; 为 非 负 整 数 ,i = 1,2,…, 7m , 则 
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ni 
[aiya2 ay | 一 [| pr. 
i= 1 


其 中 mr = max | ai ,8 ,6 
(3)al,a2,… ,a 的 最 小 公 倍 数 是 它们 的 任 一 会 倍数 的 约 数 . 


(4)[a,b] = re 


六 . 互 素 数 、 费 马 小 定理 和 孙子 定理 
1 . 互 素数 . 
(1) 耕 (alaz ar) = 1 ,就 叫做 ciyaz, av 互 素 (也 叫做 互 
.这 7 个 数 叫 互 素数 ( 互 质数 ). 
特别 地 ,1 和 任何 整数 互 素 ; 相 邻 两 个 整数 互 素 ; 相 邻 两 个 奇数 互 
素 ;对 素数 记 , 吉 p 不 能 整除 a, 则 p 与 a 互 素 . 

(2) 若 (a,0) = 工 则 (e+p,a)=1，(a 寺 pap) = 

(3) 若 (a,6)=1，albc, 则 a | ce. 

(4) 帮 alc,blc,，(a,6)= 1, 则 ab 1c. 

(5) 在 (a,0) = 1, 则 (6,ac) = (6,c). 

(6) 若 (ac,p)=1，cla， 则 (co) = | 

(7) 若 (c,0) = 1, 则 (a ,名 ) = 1. 

(8) 夺 al,42，,…,am 中 的 每 一 个 与 51,6,,…,b, 中 的 每 一 个 互 素 ， 
则 (Cajazta,, b1b2°*%'b,) = 1. 

2. 欧 拉 上 田 数 :小 于 pi 且 与 m 互 素 的 正 整 数 的 个 数 叫 做 欧 拉 函 数 ， 
记 作 gp(m). 


若 m = [| pr:, 则 
i=1] 





质 


a 


pl(m) = ml 一 广 )， 


1 


其 中 p; 是 素数 ,ai 是 正 整数 ,(; = 1,2,…,n). 
当 mz 为 素数 时 ,gp(m) = mm 一 1. 
3. 欧 拉 定 理 和 费 马 小 定理 : 
(1) 欧 拉 定 理 : 设 六 闻 2, 且 (cm ) = 1， 9p(m) 为 欧 拉 图 数 , 则 
artw) =1 (mod m). 
(2) 费 马 小 定理 : 设 p 是 素数 ,有 (a,p) = 1, 则 
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宫 普 中 沁 富 到 入 骨 由 和 英 尖 -此 


ai = (mod p). . 
费 马 小 定理 是 欧 拉 定 理 当 m 为 素数 的 特例 . 
数 4. 补 子 定理 : 设 m1 ,ms,，… ,ni 是 & 个 两 两 互 素 的 正 整数 . 则 同 余 
式 组 


e 小 


二 pi (mod 711), 
三 b, {mod m,), 
工 振 久 (mod ms). 
有 惟一 解 > 三 MIMI + MAMpT…+ MaMCmnod M). 





其 中 
M = 7 
M; = ,i = 1,2,,k 
MM,=!]1 (mod 1m;), 7i1= 1,2,.,k. 
孙子 定理 又 叫 中 国 剩 余 定理 . 
七 .奇数 和 偶数 
1. 若 一 个 整数 能 被 2 整除 , 则 这 个 整数 叫 偶 数 , 若 一 个 整数 被 2 除 
余 1, 则 这 个 整数 叫 奇 数 . 


奇数 集合 和 偶数 集合 都 是 以 2 为 模 的 同 余 类 . 
2. 奇数 个 奇数 的 和 (或 差 ) 是 奇数 ,偶数 个 奇数 的 和 (或 差 ) 是 偶 


任意 多 个 偶数 的 和 (或 差 ) 为 偶数 ， 

一 个 奇数 与 一 个 偶数 的 和 (或 差 ) 是 奇数 . 

两 个 整数 的 和 与 差 有 相同 的 奇偶 性 . 

3. 任 意 多 个 奇数 的 积 是 奇数 . 

大 任意 多 个 整数 中 至 少 有 一 个 偶数 , 则 区 各 是 全 要 
八 . 完 全 平方 数 

1. 蔡 a 是 整数 , 则 ce 叫做 a 的 完全 平方 数 . 

2. 完全 平方 数 的 个 位 数 只 能 是 0,1,4,5,6,9. 

3. 奇数 的 平方 的 十 位 数 是 偶数 . 

4. 个 位 数 是 5 的 平方 数 ,其 十 位 数 是 2, 百 位 数 是 偶数 . 
5. 如 果 一 个 完全 平方 数 的 个 位 数 是 6, 那么 它 的 十 位 数 是 奇数 . 
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6. 偶 数 的 平方 能 被 4 整除 ,奇数 的 平方 被 4 除 余 1. 

7. 偶 数 的 平方 被 8 除 余 0 或 4. 奇 数 的 平方 被 8 除 余 1 

8. 行 一 个 整数 能 被 3 整除 , 则 这 个 数 的 平方 能 被 3 整除 , 若 一 个 整 
数 不 能 被 3 整除 , 则 这 个 数 的 平方 被 3 除 余 1. 

9. 耕 一 个 整数 能 被 5 整除 , 则 这 个 数 的 平方 能 被 5 整除 , 若 一 个 整 
数 不 能 被 5 整除 , 则 这 个 数 的 平方 被 5 除 余 + 1 或 -1. 

10. 把 完全 平方 数 的 各 位 数码 相 加 ,如 果 所 得 到 的 和 不 是 一 位 数 ， 
上 绸 把 这 个 和 的 各 位 数码 相 加 , 直到 一 位 数 为 止 ,这 个 一 位 数 只 能 是 0， 
] ,4,7,9. 

11. 两 个 相 邻 完全 平方 数 之 间 不 可 能 有 完全 平方 数 . 

12. 完全 平方 数 的 所 有 正 约 数 个 数 为 奇数 ,并 且 反 过 来 也 成 立 . 

13. 如 果 素 数 p 是 一 个 完全 平方 数 的 约 数 , 那 么 p? 也 是 这 个 完全 
平方 数 的 约 数 . 

九 .整数 的 可 除 性 特征 

1 .一 个 整数 能 被 2 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 个 位 数 是 偶 
数 ， 

2. 一 个 整数 能 被 4 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 末 两 位 数 能 被 
4 整除 . 

3. 一 个 整数 能 被 5 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 个 位 数 是 0 或 






泪 次 而 肖 可 到 轩 和 冉 和 局 黄 酒 : 人 


5. 

4. 一 个 整数 能 被 3 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 各 位 数码 之 和 
能 被 3 整除 . 

5. 一 个 整数 能 被 9 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 各 位 数码 之 和 
能 被 9 整除 . 

6. 一 个 整数 能 被 11 整除 的 充分 必要 条 件 是 这 个 数 的 奇 位 数码 之 
和 与 偶数 数码 之 和 的 差 能 被 11 整除 . 

7. 一 个 整数 能 被 10n - 1(n 为 自然 数 ) 整除 的 充分 必要 条 件 是 把 
这 个 数 的 个 位 数 截 去 以 后 ,再 加 上 这 个 个 位 数 的 n 售 , 它 的 和 能 被 10n 
-工整 除 . 

即 把 A 写成 A = 10z +yyE 10,1,2,.…,9|， 
出] l0n -11ASS10n -1|lx+ny. 

由 此 可 判断 整数 A 能 否 被 9,19,29,39,… 整除 . 
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a 


8. 一 个 整数 能 被 10n + 1(n 为 自然 数 ) 整除 的 充分 必要 条 件 是 把 
这 个 数 的 个 位 数 截 去 之 后 ,再 减 去 这 个 个 位 数 的 n 售 , 它 的 差 能 被 107 
+ 1 整除 . 

即 把 A 写成 A = 10x + y,y € 10,1,2,…,9|. 


则 lOn+1|lAcSi0n+1llxr -ny. 
由 此 可 判断 整数 A 能 否 被 11,21,31,41,… 整除 . 
十 .十 进 制 记 数 法 
1. 数 A 的 十 进 制 表 示 为 
A= Nao' 


:二 0 


其 中 a; € 140,1,2,…,9}， 7=0,1,… 一 1，a € |1,2,.…,9}. 
2.A 的 ”次 午 的 个 位 数 等 于 4 的 个 位 数 的 n 次 窒 的 个 位 数 , 即 
: A"=ao” (mod 10). 
3. A” 的 个 位 数 以 4 为 周期 循环 出 现 . 


4.A 与 它 的 各 位 数码 之 和 S(A) = > a; 对 模 9 同 余 . 即 
A 二 Da (mod 9). 

5. A 的 各 位 数码 之 和 S(A) = a 满足 
S(A+B)<S(A)+ S(B). 
S(A:B)<S(A). Ss(B). 

6. 若 a 和 4 为 任意 非 负 整数 , 则 元 7 的 小 数 展开 式 是 有 限 的 . 

7. 若 - 具有 有 限 小 数 展 开 式 , 则 n = 2“54 ,其 中 a ,6 为 非 负 整数 ， 

8. 在 十 的 十 进 制 小 数 展开 式 中 ,循环 节 长 不 大 于 n ~ 1 


9. 若 (nm,10) = 1, 则 并 的 循环 节 长 为 r,r 是 满足 
10 二 1 (mod 2) 
的 最 小 正 整数 . 
十 一 .k 进 制 记 数 法 
1. 设 之 2 为 任 一 整数 ( 称 为 基 ), 则 任 一 十 进 制 整 数 A 可 惟一 地 
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用 基 表示 , 即 可 写成 如 下 的 形式 : 
A=dotdikt+dki + + dk" = Ddk'. 
i = 0 


其 中 a € 10,1,2,… ,RR 一 1j,i=0,1,2,… ,nl1, d, € 11,2,.…,k 
一 工 | 
2. A 的 & 进 制 表 示 可 记 为 
A = (dd,-1dido)k. 


3. 设 B 为 正 的 纯 小 数 , 则 B 可 以 惟一 地 用 基 表示 , 即 可 写成 如 下 | 学 
的 形式 : 奥 
B= dk ltdok i++td Rk "+ 
其 中 di E 10,12， 汶 一 于， = 2 ne 和 
在 B 为 有 限 小 数 , 则 上 式 为 有 限 项 , 舌 B 为 无 限 小 数 , 则 上 式 为 无 家 

限 项 . 的 
十 二 .不 定 方程 站 
1 .二 元 一 次 不 定 方程 az + by = <. . 


(1) 不 定 方程 ax + by = c (aoc 为 整数 ) 有 整数 解 的 充分 必要 
条 件 是 (ac ,2) | c. 

(2) 在 (c,) = 1, 且 (xzo,yo) 是 不 定 方程 ez + by = ec 的 一 组 整数 
解 , 则 . 





T= xo+a 
(zt 是 整数 ) 
?三 yo 一 Cr， 
是 方程 的 全 部 整数 解 . 
2. 不定 方程 x* + y” = z? 的 整数 解 . 
(1) 帮 +=a， y=4b，x= c(a,b,c 为 正 整 数 ) 是 方程 x + y* 
= x 的 一 组 解 , 且 (a,5) = 1, 就 称 这 组 解 为 方程 的 一 组 基本 解 . 
(2) 关 区 =a，y= 5656， xz 一 Cc 为 方程 x*+ y = zx’ 的 一 组 基本 
解 , 则 a 和 2 中 恰 有 一 数 为 偶数 ,c 为 奇数 . 
(3) 设 =a，y=6b6， xz ==c 为 方程 x*+ y* = zx? 的 一 组 基本 
解 , 且 假定 a 是 偶数 , 则 存在 正 整 数 mw 和 nw， >>n，(m,n)=1， 
且 mm 关 n(mod 2), 使 得 
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a = 2nn, 
7 7 
p= m —n’, 


Cc 一 m2 +n’. 


nd 


(4) 若 a =2mn,，656=m 一 nn ，CcC= 二 m2 +n2, 则 a,6b,c 是 x 
+ y 二 xz* 的 一 组 解 ,如 果 还 有 >>n>>0，(ni,n)= 二 1 入 半 
n(mod 2), 则 a ,b,c 就 是 方程 的 一 组 基本 解 . 

3. 假 尔 方 程 

(1) 方程 xz? ~ dy* = 1(4 为 给 定 的 正 整数 ) 叫 佩 尔 方程 . 

(2) 无论 d 取 什 么 值 ,x =+1l,y = 0 是 佩 尔 方程 的 解 ,这 组 解 称 为 
佩 尔 方程 的 平凡 解 . 

(3) 设 a > 0 是 一 个 非 平方 数 , 则 佩 尔 方程 

Xx*— dy = 

有 无 穷 多 个 不 同 的 整数 解 . 

(4) 设 >>0，(zi,y1) 是 佩 尔 方程 

x — dy=1 
的 一 个 解 ,又 设 zx, 与 办 由 下 式 定 义 
(xi ~ Vdy)" = x, + Vdy,, 

则 (xz ,y,) 是 x 一 dy* = 1 的 一 个 解 . 

十 三 . 整 点 

在 平面 直角 坐标 系 中 , 横 纵 坐标 均 为 整数 的 点 叫做 整 点 , 整 点 也 
是 格 点 .类 似 地 可 定义 空间 直角 坐标 系 中 的 整 点 . 

1. 整 点 多 边 形 的 面积 公式 :顶点 都 在 整 点 上 的 简单 多 边 形 ( 即 不 自 
交 的 多 边 形 ) ,其 面积 为 $, 多 边 形 内 的 整 点 数 为 N ,多 边 形 边 上 的 整 点 


数 为 上 , 则 
S=N+ 三 _1. 
2. 正 方形 内 的 整 点 : 
(1) 各 边 均 平行 于 坐标 轴 的 正方 形 , 如 果 内 部 不 含 整 点 , 它 的 面积 
最 大 是 1. 


(2) 内 部 不 含 整 点 的 正方 形 面积 ,最 大 是 2. 
(3) 内 部 只 含 一 个 整 点 的 最 大 正方 形 面积 是 4. 
3. 圆 内 整 点 问题 : 设 A(r) 表 示 区 域 刀 + 交 委 一 上 的 整 点 数 ,> 是 
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正 实数 , 则 
4A(r)=1+4[r]+4 2 [Vr*—s°] 


. r 2 
或 A(r) =1+47]+8 D> [IVP -7 -4 三 | 


LSVY2r 


其 中 [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 .此 外 , 当 > 充分 大 时 ,区 域 +y 
之 7 上 的 格 点 数 A(r) 接近 于 xr. 
4. 不 存在 整 点 正三 角形 . 
5. 当 宇 5 时 ,不 存在 整 点 正 x 边 形 . 
十 四 .函数 [xz] 
1. 定 义 : 设 x € R, 则 [x] 为 不 大 于 的 最 大 整数 . 
2. 函数 [zj] 的 性 质 : 
(1)y = [zj] 的 定义 域 为 实数 集 R, 值 域 为 整数 集 Z. 
(2)7r= [zj]+r， OQr<l1. 
(3)r—-1l<[zxri<r<[lir]j+t+l. 
(4)y = [zx] 是 广义 增 函 数 . 即 当 | 过 xy 时 ,[xj] 志 [x7] 成 立 . 
(5) 设 nn€2, 则 [n +x]= n+[xj. 


Ht 


(Of Dax]> Dal 


i 二 


(7) 对 正 实数 iT 二 有 有 


[Tx]z Tez). 
特别 地 ,对 正 数 x 及 正 整 数 » 有 
[x”] 衬 [x]j”, 
[z+] 守 [Yr ]”. 
(8) 对 正 实数 x,y 有 






六 并 


< 刁 
(9) 设 2 为 正 整数 , 则 
[|= [ | 


(10) 对 整数 rz,[- zj =- [z]， 
对 非 整 数 zx,[- zj=- [z]-=-1. 
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(11) 对 正 整数 mm 和 ,不 大 于 mm 的 的 倍数 共有 | 蒂 | 个 . 


(12) 函数 ri :1x1 定义 为 实数 x 的 正 的 纯 小 数 部 分 . 即 
{ixz|= zr- [xr]. 
y = 1x| 还 有 如 下 一 些 性 质 . 
IE [0,1). 
Iz+ 是 以 工 为 最 小 正 周 期 的 周期 函数 . 
| 十 工 | 一 | (2 为 整数 ). 


3 本 泪 
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索引 
本 索引 列 出 本 卷 所 收集 的 全 部 数学 竞赛 试题 的 竞赛 名 称 ,竞赛 时 
间 , 括 号 内 的 第 一 个 数 为 所 赛 试题 在 本 卷 中 章 的 序号 ,第 二 个 数 为 该 题 
在 本 章 题 的 序号 .例如 国际 数学 奥林匹克 ,1992 年 (12.17) 表 示 本 卷 收 
集 的 1992 年 举行 的 国际 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 为 本 卷 第 12 章 第 
17 题 . 


国际 数学 奥林匹克 
1959 年 《6* 1) 
1960 年 《9.20) 
1962 年 (10:27) 
1964 年 (2.25) 
1967 年 (3:43) 
1968 年 (10:63，14:41) 
1969 年 (3:61) 
1970 年 (4.25，11.37) 
1971 年 《647) 
1972 年 《14.4) 
1974 年 (259) 
1975 年 (2.56,9.7，13:6) 
1976 年 《1283) 
1977 年 (12:74，15.9) 
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rt 


3 还 





3 水 次 


1978 年 (10:82) 
1979 年 (3:34) 

1981 年 (5.29，12.111) 
1982 年 (12.131) 
1983 年 (6.37，11.23) 
1984 年 (2:26，7:44) 
1985 年 (630) 

1986 年 (8:9) 

1987 年 (3.45，8.21) 
1988 年 (11.19，12.113) 
1989 年 (3:65) 
1990 年 (6:51) 

1991 年 (6.49) 
1992 年 (1.83，12.:17) 
1993 年 (1.84) 
1994 年 (6:66，11.43) 
1995 年 (15:40) 


1996 年 (2.78，6:65，12.154) 
1997 年 (12: 152) 

1998 年 (1.88) 

1999 年 (6:71). 


国际 数学 奥 林 匹 郊 候选 题 、 预 选 题 

1979 年 (3.71，3.72，12.141) 

1983 年 (4.52) 

1984 年 (40:81) 

1985 年 (3.36, 4*7,，5*6, 6.43, 7:32，11.22，11.38，12.7， 
12.78，12.109，42:134，13.13，13:36，14.51，14.58，14:68，145 
“23) 

1986 年 (12:51) 

1987 年 (2.49, 4.14, 5:12, 6.21,，11.34，42.:81，42.106，414 








.27，14.61，14:.67，15.25) 

1988 年 (1.70，2.37，2.50，4.44，5.1，5.7，6.54，10 98， 
11.16，11.26，12.26，12.90，12.133，14.38，15…27) 

1989 年 (1.66，2.57，8.52，10.38，11.15，12.8，12.34，12， 
48, 12.132， 13.8，13.12，13.27，14.7，14.15，14.20，14 53， 
15:7) 

1990 年 (1.69, 2.38, 2.58, 2.:63,，2:'64,，2:69，3'42，4.26， 
6.:8, 7:70, 10.68, 10:101, 11.11,，41.17，11.18，12.9，12: 136， 
13.15，13.25，13.26，13.30，13.32，14.57) 

1991 年 〈1.29，2.21，3.21，6.50，7.69，12.104) 

1992 年 (2.70，3.51，6.33，6.55，141.13，14.8，15.17) 

1993 年 (3.76，12.142) 

1994 年 (1.96，6.68，8.67) 

1995 年 (7.74，11.42，12.146，15.38) 

1996 年 (2:76，14.75) 

1997 年 (2.75，3.79，4.55，12.151) 

1998 年 (2.:79,，2:80，6:69，10.121，11.:44，14.78). 


澳大利亚 数学 奥林匹克 
1983 年 〈10.60，12.39) 
1989 年 (4.2，8*53) 
1991 年 (523) 
1992 年 〈7.52，14 21) 
1995 年 (3.74，10.114). 


澳大利亚 数学 通讯 赛 
1991 年 (2.30，1229). 


奥地利 数学 奥 林 匹 死 
1973 年 《12.140) 
1988 年 (4.21，6"46，14.42). 
奥地利 -波兰 数学 奥林匹克 
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1988 年 (1.62，4.12，8: 12) 


& 。 英国 数学 奥林匹克 

1965 年 (7:72) 
1972 年 《12.137) 
1981 年 《1.87) 
1982 年 (11:40) 
1985 年 (8:17，11.20，12* 128)》 
1991 年 (6.25，8.1，8.55) 
1994 年 (8.68，10.115) 


保加利亚 数学 奥 林 匹 死 
1981 年 (3*69) 
1982 年 (42. 138) 
1983 年 (370) 
1985 年 《4 10) 
1994 年 (5.36，12.148). 


加 拿 大 数学 奥 林 匹 殉 
1969 年 (8* 411) 
1970 年 (1.:61，10:28) 
1971 年 (3.27，7.22，10.31) 
1972 年 (6.24，11.32，12:33) 
1975 年 (14. 18，14:45) 
1977 年 (7:63，8*14，11.30) 
1978 年 《42:36) 
1980 年 《9*17) 
1981 年 《14:9) 
1983 年 (3.39，12.42) 
1984 年 (4.37，9:26) 
1985 年 《10:30，14:63) 
1986 年 (2.66，6.23) 
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1987 年 (11.31，12*40，14.3) 
1989 年 (9:9) 

1990 年 (4:36，14.2) 

1991 年 (7.:4，11.:8，12:125) 
1997 年 (5:35) 

1998 年 《14:73) 

1999 年 (4:.54，14 .72). 


加 拿 大 为 参加 国际 数学 奥林匹克 准备 的 训练 题 

1988 年 (1.3，3.38，4.16，5'25，6.41，6.48，8 58，12 86， 
14*52) 

1989 年 (8.59，11:9，12.99，15 22) 

1990 年 《10.84) 

1991 年 (2.39，8*23) : 

1992 年 (5:27，12.13，12*59，12*80，42* 105，12*117，14， 
26). 


中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 
1986 年 (7:17) 
1988 年 (1:82) 
1990 年 (4:47，12:112) 
1991 年 (12:95，14*59) 
1992 年 〈8 .64) 
1993 年 (2:20) 
1994 年 (13:39) 
1996 年 (1.92) 
1997 年 (2.77，45.41) 
1998 年 (1:91) 
1999 年 (2:74). 


中 国 中 学 生 数学 冬令 营 选拔 考试 
1990 年 (7*66). 
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中 国 高 中 数学 联合 竞赛 
1978 年 (7.45，12.119) 
1979 年 《1:80) 

1981 年 《1.22) 
1982 年 (1321) 
1984 年 (10:70) 
1985 年 (2. 10) 
1987 年 (10.69，13*23) 
1988 年 (7:57) 
1989 年 (7:30) 
1990 年 (7:31，13: 10) 
1992 年 (13* 18) 
1993 年 (14:71) 
1995 年 (12.144) 
1999 年 (1145). 


a 


中 国 初 中 数学 联合 竞赛 
1985 年 (12:62) 
1986 年 (1.13，8.45) 
1987 年 (2.34，2.51，410.16，14 .11) 
1988 年 〈1.12，3.33) 
1989 年 〈9.13) 
1990 年 (10.77，12.18，14 23) 
1991 年 〈7 8) 
1993 年 (12:21) 
1999 年 《12:143). 


中 国 国 家 集训 队 训 练 题 


1990 年 (4.34，5.20，5.28，6.53，10.53，10.64，1135，12， 
50，14:47，14.65). 
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中 国 国家 集训 队 测 验 题 


1990 年 
1988 年 
1991 年 
1989 年 


(3:63, 6.32) 

(4.11, 7.58, 15°26) 
(6.8) 

(7:67, 7:68). 


中 国 国家 集训 队 选 找 考试 


1986 年 
1988 年 
1989 年 
1990 年 
1991 年 
1992 年 
1993 年 
1995 年 
1998 年 
1999 年 


(9:28,，13.38) 

(12.12) 

(2.67) 

(1.78) 

(2.61) 

(3.46) 

(6.44，12.67) 1994 年 (1.94，3.77) 
(12.147) 

(1.95) 

(3.78). 


Wy 
鹿 深 


中 国 北 京 市 数学 竞赛 


1956 年 
1962 年 
1963 年 
1964 年 
1978 年 
1979 年 
1980 年 
1981 年 
1982 年 
1983 年 
1984 年 
1985 年 
1986 年 


(2.4, 7°6, 12.61) 
(7:23) 

(1.52, 7.26, 7°*55) 
(15.8) 

(8…2) 

(7.42，13'1) 
(8.36，10.74，12.3) 
(3:20，4:1，10.12，10.86) 
(2.17,9: 18) 
(10.11，10.75) 
(2.6，2.33，6.15，13:7) 
(7'5) 

(7.29, 14:49) 
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1987 年 (1:7，1.21，9*23) 

1988 年 (3.23，6.19，12 20， 12 .35 ) 

1990 年 (7:41,，7*50，11"29) 

1991 年 (4.24，8.35，10.9，12 3/， 12.60，14:30) 
1992 年 (3:67，8: 16，8*34). 


本 


演 志 次 


中 国 天 津 市 数学 竞赛 
1979 年 (348) 
1991 年 《5:2). 


中 国 河北 省 数学 竞赛 
1979 年 《1*59) 
1993 年 (9*24). 


中 国 黑龙 江 省 数学 竞赛 
1979 年 《10*23). 


中 国 东 北三 省 数学 竞赛 
1986 年 《14:34) 
1987 年 (2:12，12*46，12*88). 


中 国 上 海 市 数学 竞赛 
1956 年 (7*20) 
1957 年 (9:21) 
1958 年 (102) 
1963 年 (1:63，12:4) 
1979 年 (4.33) 
1984 年 (4:8) 
1986 年 《5*5) 
1988 年 (4.30，9:4，10*42) 
1990 年 (10*:66，12*66) 
1994 年 《5:39) 
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1996 年 (8:66) 
1998 年 (7:73). 


中 国 江 苏 省 南京 市 数学 范 赛 
1963 年 〈6.39). 


中 国 江 苏 省 苏州 市 高 中 数学 竞赛 
1987 年 (1.68). 


中 国 江苏 省 苏州 市 、 镇 江 市 数学 竞赛 
1985 年 (3:19). 


中 国 浙江 省 高 中 数学 夏令 营 
1989 年 〈142 25) 
1990 年 (2.22，14.55). 


中 国 浙江 省 全 国 初 中 联赛 选拔 考试 
1992 年 (10*20). 


中 国安 徽 省 数学 竞赛 
1980 年 (1:74). 


中 国安 徽 省 数学 奥 林 匹 死 学 校 集训 试题 


1989 年 《14*64). 


中 国安 徽 省 安庆 市 初中 数学 联赛 
1991 年 〈6.45). 


中 国 福建 省 福州 市 数学 竞赛 
1990 年 《1.38，14.40). 


中 国 台北 数学 竞赛 
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1992 年 (7.40，15…28). 


中 国 江西 省 数学 竞赛 
1979 年 (833). 


中 国 江西 省 南昌 市 数学 竞赛 
1991 年 《11.24). 


中 国 出 东 省 数学 竞赛 
1979 年 10:10). 


中 国 湖北 省 武汉 市 数学 夏令 营 
1987 年 (1:28，10:3). 


中 国 广西 壮族 自治 区 数学 竞赛 
1979 年 (919). 


中 国 四 川 省 数学 竞赛 
1979 年 《13.9) 
1988 年 (4.31) 
1990 年 (14.16) 
1992 年 《14:10). 


中 国 陕西 省 数学 竞赛 
1979 年 (10.13). 


中 国 甘肃 省 数学 竞赛 
1979 年 (134). 


中 国 青海 省 西宁 市 数学 竞赛 
1983 年 (1.50). 


世界 数学 奥 林 开 克 解 题 大 辞典 





中 国 广州 、 重 庆 、 阁 阳 、 福 州 、 武 汉 初 中 数学 竞赛 
1986 年 (3.58，12.64) 
1989 年 (2:11). 


“中 华 少年 杯 ” 初 二 数学 邀请 赛 
1987 年 (7*28). 


“希望 杯 ” 数 学 竞赛 
1990 年 〈14.31，14.33) 
1991 年 (14*69). 


“祖冲之 杯 ” 数 学 竞赛 
1991 年 (2.13，3.18). 


理科 试验 班 人 学 数学 复试 
1987 年 (2*19) 
1988 年 《1.5，14*32) 
1989 年 《14.37，15* 10). 


法 国 数学 奥 林 匹 苑 
1991 年 (8:37). 


和 芬兰、 英国、 匈牙利 、 瑞 典 四 国 国 际 数学 竞赛 
1980 年 〈14.43). 


前 联邦 德国 数学 奥林匹克 
1977 年 (6.61) 
1982 年 《4.20，10.95) 
1987 年 〈12.49). 


匈牙利 数学 奥 林 匹 到 
1894 年 〈1.8) 
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8 省 次 


1896 年 
1898 年 
1899 年 
1900 年 
1901 年 
1903 年 
1905 年 
1906 年 
1907 年 
1908 年 
1909 年 
1910 年 
1911 年 
1912 年 
1913 年 
1917 年 
1918 年 
1922 年 
1925 年 
1926 年 
1927 年 
1931 年 
1932 年 
1938 年 
1940 年 
1941 年 
1942 年 
1947 年 
1950 年 
1951 年 
1953 年 
1955 年 


(4.39) 
(1.33) 
(6. 17) 
(2.5) 


(2.3, 5°14) 


(4. 18) 


(12: 122) 


(7*27) 
(7.18) 
《7.39) 
(12.47) 
( 1.19) 
(7:47) 
(1.75) 
(5°. 15) 


(7.46, 8:31) 


(12:73) 
(7.25) 
(2.2) 

《12 10) 
(6.29) 


(8:5, 12.52) 


(6.40) 
《8 .46) 
(6*7) 
(13.31) 
(1:20) 
(6: 16) 
(7*48) 
(3:11) 
《8 .20) 
(13'28) 


1008 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





1958 年 (1. 18) 

1959 年 《1.43) 

1962 年 《5:24) 

1966 年 (14:44) 

1967 年 《15:13) 

1969 年 (8:54) 

1984 年 (6:26) 

1987 年 《12: 121) 

1990 年 (1.85，3:68，10.110，14:70). 


意大利 数学 奥 林 匹 死 
1990 年 (1.11,，7:54). 
日 本 数学 奥 林 匹 死 引 


1990 年 (14:28) 
1991 年 (4.:5, 7:53, 7*:71，10.47，11.14) 
1992 年 (2:71). 


卢森堡 、 比 利 时 、 英 国 、 荷 兰 、 前 南斯拉夫 五 国 国际 数学 竞赛 
1980 年 《11.39，12.87). 


墨西哥 数学 奥 林 匹 元 
1990 年 (1.2，1.37，4.4，4.42，6.22). 


荷兰 数学 奥 林 匹 死 
1983 年 (10.7，10.35，10.92) 


波兰 数学 奥林匹克 
1949 年 (3.64，1232) 
1950 年 《10:32) 
1951 年 (10:36) 
1954 年 (6*20) 
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1955 年 (840) 

1956 年 (1.53，10.21) 
1957 年 (2:54) 

1958 年 (2.62，7.19) 
1960 年 《15.29) 
1961 年 《11.36) 
1962 年 (2.29，6: 11) 
1963 年 (3:30) 

1964 年 (3.2，6.10，8.56 ) 
1965 年 《12.15) 
1967 年 (1.55) 

1969 年 (3:41) 

1970 年 (12.76，15:34) 
1972 年 (10.56，11.7) 
1991 年 (15 16). 


SE 


罗马 尼 亚 数学 奥 林 匹 殉 
1978 年 (663，848) 
1994 年 (7*75). 


新 加 坡 数学 奥林匹克 
1985 年 (5.31，6.5) 
1987 年 (3:22). 


西班牙 数学 奥林匹克 
1992 年 (8:47). 


瑞典 数学 奥林匹克 
1982 年 〈1.23，14.17) 
1983 年 (7.21). 


全 苏 数 学 奥林匹克 
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1967 年 (1.72，8.39，10.96，10.102) 
1968 年 (2.28，3.26) 

1969 年 (10:87) 

1970 年 (2.:35，2:43，10.:51，10:93，10:100) 
1971 年 (11.3) 

1972 年 (1.45，8.38，10.91，45.11) 
1973 年 (8:3) 

1974 年 (10:33，10.39，10:71) 
1975 年 (7.37，10.50) 

1976 年 (4.48) 

1977 年 (10:109，15*32) 

1978 年 (6.6，6.13，7.36，13.33) 
1979 年 (6.36，41.5) 

1980 年 (2.44，10.45，1412.116) 引 
1981 年 〈12.44) 

1982 年 (1.44，10.94，15.1) 

1983 年 (2.44，8.41，10.106，11.1) 

1984 年 (3.14，7.33，10.19) 

1985 年 (12 123) z 

1986 年 (1.71，3.50，7.13，10.18，13.29) 

1987 年 (1.76，6-31，11.4) 

1988 年 (5.13，12.14，12.27，12.75，15:30) 

1989 年 (4.10，7.35，10.99，14.25) 

1990 年 (3.60，14.13) 

1991 年 (7.38，8.27，10.97，12.120). 


全 俄 数学 奥林匹克 
1961 年 (6.28，10.52) 
1962 年 (141，1'57，9.6) 
1963 年 (5-10，8:61) 
1964 年 〈1.65，3.10，5.11，8.50，9.8，10.26) 
1965 年 〈1.36，6'35，7.62) . 
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1966 年 〈8 .25 ) 

1980 年 (2.32，8.32，10:107，414 36) 

1983 年 (7.12，12.1，13.35，14:…29) 

1984 年 (3.59，10.44，410:49，12 6) 

1985 年 (1.46，3:52，7 11) 

1986 年 (2.53，3:35，12 22) 

1987 年 (2.15，3.55，140.4，10.25，14 14) 
1988 年 (1.:56，10:83，12:2，12.28，12* 127，13*17) 
1989 年 (1:4，3*25，3*56) 

1990 年 (5:30, 7:16, 7:56，10.:1，12:91) 
1991 年 (12.19，12 54) 

1992 年 (12.:1156，14.24，14:56) 

1993 年 (3:75) 

1994 年 《5.34，5*37) 

1995 年 (1.89，1.90，5*38，10.116). 

1996 年 (5.:40，6:67，12，149，12.150，15:37). 


页 六 


莫斯科 数学 奥 林 匹 死 
1939 年 〈2 :48 ) 
1940 年 (2.47，10:59) 
1941 年 《12.23) 
1946 年 (4:35) 
1951 年 (14:50) 
1952 年 (9:11) 
1953 年 (2:41) 
1954 年 (10.:43，15.33) 
1955 年 (3.31，6.34) 
1957 年 (14:19) 
1958 年 (8. 15，12.93) 
1959 年 《12.79，12.124) 
1960 年 (1.40，3.37，4:3) 
1961 年 (6.28，7…1) 
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1962 年 
1963 年 
“4964 年 
1965 年 
1966 年 
1967 年 
1968 年 
1970 年 
1971 年 
1972 年 
1973 年 
1974 年 
1975 年 
1976 年 
1977 年 
1978 年 
1980 年 
1981 年 
1982 年 
1983 年 
1984 年 
1985 年 
1986 年 
1987 年 
1988 年 
1989 年 
1990 年 
1991 年 
1992 年 
1994 年 
1995 年 


(3.53，8:51) 


(12.55，12.69) 

(1.64, 13.14) 

(3.9, 9.25) 

(10.89) 

(2.42, 4:15,，40:102，12:97) 
《3 15 ) 

(9:10, 9.29,，10*90) 


(9.12，10.54，10.57，141.10) 
(3.62) 
(4.38，8.22，12.53) 
(2.31，3.54，10.72) 
(7.14，7.51) 
(8.60，10.37，14.48) 引 
(12.126，13.3，13.16) 

(12.102) 

(10.22) 

(5.26，7.65，14.1) 

(2.40，7.2，8.26，10.24) 
(1.73，1.77，10.29，10.88，12.43) 
(5.16，40.103，12.107) 

(7.61) 

(4.45，4.46，7.60，13.22) 

(15.31) 

(3.16，6.42，8.49，12.98) 

(10.65，11.12) 

(4.28，10.104，12.118) 

(7.34, 10:105) 

(1.17) 

(10.117，10.118，12.145) 

(3.73，10.113)， 
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列宁 格 勒 〈 圣 彼得 堡 ) 数学 奥 林 匹 死 
1980 年 (2.16，3.5，8.30，10.58) 
1984 年 〈10.108) 
1987 年 (1.15，10.17) 
1988 年 (1.6，1.9，2.68，7.3，7.10，45.12) 
1989 年 (1.86，2.45，4.51，7.15，7.64，10.111) 
1990 年 〈6.58) 
1991 年 (3.57，15.24) 
1992 年 〈14:62) 
1993 年 (2.73). 


Lan 


全 苏 数学 冬令 营 
1991 年 〈2.23，12.103). 


前 苏联 教委 推荐 的 数学 竞赛 试题 
1988 年 (4:27) 
1989 年 (3.28) 
1990 年 (1.49，8:24，12.:5，142，70) 
1991 年 (12.41， 14:12). 


前 苏联 大 学 生 数 学 奥林匹克 
1975 年 (6.38) 
1976 年 〈1.58，12.135) 
1977 年 (2.65，15.6) 


乌克兰 数学 奥林匹克 
1992 年 (1.54，2.27，3.7，7.43，13.5). 


基辅 数学 奥林匹克 
1935 年 《1 1) 
1936 年 (6.3) 
1939 年 〈6 2) 
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1940 年 《10:79) 

1946 年 《12:45) 

1948 年 (8:42，12.85) 

1951 年 (1.24，9:27) 

1952 年 (5. 18，10.:61，410*76，12*77) 
1953 年 (11:28) 

1954 年 (5.:17，10.:14，141:27) 
1955 年 (12:72) 

1956 年 (9.15，11.25) 
1957 年 《10:62) 

1958 年 《1:14) 


1960 年 (2:7) 

附 
1961 年 (8:8，10.78) 索 录 
1962 年 (8.29，12.101，12.110) 引 


1963 年 (9.16，9.22，10.40) 
1964 年 (1041) 

1966 年 (12114) 

1968 年 (12:56) 

1970 年 (8 18，10.46) 

1971 年 (1:42，2.8，10.48) 
1972 年 (8.4，8.43，14.22) 
1973 年 (1. 16，3:4，4.43，8*44) 
1974 年 (3:8, 7'7，12.92，156.21) 
1975 年 (1.51，8.7，9.2，9.3) 
1976 年 (8:6) 

1977 年 (10:5，10.,15，13:24) 
1978 年 (3:6，6:18，7:9，13.34) 
1979 年 (5.4，6.4，8.62) 

1980 年 (2.9，10.6，12:11) 
1981 年 (3.1，3.32，9.1) 

1982 年 (4.6，10.67) 

1983 年 (5.3，7.49，8 :13，12.71). 
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美国 数学 邀请 赛 
1983 年 (3.3，1231) 
1984 年 (3.66，9 5) 
1985 年 (3.13，5-9，144 46 ) 
1986 年 (1.25，4-29，10.8，11.21) 
1987 年 (1.26，1.27，4:40，5:21，12 38， 15.3) 
1988 年 (1.32，10:73) 
1989 年 (1.35，10，34，10.80) 
1990 年 (4.:.9，10.85，15.4) 
1991 年 (1-48，12.57，14:39) 
1992 年 〈14.54，15.2，15.14，15 18) 
1993 年 (2.24，12.63，12.65) 
1994 年 (4:53，14*74) 
1999 年 〈1.97，8.69，10.120)， 


部 未 六 


美国 数学 奥林匹克 
1972 年 (5: 19) 
1973 年 (2.60，3:29) 
1975 年 《14:5) 
1976 年 (12:84) 
1977 年 (179) 
1978 年 《15:19) 
1979 年 (12: 16) 
1981 年 《14:6) 
1982 年 (6:59) 
1983 年 (15*35) 
1984 年 (4.49) 
1985 年 (12* 130) 
1986 年 (3.49，12.58，15:20) 
1987 年 《12:68) 
1988 年 (1.39) 
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1990 年 (6:14，11.33，15:5) 
1991 年 (2.18，6*27) 
1992 年 (10.55，14:6) 
1996 年 (15:39) 

1997 年 (14*76，14.77) 
1998 年 (1.93，10*119). 


美国 纽约 数学 奥林匹克 
1974 年 (532) 
1975 年 (6.64) 
1976 年 (2*72，5*33，6*62). 


Nr 
济 到 


美国 普 特 南 数学 竞赛 
1946 年 (1:67) 3 
1947 年 《1.60) 
1948 年 (14:2) 
1949 年 《15:36) 
1950 年 (2.46，4:50) 
1951 年 (13*11) 
1952 年 (7.24，12:82) 
1954 年 (12.30，12.108) 
1955 年 (6.56，12.94) 
1956 年 (2.36，6.9) 
1958 年 (8.19) 
1959 年 《14.66) 
1960 年 (4.41) 
1961 年 (4.23) 
1963 年 (1.47) 
1965 年 (12.89) 
1966 年 (1.81，6* 12) 
1967 年 (4:13) 
1968 年 (3:44) 
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1969 年 〈4 22 ) 

1970 年 (8:97) 

1971 年 (4:17，13:2，13. 19) 
1972 年 (6*52) 

1973 年 (3'24，14:60) 
1974 年 (7:59) 

1975 年 (6:57) 

1976 年 (4:19，12.96) 
1977 年 《2:52) 

1978 年 (12.24) 

1979 年 《13:20) 

1980 年 (5:22) 

1981 年 (3.40) 

1983 年 (863) 

1986 年 (14.35) 

1989 年 (3* 12) 

1990 年 《15.15) 

1991 年 (2:55，8:28) 
1992 年 (11.:41，12:153). 


E 志 浴 


前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 
1973 年 (8:65) 
1975 年 (12*139) 
1983 年 《10:112) 
1988 年 (21). 


友谊 杯 国际 数学 奥林匹克 
1988 年 (8* 10) 
1992 年 (1.30，1.31，12.129). 


亚洲 太平 洋 地 区 数学 奥林匹克 
1989 年 《12.100) 
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1991 年 (258) 
1992 年 (347) 
1993 年 (13.37，14*38). 


巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 
1989 年 (3.17，4*32) 
1990 年 (1.34) 
1999 年 (6:70). 


拉丁 美洲 地 区 数学 奥林匹克 
1991 年 (9:14，6:60). 


二 洲 
?2 于 
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历届 国际 数学 奥 林 匹 殉 概 次 
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编者 的 话 








当今 的 世界 ,数学 已 成 为 广泛 渗透 到 各 种 自然 科学 、 社 
会 科学 ,并 发 挥 着 重大 作用 的 一 门 基础 和 应 用 学 科 . 从 教育 
要 面向 世界 ,面向 未 来 ,面向 现代 化 这 一 高 度 来 看 ,让 青少年 
从 小 就 打下 扎实 的 数学 基础 ,这 对 我 国 今后 的 发 展 是 极为 重 
要 的 .国际 上 为 推动 数学 的 发 展 而 进行 的 数学 奥 林 匹 死 活 
动 ,现在 已 成 为 一 种 培养 和 选拔 数学 人 才 的 特殊 事业 ， 

目前 ,数学 奥林匹克 在 我 国正 方兴未艾 ,数学 竞赛 遍及 
五 湖 四 海 ,尤其 是 我 国 中 学 生 选 手 在 国际 数学 奥林匹克 大 赛 
中 屡 夺 金牌 ,成 绩 显 赫 , 捷 报 频传 , 令 世 人 瞩目 ,为 祖国 赢得 
了 骄傲 和 荣誉 . 这 些 , 充 分 显示 了 我 国 的 数学 水 平和 中 华 民 
族 的 聪明 才智 .为 此 ,许多 数学 奥林匹克 教练 员 , 许 多 大 、 中 
学 的 教师 ,许多 学 生 及 其 家 长 都 渴望 在 自己 的 案头 有 一 部 能 
够 指导 数学 奥林匹克 解 题 的 工具 书 .希望 这 部 书 能 够 广泛 收 
集 国内 外 数学 奥林匹克 试题 的 精品 ,包揽 数学 奥林匹克 的 精 
丹 , 以 开阔 自己 的 眼界 ,提高 数学 能 力 , 品 鉴 数 学 的 魅力 ,也 
希望 这 部 书 能 够 提供 这 些 试 题 的 更 精确 、 更 简捷 的 解法 ,以 
开拓 思路 ,提高 技巧 .为 适应 各 界 的 这 种 渴求 ,这 部 《世界 数 
学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 终 于 问世 了 . 

这 部 大 辞典 的 出 版 ,是 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 、 南 开 
大 学 数学 系 和 河北 少年 儿童 出 版 社 通力 合作 的 产物 ;是 中 国 











加 由 汰 


数学 奥林匹克 专家 和 教练 员 辛 勤劳 动 的 结晶 ;也 是 老 一 代数 


学 家 关心 和 支持 的 结果 . 我们 不 能 不 非常 高 兴 地 告诉 大 家 ， 
这 部 辞典 在 编辑 过 程 中 始终 得 到 数学 前 辈 陈 省 身 先 生 , 吴 大 
任 先生 的 关心 和 指导 ;中 国 数学 会 名 誉 理事 长 王 元 先生 专 为 
本 辞典 作 序 .可 以 这 样 说 ,如 果 没 有 作为 数学 泰斗 的 老 一 代 
数学 家 的 关怀 与 支持 ,没有 一 批 才 华 横 洪 的 中 青年 数学 家 的 
艰苦 努力 ,没有 极 具 胆识 的 出 版 工作 者 的 辛勤 劳动 ,艰难 而 
浩大 的 世纪 工程 一 一 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 ) 是 难 
以 如 此 顺利 出 版 的 . 

这 部 大 辞典 精 选 了 国内 外 数学 竞赛 的 有 代表 性 的 试题 ， 


”其 中 大 部 分 是 已 经 赛 过 并 经 过 锤炼 的 试题 ,还 有 少 部 分 竞赛 - 
”的 备 选 题 和 训练 题 . 本 辞典 共 分 五 卷 ,其 中 有 四 卷 是 按 奥 林 
。 匹克 数学 一 般 的 分 类 方法 而 分 为 《代数 卷 》《 几 何 卷 )《 数 论 
| 卷 》《 组 合 着 ;为 了 普及 奥林匹克 数学 ,完善 辞典 中 题目 类 

”| 型 ,还 编辑 出 版 了 《选择 题 卷 》. 


《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 》 五 卷 共 约 500 万 字 . 


《代数 卷 》《 数 论 卷 ) 和 《选择 题 卷 是 按 知 识 内 容 分 章 的 ;《 组 i 
| 合 卷 ) 是 按 题目 的 内 容 分 章 的 ;《 儿 何 卷 ) 则 是 按 题目 的 结论 

”分 章 的 .每 一 卷 的 正文 包括 试题 ,试题 的 出 处 及 解答 三 部 分 ， 罗 

”试题 的 多 种 解法 , 则 由 解 1, 解 2 或 证 1, 证 2 等 给 出 .正文 后  ， 


有 附录 , 附 本 卷 常用 的 有 关 数 学 知识 提要 ;还 有 本 卷 的 索引 ， 


。。。 案 引 是 按 书 中 涉及 到 的 参赛 地 区 、 国 家 和 竞赛 名 称 , 按 英文 
”字母 的 顺序 排列 的 . 
(世界 数学 奥林匹克 解 题 大 秤 典 ) 的 出 版 ,无 疑 对 我 国 数 。 


学 奥林匹克 事业 的 发 展 , 对 我 国 跨 世纪 科技 人 才 的 培养 、 造 
就 和 选拔 有 重要 的 促进 作用 ,并 为 之 摇 梭 扬帆、 推波助澜 ! 
愿 数学 奥林匹克 之 花香 飘 四 海 ， 
盼 新 一 代 科 学 精英 兽 降 神 州 { 


本 书 的 出 版 仅仅 是 一 个 尝试 , 服 切 项 望 广大 读者 帮助 和 本 








们 完善 它 . 我们 相信 ,经 过 不 断 地 去 粗 取 精 , 去 伪 存 真 ,去 旧 
增 新 ,伴随 着 我 国 数学 水 平 的 不 断 提高 ,这 部 大 辞典 必 将 成 
为 数学 奥林匹克 的 经 典 之 作 . 




















